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Formulario

Elemento de barra (viga)

Esforcos e deformagdes independentes

* M, 0,
M N e

Matriz de flexibilidade elementar

L21
..
i A F=—|1 2

6El 6%

] Relacbes deformacgbes-esforcos
u=FX+u

Viga simplesmente apoiada

Deslocamentos transversais y(X) e momentos flectores M(X)

TL1 M(x)=0
X
3i , 5, -0,
Y Wx) =8+ x
L
y
—M
1.2 M(x)= M+~ x
Mi2 Mj :
N X L 3M, , M,-M, |
‘ y(x):at(2Mi+Mj)x— L Xt xJ
! L i
y
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T1.3
P Caso particular: a=b=L/2
X
Sk > M(sz)z&
a b 5 2 4
L v _E)_ PL3
y 2’ 48E|
(
J P—x 0<x<a
MX)=3 1 ¢ 7
tPLa——x a<x<L
L
P
[ab(2b+a)x—bx3] 0<x<a
WD=1 p 6LEI
L— —a3(b+cl)+a(2b2 +4ab+3c22))c—3a(b+(1))c2 +ax3] a<x<L
6LE]
T1.4 Caso particular: momento a meio-vao
M M L2 , L
; X — | ——X+X 0<x<—
A 6LEI 4 2
e y YOS T o 1 L
- - — |- x-3Lx*+x*| —<x<L
a b y 6LEI| 4 4 2
L
y
M
J —Tx 0<x<a
M(x)= M
M—-——x a<x<L
L
l[(2b2—2ba—a2)x+x3] 0<x<a
_ 6LEI
y(X)_ M

6LEI [-3a%(a+b)+(5a” +2b” + 4bajx—3(a+b)x* +x°] a<x<L
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Caso particular: p uniforme
T1.5
e
Pi D
— J L 1
X x)=P | Zx - = xd ey
ye) EI{24 12 +24
: L, 5pL*
L y(x=-)= 2
y 2" 384El

(L L 1, 1 3‘|
M(x):L(pi§+p,i gjx_pizx +(p[_pj)6_Lx J

R o A Y R e e e
yx)_EILpf.%o Pi3e0f T\Piig TPzt TPigg T\ Pil g0 J

Utilizacdo das tabelas

Sendo valida a sobreposicdo é conveniente decompdr as accbes (ou 0S seus
efeitos) em parcelas mais simples. Seja, por exemplo, a accao representada na
tabela anterior, Tabela 1.5.

Esta carga trapezoidal pode ser representada pela recta p=mx+b com m :w
e b= p,. E facil observar que a mesma recta pode ser obtida pela sobreposicédo de

duas rectas particulares (que tomem o valor unitario numa das extremidades e o
valor nulo na outra) devidamente escaladas:

! _PiTh
L

i X X
=(1_E)pi + Epj

Nas tabelas seguintes recorrer-se-a a esta decomposicdo ou a decomposicao
alternativa em que se separa o termo constante (0 b no caso anterior) do termo
linear (0 Mx no caso anterior).

Viga simplesmente apoiada sujeita a variacdes de temperatura

Grupo de Analise de Estruturas 4
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T1.6

Variacdes de Temperatura

Deve identificar-se claramente:

e avariacao de temperatura na altura da seccéo;

e avariacao de temperatura ao longo do vao da viga.

Para a utilizacdo das tabelas, a variacdo na altura da seccdo devera, quando
necessario, ser decomposta em:

1. variagéo uniforme na altura da seccéo, a qual se denota por AT,, associada
a deformacdo axial da seccdo e dada pela variagdo de temperatura do
centro de rigidez da seccéo;

2. variacdo linear na altura da secc¢do, associada a curvatura da seccao,
correspondendo-lhe valores de sinal contrdrio para a variacdo de
temperatura das fibras inferiores e superiores, e nulos no centro de rigidez.
A diferenca entre a variacdo de temperatura da fibra inferior e a variagéo de
temperatura da fibra superior denota-se por AT;.

Graficamente representam-se estes casos de variagao na altura da seccao:

AT, (uniforme) (linear)
CR = CRT + CR
[ —
AT; ATy AT,

Exemplo:
Numa seccdo transversal, de altura h cujo centro de rigidez se encontra a
distancia de h/3 da fibra superior, se a variagdo de temperatura na fibra inferior
for de 5°C e a variacdo de temperatura na fibra superior de 20°C (ambas
positivas), entao:

AT; — AT, h

ATy = ATy +———=3=15C e AT, = AT; — ATy = ~15°C.

Os 3 casos de variacao no vao que constam das tabelas séo:
1. variacao uniforme no vao o que significa que todas as secc¢fes da viga tém
a mesma variacao de temperatura;
2. variacdo crescente no vao, variando a variacao de temperatura linearmente
desde um valor zero, no inicio da viga, até ao valor maximo no final da viga;
3. variacdo decrescente no vao, variando a variagdo de temperatura
linearmente desde um valor maximo, no inicio da viga, até ao valor zero no
final da viga.
Graficamente representam-se estes casos de variagao no vao na forma seguinte:

(constante) (crescente) (decrescente)

[ | —1 [—

Grupo de Analise de Estruturas 5
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Distribuicdo de temperatura linear na seccéo, AT, :

M(x)=0
Caso de variacao constante no vao:
a AT, )
oh [Lx—x ]
Caso de variagao crescente no vao:

aAT [1 1
2h [3 3L

y(x) =

y(x) =

Caso de variacao decrescente no vao:
aAT [2L , 1
X)=——| —X—X"+—X
Y 2h | 3 3L }

em que a € o coeficiente de dilatac&o térmica do material e h ¢ a altura da seccéo

Distribuicdio de temperatura uniforme na seccdo, ATy :

N(x)=0

Caso de variacdo constante no vao:
u(L)=a AT, L

Caso de variacao crescente no vao:
u(L) = a AT, %

Caso de variagao decrescente no vao:
u(L) = a AT, %

Grupo de Andlise de Estruturas
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Viga simplesmente apoiada sujeita a cargas axiais

T1.7
Q Q 0<x<a
1 > X N(x)={0 <x<
a b o % 0<x<a
L u(x) = Qa
y 7 a<x<L
T1.8
[ L 1]
g \ - NOC):L(%+qj')5_qix+(q1'_qj')zx J
a
X x2

1 L
u(x) = ﬁl(%’ + Qj)zx —qiy
x3
+ (q; _qj)6_L

Grupo de Andlise de Estruturas
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T2 Deformagdes independentes em barras com cargas de vao - Termos correctores

Carga de vao Z 9, €
Pab(L +Db) Pab(L +a)
P o 6LEI 6LEI 0
, - o Caso particular a=L/2 Caso particular a=L/2
L PL* PL®
! 16EI 16EI
>Q X
a b 0 0 %
N L EA
M (3b* - L?) M (L* -3a?%)
- o x 6LEI 6LEI 0
2 . b Caso particular a=L/2 Caso particular a=L/2
y ML ML
24EI 24E|
o | T T T | 1 L {E N I S SR & 0
l o El ' 360 ' 360 El| ' 360 ' 360
y L
Caso particular p; = p, Caso particular p; = p;,
p,L p L
24E1 24E1
[ —" 0 0 gL, 20,U°
| = 6EA  6EA
I L
y
AT
| 2h 2h ’
AT
aAT L aAT L 1
] o - SaAT L
AT
aAT L aAT L 1
T - o SaAT L
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T.3 Deformadas para deslocamentos impostos
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Tipo de barra

Imposicdo de rotagdo a
esquerda

Imposi¢éo de deslocamento
transversal

bi-encastrada

1REL A
LS
—————————— 12EL A
4‘_5\\\\\\\‘_L v
6ET A \ .
& GEL A
B

encastrada-rotulada

3El @
B

El
B?A

encastrada-enc desliz.

normal

NOTA:

e=d cos(o-k>

L (0]

A deformada

deslocamento

Deformada da barra sujeita apenas a esforco

final

considerando a sobreposicdo dos diversos efeitos
nomeadamente:

e a(s) rotacao(Bes) independentes;

transversal

extremidades;
e 0 deslocamento axial relativo entre extremidades;

e 0 efeito das solicitacdes de vao.

Grupo de Andlise de Estruturas
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Forcas de fixacdo devidas a cargas de vao

na barra bi-encastrada

-
My 12

Vg
i
Ny

| | i
A B
A MB VA VB NA NB
P PL _PL P P _Q _Q
- 8 8 2 2 2 2
L/7 L/7
P Pab? Pba? Pb’(3a +b) Pa*(a+3b) Qb ~Qa
: Jb 2 E L L3 L L
M M M M _M 0 0
(/2 '/\ /2 4 4 2L 2L
y Mb(2a - b) Ma(2b —a) 6Mab _ 6Mab 0 0
P . LZ L2 L3 L3
I R s _pe pL pL C _qL
12 12 2 2 2 2
___—= 7 pL* pL’ 3pL TpL _at _at
30 20 20 20 6 3
P g p_LZ _p_Lz 7LL % _% _q_L
20 30 20 20 3 6
| ) | 0 0 m -m 0 0
] mL _mb m _m 0 0
12 12 2 2
e mL _M m 0 0
12 12 2 2
AT a AT El _aATEl 0 0 a AT,EA ~a AT EA
h h
| |
AT 0 _aATEI _aATEI a AT, El a AT, EA _ aAT,EA
P h Lh Lh 2 2
AT a AT,El 0 a AT,El G AT,El a AT, EA _ aAT,EA
— h Lh Lh 2 2

Grupo de Andlise de Estruturas
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Forcas de fixagdo devidas a cargas de vao M f/g VBMB:O
na barra encastrada-rotulada » om
Ny A B Ng
MA HB VA VB NA NB
P 3PL PL? 11P 5P Q Q
Q il il il _x _x
——— 16 32El 16 16 2 2
P Pab(L + b) Pba? Pb (3% -b?) | Pa’(3L-a) Qb ~Qa
—— 2L AEIL 2L 2 L L
M M _ ML M _M 0 0
AR 8 16 El 8L 8L
N M(L*-30%) | Ma(2b-a) | 3Ma(L+b) | 3Ma(L+b) 0 0
S 212 4EIL 210 210
N pL’ pL’ spL 3pL _at _qt
8 48E| 8 8 2 2
7| TpL pL’ 2rpL 33pL _at _at
120 80EI 120 120 6 3
P 8pL’ pL’ “8pL L2pL _at _ak
120 120EI 120 120 3 6
| ) | 0 0 m -m 0 0
]| M mL’ sm _sm 0 0
8 48EI 8 8
| M mL’ 3m _3m 0 0
8 48EI 8 8
AT 3a AT, El a AT L 3a AT, El _3a AT EI a AT, EA —a AT,EA
2h 4h 2Lh 2Lh
| |
AT a AT EI a AT, L a AT EI _aATEl a AT, EA _a AT EA
I 2h 4h 2Lh 2Lh 2 2
AT a AT EI 0 a AT EI _ a AT El a AT, EA _aATEA
— h Lh Lh 2 2
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Forcas de fixacdo devidas a cargas de vao

My VA VB:O
na barra encastrada-encastrada deslizante /f Me 4 Ne
Ny A B
MA B VA 55 NA NB
P sPL PL P PL Q Q
/2 a%/z 8 24El 2 2
p Pa(b+ L) Pa? P Pa’(a+3b) Qb ~Qa
: Jb oL oL 12E| L L
M M _M 0 s 0 0
L/2 '/\ L/2 2 2 8El
M _ Mb _Ma 0 _Mab 0 0
B L L 2El
| Pl 9 ] pL? pL’ pL pL* gL gL
3 6 24EI 2 2
| 5pL 3pL? pL 7pL* _qL _qL
24 24 2 240EI 6 3
. 3pL? pL* pL 3pL* _qL _qL
24 24 2 240ElI 3 6
| | _m _mb 0 _ml’ 0 0
2 2 12El
]| M _mb 0 _mb® 0 0
6 3 24EI
e | .M _mL 0 _mL 0 0
3 6 24EI
AT a AT El _aATEl 0 0 a AT,EA ~a AT EA
h h
| |
AT a AT El _aAT.El 0 a AT, 12 a AT, EA _a AT EA
I 2h 2h 12h 2 2
AT a AT El _a AT El 0 a AT, L2 a AT, EA _aATEA
— 2h 2h ~ 12h 2 2

Grupo de Andlise de Estruturas
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Elemento de barra - deslocamentos prescritos

Deslocamentos independentes a considerar em cada né
e rotacao;
e deslocamento transversal.
A deformada obtém-se por sobreposicdo das 4 deformadas, correspondentes a cada um dos 4

deslocamentos considerados:

V)= 5,0,

Efeito de §;=1, =0V i# 1 T4.1
AT
|
] X 1
‘ ¢1(x):—F(L2x—2Lx2+x3)
) L )
y
Efeito de §,=1, §=0 V i # 2 T4.2
- X
M ¢2(x):—?(—Lx2+x3)
) L )
y
Efeito de §3=1, §=0 V i# 3 T4.3
| - (s s 2¢)
1 J 95(x) = A T eX
| | X
J L i
y
Efeito de §,=1, §=0 V i# 4 T4.4
M 1 2 3
1 04(X) = —F(3|_x ~2x°)
} X
) L )
y

Existindo deformacao axial também se devem considerar os modos de deformacgéo associados aos
deslocamentos independentes axiais. Contudo, estes modos n&o alteram a funcdo Y(X), a

distancia da corda a posicao deformada em cada ponto, que é o que se designa por deformada.

Grupo de Analise de Estruturas 13



Deformadas e forgas de fixagdo na barra bi-encastrada
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2EI
Vo | X 2EI( )
VA <1 ve ' My =5 (b=2a
6EI
S > v, :—3(b—a)
2 b oE1
L Vy =7(a—b)
y
[ (2L-3a), (2a-L),
J 2/ + A 0<x<a
(x)= +(2L—3aj 2+(2a—L> i<y
{a x I X I x° a<x<
6EI 6E]
T5.2 M,=- o M,=— I
12E] 12E1
< _ —
xMA\m }\MB X V,= IE 5T 3
1 0 3 2
Y VA VB‘ ?x2+Fx3 0<x<a
o N y(x)= 3 2,
— — <x<
a b y [1 sz +L3x a<x<L
L
y
Forcas de fixacdo para forca e momento unitarios
T5.3 T5.4
1
1 MA /" R “\MB
< LV
MAv/} J }\MB y v i | i X
A A VA VB |
| VA VB |
a - b : a . b y
i >
y Y 2 2
~-la+2La* -a’ MA=__L +4L2a—3a
M,=- 7 L
M, = I2 ’ r
2 2
[} -3La* +2a° a2 240 |y, = katba o, Ola-ba
Vy= JE Vg = JE L L

Grupo de Andlise de Estruturas
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Deformadas e forgas de fixagdo na barra encastrada-apoiada

T6.1
MAV/‘ d X Libertacdo em B:
‘ A [ (3L-3a o L
VA 1 VB ‘ | — ¢ 3 0<x<a
2L 2L
(x)=1
e o Y 3L-3a), (a-L) ,
a - b - {a—x+ Yaa + YA a<x<L
L : Libertacdo em A:
_ Y 3L L_3b x*+L-b a<x<L
Libertacéo em B: y(x) = 2L 2L
3El 3El El B - -
MA:?b VA:?b Vg = %b (?’Z—LLJX +(L2L3bjx3 0<x<a
Liberta%éltzc; em A 3] - Notar que a (b) é a distancia desde a extremidade inicial
M; = ? V, = —? Vg ? (final) & seccdo da descontinuidade.
T6.2 Libertagdo em B:
MA 3 1
lﬁ \/} dA X 2L2x +2L3x 0<x<a
v VA VB | Y=t 73 I
1- 2L2x +2L3x a<x<L
a b . Libertacdo em A:
y L 1—%x +%x3 as<x<L
y(x) =
Libertacdo em B: _i I | <y<
3EI 3EI 3EI oL X T X Osx=a
4 :_7 4= I B~ JE
Libertagcdo em A:
3El 3EI 3EI
MB:_? VA:_? Vg = JE
Forcas de fixacdo para forca e momento unitarios
T6.3 T6.4
1
1 MA I
MA J 9 y V/} — dA X
I
VA ve| VA VB |
a a b : a L b >4
- ﬂ y
Yo 2 2L° +6La—3a’
—2La+3La’ -a’ M, =—— _
M,=- Ve 212
2L3_3La2+a3 3La2_a3 _—6La+3a2 _6La—302
V,= 2 [ V= 23 4 20 Y

Grupo de Andlise de Estruturas
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Deformadas e forgas de fixagao na barra encastrada-encastrada deslizante

T7.1 Libertagcdo em B:
<
MAV/} ] \\MB sz 0<x<a
m=y 2t
VA 1 Y 1,
a-x+—x" a<x<L
» N 2L
a b Libertacdo em A:
L %—x+ix2 as<x<L
y y(x)=
EI EI L 1.
_ = __ = - ——+b+—x° 0<x<a
M=~ My=-~ V,=0 2 2L
T17.2 Libertagcdo em B:
MA ~ MB 0 0<x<a
A O y(x):{
1 1 a<x<L
! VA | . ~
! Libertagdo em A:
< > -1 0<x<a
a b . y<x>={
L 0 a<x<L
y
M,=0 M,=0 V,=0
Forcas de fixacdo para forca e momento unitarios
T7.3 T7.4
1
1 MA “\MB
MA /" v ‘T\MB fA R I
[ | ‘VA
VA
S b > a - b :
a y L -
y ) g
L-a
B —2La+a’ M, =
4 2L a
2 M. =—
a B —
M, :Z L
V,=0
V,=1

Grupo de Andlise de Estruturas
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