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Formulario de Lajes
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Rotacdes:

Relac&o curvatura-deslocamento:

_O'w
Ho =7 Ox?
_ O'w
Xy =~ ﬁyz
_ J'w
by =" ooy
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m, 1 v 0 ||z«
m,e=D¢lv 1 0 |1z,
m,, 0 0 1-v ||z,
Rigidez de flexao da laje: D, =

Momentos em faceta de orientagdo arbitraria: m,,

Forca de canto: R=[

Esforco transverso: vV, =
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Integrabilidade de curvaturas:
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Equacéo de equilibrio: a mzxx = Y o~ _q
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Derivadas direccionais a_o . +iny
n ox oy
of of
T
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Formulario
Elemento de barra (viga)
i i Esforgos e deformacgdes independentes
f ; Mi ei
M N e

61

VA

Relacbes deformacgdes-esforcos
u=FX+u

Viga simplesmente apoiada

Deslocamentos transversais y(x) e momentos flectores M (x)

T11 M(x)=0
X
Si‘ . 5j_5i
V\\VQ y(X) =5, + X
L
b L i
y
T1.2 M(x)= M, + ‘I - X
Mi M;j
7 N J X L[ aM, , M-M; ]
‘ y(x):aL(ZMﬁMj)x— X X XJ
J L i
y
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T1.3
P Caso particular: a=b=L/2
¥ X
Sk > M(XZL):&
a b 5 2 4
L y(x—E)— PL®
y 2’ 48El
(
J P—x 0<x<a
M(Xx) = a
_= <x<
LPLa 1 XJ as<x<lL
P 3
[ab(2b + a)x — bx®] 0<x<a
y0=1 o 6LEI
[m[—as(bjta) +a(2b? +4ab+3a?)x—3alb+a)x* +ax’] a<x<L
T1.4 Caso particular: momento a meio-vao
M 2
‘ X l{—L—x+x3} 0<x<t
nY 6LEI 4 2
- y YOS1 M T a1 L
- ” — - x-3Lx*+x}| —<x<L
a b y 6LEI| 4 4 2
L
y
M
J —TX 0<x<a
LM —-—X asx<L
L
l[(2b2 —2ba-a’ x+x%] 0<x<a
_ 6LEI
y) =1 u

SLE] [-3a%(a+b)+(5a% +2b% + 4ba)x—3(a+b)x* +x*] a<x<L
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Caso particular: p uniforme
T15
T T M)
Pi D,
Y, v V. v v X y(x):p_ EX—LX?’-Fix“

ElIl24 12 24

7 L, 5pL*

L y(x=2)=—7
y 2" 384El

s en Shon bl

1] 8L 7|_3j ( L Lj ., 1, 1|
y(x)‘Eﬂ(p‘ 360 " Pi3e0 )t T\Pigg T Pigg) TP X _(pi_pi)lzoLXJ

Utilizacdo das tabelas

Sendo valida a sobreposicdo € conveniente decompdr as accbes (ou 0S seus
efeitos) em parcelas mais simples. Seja, por exemplo, a ac¢ao representada na
tabela anterior, Tabela 1.5.

Esta carga trapezoidal pode ser representada pela recta p=mx+b com m :_p,- Ij P

e b=p,. E facil observar que a mesma recta pode ser obtida pela sobreposicéo de

duas rectas particulares (que tomem o valor unitario numa das extremidades e o
valor nulo na outra) devidamente escaladas:

! p:_pj_pix+pi=

m L
* P

X X
:(l_t)pi + Epj

Nas tabelas seguintes recorrer-se-a a esta decomposicdo ou a decomposicao
alternativa em que se separa o termo constante (0 b no caso anterior) do termo
linear (0 mx no caso anterior).

Viga simplesmente apoiada sujeita a variacdes de temperatura
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T1.6

Variacdes de Temperatura

Deve identificar-se claramente a:
e variacao no vao;

e variacao na (altura da) seccéo.
Os 3 casos de variagao no vao que constam das tabelas sé&o:
1. variacdo uniforme no vao o que significa que todas as secc¢des da viga tém
a mesma variacao de temperatura;
2. variacdo crescente no vao a qual varia linearmente desde um valor zero até
ao valor maximo na extremidade oposta;
3. variagdo decrescente no vao a qual varia linearmente desde um valor
maximo até ao valor zero na extremidade oposta.
Graficamente representam-se estes casos de variagao no vao na forma seguinte:

(constante) (crescente) (decrescente)

I | ——1 [—

A variacdo na secc¢do devera, quando necessario e para utilizacdo da tabela, ser
decomposta em:

1. variagdo uniforme em altura, a qual se denota por AT, e é dada pela
variacdo de temperatura no centro de rigidez da seccéao.

2. variacao linear na altura da seccdo, com valores de sinal contrario para a
variagcao de temperatura nas fibras inferiores e superiores, relativamente ao
centro de rigidez. Denota-se a diferenca entre as variacbes de temperatura
das fibras extremas por AT, , a qual se considera positiva quando a diferenca
das variacdes de temperatura entre as fibras extremas inferior e superior for
positiva.

Graficamente representam-se estes casos de variagdo na seccao na forma
seguinte:

(uniforme) (linear)

Exemplo (de variacdo na secc¢ao):
Considere-se uma seccao transversal de altura h cujo centro de rigidez se
encontra a distancia de h/3 da fibra superior. Se a variagdo de temperatura na

fibra inferior for de 5°C e a variacdo de temperatura na fibra superior de 20°C
(ambas positivas), entdo AT, =-15°C e AT, =15°C..
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Distribuicdo de temperatura linear na seccdo, AT, :

M(x)=0

Caso de variacdo constante no vao:
a AT,

y(x) ZTL[LX—XZ}

Caso de variacao crescente no vao:
a AT, [1 1 3}

y(x) =

2h |37 3L

Caso de variagao decrescente no vao:

aAT 2L, 1 3}
X) = —X-X"+—X
YO == [ 3 3L

em que a € o coeficiente de dilatacdo térmica do material e h é a altura da seccéo

Distribuicéo de temperatura uniforme na seccgéo, ATy :

N(x)=0

Caso de variagao constante no vao:
u(L) =a AT, L

Caso de variagao crescente no vao:

u(L) =a AT, %

Caso de variagcao decrescente no vao:

u(L) =a AT, %
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Viga simplesmente apoiada sujeita a cargas axiais

T1.7
Q Q 0<x<a
| - 5 N(X):{O a<x<lL
a ] b B _i X, d
> U(Xo) AJ.O S(X) X
L
y
T1.8 :
L 1
qi\ _ N(X):L(qi+qj)3_qix+(qi_qj)zxzj
al
. N
y
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T2 Deformacdes independentes em barras com cargas de vao - Termos correctores

Carga de véo o 0, €
Pab(L +b) Pab(L +a)
P 6LEI 6LEI 0
- . . Caso particular a=L/2 Caso particular a=L/2
L PL? PL?
’ 16EI 16EI
ﬁo X
a b 0 0 %
v L EA
M (3b* - L?) M (L* —3a%)
o e 6LEI 6LEI 0
2 . b Caso particular a=L/2 Caso particular a=L/2
y ML ML
24EI 24El
o, LT T T Ll gL . 7L Ll 7L3+IO 8L 0
l o El ' 360 ' 360 El ' 360 1360
y L
Caso particular p; = p; Caso particular p; = p;
pL° p,L°
24 El 24 El
| E—" 0 0 gl 20,
\ 6EA 6EA
! L .
y
Variacao de
temperatura uniforme aAT L aAT L aAT,L
2h 2h
no vao
Variagéo de @AT L @AT L ioeATU L
6h 3h 2
temperatura crescente
no vao
Variagéo de @AT L @AT L 1azATU L
3h 6h 2
temperatura
decrescente no véo
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T.3 Deformadas para deslocamentos impostos

Tipo de barra Imposicdo de rotacdo a | Imposicdo de deslocamento
esquerda

transversal

bi-encastrada

encastrada-rotulada

3EL@
E

encastrada-enc desliz.

rm
-z
0

e=d cos(a-hk»

Deformada da barra sujeita apenas a esfor¢o
normal

NOTA:

A deformada final da barra €é sempre obtida

considerando a sobreposicdo dos diversos efeitos

nomeadamente:

e a(s) rotacao(Bes) independentes;

e 0 deslocamento transversal relativo entre
extremidades;

e 0 deslocamento axial relativo entre extremidades;

e 0 efeito das solicitacdes de vao.
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Forcas de fixagéo devidas a cargas de vao

na barra bi-encastrada

V
My 4

\i:
ngh
Ng

B L
A B
A MB VA VB NA NB
P PL _PL P P Q Q
- 8 8 2 2 2 2
L/2 L/2
P Pab? Pba? Pb?(3a +b) Pa’(a+3b) Qb Qa
Q - 3 3 I -
a iAH->b Lz LF L L L L
M M M M M 0 0
L/2 '/\ L/2 4 4 2L 2L
y Mb(2a — b) Ma(2b-a) 6Mab _ 6Mab 0 0
o~ L* L* L L°
| Py pL’ _pL’ L L _at _at
12 12 2 2 2 2
—q_ P pL’ e 3pL 7pL _qt _gt
30 20 20 20 6 3
P q p_|-2 _p_LZ 7oL 3pL _at gt
20 30 20 20 3 6
| mD | 0 0 m -m 0 0
1 mL _mL m _m 0 0
12 12 2 2
S | _m mL _Mh m 0 0
12 12 2 2
AT a AT El _aATEl 0 0 a AT, EA ~a AT, EA
h h
| |
AT 0 _aATEl _aATEl a AT,El a AT,EA QAT EA
I h Lh Lh 2 2
AT a AT El 0 a AT EI _aAT.El a AT, EA _aAT,EA
— h Lh Lh 2 2
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Forcas de fixagéo devidas a cargas de vao
na barra encastrada-rotulada

V, V
A B
ok Mg=0

Ny z O].B Ng
Ile 95 VA VB NA NB
P 3PL PL? 11P 5P Q Q
0 ork el °F & X
—— 16 32El 16 16 2 2
P Pab(L + b) Pba? Pb (3L -b®) | Pa’*(3L-a) Qb _Qa
: jb 2L’ 4EIL 21 2L L L
M M _ﬂ 9_M _9_M 0 0
S 8 16El 8L 8L
N M(L*-30%) | Ma(2b-a) | 3Ma(L+b) | 3Ma(L+h) 0 0
- T 4EIL 2L’ 2L’
| Pl —a ] pL? pL’ opL 3pL _qL _qL
8 48EI 8 8 2 2
—q P 7pL? pL’ 27pL 33pL gt gt
120 80EI 120 120 6 3
P g 8pL’ pL’ 48pL 12pL _qt _gt
120 120El 120 120 3 6
| mD | 0 0 m -m 0 0
] mL mL’* sm _sm 0 0
8 48EI 8 8
m— _mL mL? 3m _3m 0 0
8 48E| 8 8
AT 3o AT, El a AT L 3a AT, El B 3o AT EI a AT, EA —a AT, EA
2h 4h 2Lh 2Lh
| |
AT a AT El a AT, L a AT EI _aATEI a AT, EA _a AT EA
/‘ 2h 4h 2Lh 2Lh 2 2
AT a AT EI 0 a AT EI _aAT.EI a AT, EA _a AT EA
— h Lh Lh 2 2
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Forcas de fixagcéo devidas a cargas de vao o % Vg =0
na barra encastrada-encastrada deslizante A/f M‘ a N
Ny A B
Ile B VA 58 NA NB
p 3PL PL p PL® Q _Q
Q = il
WV, 8 8 24El 2 2
p Pa(b + L) Pa? P Pa’(a+3b) Qb _Qa
: jb oL oL 12El L L
M M M 0 M 0 0
L/2 '/\ L/2 2 2 8El
M _Mb _Ma 0 _Mab 0 0
R L L 2El
| I pL* pL? pL pL* gL gL
3 6 24El 2 2
—g P 5pL? 3pL’ pL 7pL’ _ak _aL
24 24 2 240EI 6 3
P 3pL* pL? pL 3pL’ _ak _at
24 24 2 240El 3 6
| > ]| _Mm _mL 0 _ml’ 0 0
2 2 12El
]| Mt _mL 0 ~mL° 0 0
6 3 24El
Sm— | _ML _mL 0 oml 0 0
3 6 24El
AT a AT, El _aAT El 0 0 a AT, EA —a AT, EA
h h
| |
AT a AT El _aAT.El 0 a AT, 12 a AT, EA _a AT EA
I 2h 2h 12h 2 2
AT a AT El _aAT.El 0 _aAT a AT, EA _a AT EA
— 2h 2h 12h 2 2
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Elemento de barra - deslocamentos prescritos

Deslocamentos independentes a considerar em cada né
e rotacao;
e deslocamento transversal.
A deformada obtém-se por sobreposi¢cdo das 4 deformadas, correspondentes a cada um dos 4

deslocamentos considerados:

y(x) = Zéi(”i (X)

Efeito de §;=1, §=0 V i# 1 T4.1
S

. 7¥_4 > X
‘ ¢1(x):—%(L2x—2Lx2+x3)
J L i
y
Efeito de §,=1, §=0 V i# 2 T4.2
e 0,00 == (5L +x)
J L :
y

T4.3

2,(X) :—%(LS —3Lx +2x°)

T4.4

@, (X) = —%(SLXZ - 2x3)

Existindo deformacao axial também se devem considerar os modos de deformacao associados aos
deslocamentos independentes axiais. Contudo, estes modos ndo alteram a fungdo Y(X), a

distancia da corda a posi¢cédo deformada em cada ponto, que é o que se designa por deformada.

Grupo de Andlise de Estruturas 13



Deformadas e forgas de fixagao na barra bi-encastrada
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2El
151 M,=- (a-2b)
A 2
MA MB L
f S— \ > X 2EI
VA 1 vB | Mo =~z (b-2a)
6EI
s o > VAz?(b—a)
a y 6El
y : Vo= (a-b)
[ (2L-3a), (2a-L),
| 7 X X O<x<a
(X):< L L
’ |a—x+(2L_3a x2+(2a_|'jx3 a<x<L
| L? L -
6EI 6EI
e Ma=— T
12El 12El
< - _ —
. KMA\/}—///—ﬁ\MB o % A L3 - L3
A 3
v VA VB J_?XZJFFX 0<x<a
- - y(x) = 3
a b : [1—Fx2+—x a<x<L
L
y
Forcas de fixacdo para forca e momento unitarios
15.3 154
1
1 MA N “\MB
MAv/} v f\MB y v i : i X
A » VA VB |
VA VB ‘
e N EOSy b >
a b 2 >
3 > v L
y ’ ~®+4La-3a’
~L*a+2La’-a’ M, =- >
M,=- B L
;s -2La+3a’
-La“+a Mg=—"7—
MB:T L
—6La+6a 6La—6a’
L®-3La® +2a° 3La’-2a° |V,=——F— Vy=—7—
V, = E Ve=""15 L L
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Deformadas e forgas de fixagdo na barra encastrada-apoiada

T16.1
MA\/ I > X Libertagcdo em B:
3L-3a a-L
VA 1 VBT ( . )x2+( S)XS 0<x<a
(x) = 2L 2L
< > o a x+(3L_3a)x2+(a_ij3 a<x<L
a b 212 212 -
L : Libertacdo em A:
y [—3L_3b)x +(L_3bjx3+L—b a<x<L
Libertagdo em B: y(x) = 2L 2L
3ElI 3El 3El 3b-L L-b) ,
MA:?b VA:?b VB_ ?b (T]X +( 2|_3 jx OSXSa
Libertagdo em A: Notar que a (b) ¢ a distancia desde a extremidade inicial
3El 3El 3ElI final) 2 10 da d inuidad
M, :?a V, = —? Vg :? (final) a seccdo da descontinuidade.
16.2 Libertagcdo em B:
3 1
ﬁMA[}éiii > X ——x*+—=x* 0<x<a
1 A y(x) = 2L 2L
’ VA VB‘ Ll—ix%ix3 a<x<L
e N 217 21 S
a b N Libertagdo em A:
L 1—ix +i3x3 asx<L
y _J7 oL 2L
Libertacdo em B: y) 3 1 s
: _2 - <x<
3E| 3EI 3EI oL X o X Osx<a
T T Yom
Libertacdo em A:
3El 3El 3El
MB:_? Vy=- 13 Vg = E
Forcas de fixacdo para forca e momento unitarios
T16.3 T16.4
1
1 MA R
| V
" v P | VA | VBdA X
VA VB |
a A b : a b >
L > L
y y
2 2
_2L2a+3La2_a3 M :_—ZL +6La—3a
M,=- 12 A 212
21°-3La’+a° 3La?-a° |, _—Bla+3a’ y _Sta-3a’
T Ves o | T er T or
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Deformadas e forgas de fixagdo na barra encastrada-encastrada deslizante

I7.1 Libertagdo em B:
A S — \xMB>x Ly 0<x<a
_ 2L
VA 1 y(x)= 1
3 ) a—XJer2 a<x<L
a b _ Libertacdo em A
L %—x+2ix2 a<x<L
f y(x) = L
M _E M __H V. =0 “Lib+te o<xc<a
AL "L A 2 2L
I7.2 Libertagdo em B:
MA /" —\MB {o 0<x<a
L > X =
1] | YOO=11 acx<L
! VA ‘ _ N
\ Libertagdo em A:
< > -1 0<x<a
a d . y(x)={ )
L asx<L
y
M,=0 M;=0 V,=0
Forcas de fixacdo para forca e momento unitarios
17.3 174
1
1 MA “\MB
MA /" v f\MB y JZ - I
‘ | VA
VA
> > a B b :
a b . L >
L y
y
L-a
2La+a’ M, =
M, =—
2L a
a2 MB =
MBzz L
V,=0
V,=1
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