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Resumo

Nesta tese, estuda-se a utilizacdo de elementos finitos de equilibrio na
estimacdo de erro a posteriori e no refinamento h-adaptativo, em problemas
estaticos de elasticidade linear.

Implementa-se uma estratégia de refinamento h-adaptativo baseada na
analise dual de um modelo de elementos finitos de equilibrio e de um modelo de
elementos finitos compativeis. Esta analise permite obter um majorante do erro e
indicadores de erro elementares.

Prop6em-se varias alternativas para a obtencdo de estimadores e
indicadores de erro, com base apenas numa solucdo de elementos finitos de
equilibrio.

De entre estas alternativas, é desenvolvida uma, baseada na utilizacdo
explicita dos defeitos de compatibilidade, para a qual se implementa também uma
estratégia de refinamento h-adaptativo.

Os estimadores de erro e estratégias de refinamento implementados séo
utilizados na analise de alguns problemas de elasticidade plana. Os resultados
obtidos sdo comparados, de modo a tirar algumas conclusdes.






Abstract

This thesis studies the use of equilibrium finite elements in a posteriori error
estimation and h-adaptive refinement, for static linear elastic problems.

An h-adaptive refinement strategy, based upon the dual analysis of an
equilibrium finite element model and a compatible finite element model, is
implemented. This analysis gives an upper bound for the error and element error
indicators.

Several alternatives for obtaining error estimators and indicators, based only
upon an equilibrium finite element solution, are proposed.

One of these alternatives, based upon the explicit use of the compatibility
defaults, is developed and used in the implementation of an h-adaptive refinement
strategy.

The implemented error estimators and refinement strategies are used in the
analysis of some plane elasticity problems. The results obtained are compared, in
order to reach some conclusions.
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Notacao

C Matriz de compatibilidade associada ao lado j e ao elemento i;
Dimenséao espacial do problema,;

d Operador diferencial de compatibilidade;

d* Operador diferencial de equilibrio;

Matriz de equilibrio associada ao lado j e ao elemento i;
Componente do erro do campo de tensoes;

E Moédulo de elasticidade do material;

0.

W)

€. Vector do erro do campo de deslocamentos duma solugédo compativel,

e, Vector do erro do campo de tensdes duma solucédo equilibrada;

e, Vector do erro do campo de tensoes;

e, Vector da aproximacdo do erro do campo de deslocamentos no elemento i;
€, Vector das deformagGes generalizadas do elemento i devidas a g, ;

€y, Vector das deformagGes térmicas generalizadas do elemento i;
f Vector das for¢cas de massa;
Vector das forcas de massa generalizadas do elemento i;

F Vector das for¢cas nodais equivalentes do elemento e;
f Matriz de flexibilidade infinitesimal,

F Matriz de flexibilidade do elemento i;

9 Vector do fluxo de tensao no lado j;

g, Vector dos parametros de fluxo de tensdo no lado j;

G,  Vector do defeito na tensdo na fronteira estatica, duma solucdo compativel,

Gy,  Matriz de funcGes de aproximacao do fluxo de tenséo no lado j;

G1l, Matriz do defeito nas extensdes na fronteira cinematica, duma solugéo
equilibrada;

G2, Matriz do defeito nas curvaturas na fronteira cinematica, duma solugéo
equilibrada;

he Diametro do elemento i;

I Matriz identidade;

J.p Vector do salto na tensdo no lado j, duma solugédo compativel;

J1,, Matriz do salto nas extensdes no lado j, duma solucao equilibrada;
J2,, Matriz do salto nas curvaturas no lado j, duma solucao equilibrada;
k Matriz de rigidez infinitesimal;

o  Matriz de rigidez do elemento i;

M Numero total de elementos finitos da malha seguinte;
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M, Matriz de rotacao para o lado j e elemento i;

n, Componente do versor da normal a uma superficie;

N Numero total de graus de liberdade da malha;

Ny Matriz da normal ao lado j, exterior ao elemento i;

N Matriz da normal exterior a fronteira;

NE  Numero total de elementos finitos da malha;

p Grau das funcdes de aproximacg&o nos elementos;

q,  Taxade convergéncia num elemento;

r. Vector do residuo, na equacao de equilibrio, duma solu¢do compativel;

Vector dos deslocamentos relativos no lado j;
[ Vector dos deslocamentos relativos impostos no lado j;

Vector dos deslocamentos relativos generalizados impostos no lado |;

re Tensor do residuo, na equacdo de compatibilidade, duma solucéo
equilibrada;

RL, Nivel de refinamento do elemento i;

8y  Vector dos parametros de tensdes no elemento i;

8oy Vector das tensOes térmicas generalizadas no elemento i;

Sy  Matriz de funcGes de aproximacao de tensdes no elemento i;

t Vector da tenséo imposta na fronteira estatica,

f(j) Vector da tenséo aplicada no lado j;

?(D Vector da tenséo aplicada generalizada no lado j;

?(im) Vector da tensédo generalizada aplicada no lado j do elemento i;

?0,(j),(i) Vector da tensao generalizada aplicadas no lado j devida a g, ;;

u, Componente do vector dos deslocamentos;

G, Aproximagéo melhorada duma componente de deslocamento;

U Energia de deformacgéo;

u* Energia complementar de deformacéo;

u Vector dos deslocamentos da solugéo exacta;

u, Vector dos deslocamentos duma solugdo compativel;

u, Vector dos deslocamentos duma solugéo equilibrada;

ur Vector dos deslocamentos impostos na fronteira cinematica,

u,  Vector dos deslocamentos no elemento i;
G,  Vector dos parametros de deslocamento do elemento i;
u Vector duma aproximacédo melhorada dos deslocamentos;
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Vector dos valores nodais duma aproximacao melhorada duma componente

de deslocamento;

Matriz de funcdes de aproximacéo dos deslocamentos no elemento i;
Volume do elemento i;

Vector dos deslocamentos no lado j;

Vector dos parametros de deslocamento no lado j;

Vector dos deslocamentos impostos no lado j;

Vector dos deslocamentos generalizados impostos no lado j do elemento i;

Matriz de funcbes de aproximacdo dos deslocamentos no lado j;
Trabalho das forgas aplicadas;

Trabalho dos deslocamentos impostos;

Vector das coordenadas de pontos;
Componente de distorgéo;

Fronteira do dominio;

Fronteira estatica;

Fronteira cinematica;

Lado j;

Fronteira do elemento i;

Estimador do erro global;

Estimador do erro no elemento i;

Componente do tensor das deformacoes;

Erro global pretendido;

Vector das deformacgoes;

Vector das deformacdes térmicas generalizadas;
Tensor das deformacdes;

Erro relativo global,

Estimador do erro relativo global;

Erro relativo global pretendido;

indice de eficacia do estimador do erro;

taxa de convergéncia da norma energética devida a singularidades;
Coeficiente de Poisson do material;

Energia potencial complementar;

Energia potencial total,

Componente do tensor das tensdes;

Aproximagéo melhorada duma componente do tensor das tensoes;

Vector das tensoes;
Vector das tensGes duma solugéo equilibrada;
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0,5 Solucao particular no elemento i;
(o] Vector duma aproximacéo melhorada das tensdes;

G Vector dos valores nodais duma aproximacao melhorada duma componente

do tensor das tensoes;
c Tensor das tensoes;
b Tenséao no lado j;
) Funcao geradora de tensoes de Airy;
O} Funcao geradora de tensdes de Maxwell;
¢, @ Matriz de funcdes de interpolacdo de um campo escalar, na malha;
/] Matriz de fungdes de interpolacdo de um campo vectorial, na malha;
X Factor de redugao do diametro do elemento i;
W Funcao geradora de tensfes de Morera;
¥. Matriz de funcoes de interpolacao de um campo escalar, no elemento e;
Y. Matriz de fungdes de interpolagao de um campo vectorial, no elemento e;
Q Dominio;
Elemento finito i;

|.lc  Norma energética;
I ”E,(i) Norma energética no elemento i;
|.[, Norma associada aos invariantes do tensor;

||, Norma de Sobolev de ordem p;

||l Norma de Lebesgue de ordem p.
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