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Figura 13.26 - Tempo de CPU gasto na resolução do sistema de equações.

Na figura 13.26, observa-se que o programa de resolução utilizado para os

sistemas correspondentes a elementos finitos de equilíbrio é mais eficiente do que

o utilizado para os sistemas correspondentes a elementos finitos compatíveis.

Infelizmente, o primeiro programa não pode ser utilizado para resolver estes

últimos sistemas.

Como se pode observar nas tabelas 13.7 e 13.9, o erro obtido com a

penúltima malha é quase igual ao pretendido. Por isso, o número de elementos da

última malha é semelhante ao da penúltima. Consequentemente, o tempo gasto

com a última malha é semelhante ao gasto com a penúltima, como se pode

verificar nas tabelas 13.8 e 13.10. Numa aplicação prática, não se iria analisar uma

malha com um número de elementos tão próximo do da malha anterior. Para o

evitar, escolher-se-ia uma de duas alternativas: aceitar um erro um pouco superior

ao pretendido ou, então, gerar a malha apontando para um erro um pouco menor

do que o realmente pretendido. Este último erro poderia ser obtido admitindo que o

quociente entre o erro pretendido e o efectivamente obtido seria igual ao

correspondente à malha anterior. No entanto, nesta tese, leva-se sempre o

refinamento até atingir a tolerância indicada e sem apontar para um valor mais

baixo.
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Para a penúltima malha, o tempo despendido nunca é inferior à soma dos

tempos despendidos com as malhas anteriores, como se pode verificar nas tabelas

13.8 e 13.10.

Independentemente da eficiência dos programas, o tempo de resolução do

sistema algébrico aumenta mais rapidamente do que o tempo de formação, o qual

é proporcional ao número de graus de liberdade. Portanto, a partir de um dado

número de graus de liberdade, dependente da eficiência dos programas, o tempo

de resolução do sistema algébrico torna-se o factor determinante. Como se pode

observar na figura 13.26, o tempo de resolução depende mais do número de

equações e, portanto, do número de graus de liberdade, do que do grau dos

elementos. Por estas razões, a comparação entre o desempenho de várias

alternativas de refinamento é geralmente feita a partir do número de graus de

liberdade.

Comparando os resultados das tabelas 13.8 e 13.10, observa-se que, para

os elementos de grau três, apesar de a formação do sistema algébrico ser mais

demorada, o tempo total é inferior. Neste exemplo, a utilização de elementos de

grau três permite obter a mesma precisão com um número de graus de liberdade

mais baixo, o que constitui o factor determinante.

13.7. Comparação entre alternativas de refinamento

13.7.1. Introdução

Para o problema descrito em 13.4, analisou-se a utilização da estratégia de

refinamento de malhas duais de elementos finitos, aplicada a malhas de elementos

de grau três. Para o problema descrito em 13.5, analisou-se a utilização da

estratégia de refinamento de malhas de elementos finitos de equilíbrio, aplicada a

malhas de elementos de grau dois.

Qualquer um destes problemas foi aproveitado para ser também analisado

utilizando elementos de outros graus e outra estratégia de refinamento. Os

resultados dessa análises são aqui resumidos, de forma a comparar as diversas

alternativas de refinamento. Em 13.7.2, comparam-se os resultados obtidos

utilizando diferentes graus dos elementos finitos. Em 13.7.3, comparam-se os

resultados obtidos utilizando a estratégia de refinamento de malhas duais e

utilizando a estratégia de refinamento de malhas de elementos finitos de equilíbrio.
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13.7.2. Comparação entre o refinamento h-adaptativo de malhas de diferentes

graus

Na figura 13.27, apresenta-se um gráfico da variação do majorante do erro

relativo com o número de graus de liberdade, para o problema descrito em 13.4.

Foram utilizadas malhas duais de elementos finitos e a correspondente estratégia

de refinamento, descrita em 12.3. A malha inicial foi sempre a utilizada em 13.4,

qualquer que fosse o grau dos elementos. A redução do valor do majorante do erro

pretendida aumentava com o grau.

Para facilitar a comparação com as figuras de 13.7.3, associa-se o

majorante do erro relativo ao número de graus de liberdade da malha de elementos

de equilíbrio. Para o valor do número total de graus de liberdade duma malha de

elementos finitos de equilíbrio, toma-se o número total de parâmetros de

deslocamento dessa malha, pois, conforme referido em 3.3.2.3, é possível obter

um sistema algébrico global condensado nos pesos das funções de aproximação

de deslocamento.
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Figura 13.27 - Variação do majorante do erro relativo com o número total de graus

de liberdade, para o problema de 13.4.

Na figura 13.28, apresenta-se um gráfico da variação do majorante do erro

relativo com o número de graus de liberdade, para o problema descrito em 13.5,

utilizando agora malhas duais de elementos finitos e a correspondente estratégia
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de refinamento, descrita em 12.3. A malha inicial foi sempre a utilizada em 13.5,

qualquer que fosse o grau dos elementos. A redução pretendida para o valor do

majorante do erro aumentava com o grau.
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Figura 13.28 - Variação do majorante do erro relativo com o número total de graus

de liberdade, para o problema de 13.5.

Quer na figura 13.27, quer na 13.28, observa-se que, na malha inicial, a taxa

de convergência para o refinamento p diminui com o aumento do grau. Esta

degradação da taxa de convergência do refinamento p é tanto mais pronunciada

quanto mais fortes forem as singularidades e mais dominante for o seu efeito.

Quando o refinamento p da malha inicial atinge o grau quatro, a taxa de

convergência já é semelhante à taxa de convergência do refinamento h-adaptativo

de malhas de elementos desse grau. Este tipo de comportamento leva a que, para

uma dada precisão pretendida, não exista vantagem em utilizar elementos de grau

superior a um dado valor, como se viu em 6.2.3. Nos problemas analisados, para

precisões que não sejam muito superiores às obtidas nas malhas finais de

elementos de grau quatro, não existe vantagem em utilizar elementos de grau

superior a quatro. Claro que, se se pretender um erro muito inferior, a maior taxa

de convergência assimptótica, para o refinamento h-adaptativo, de malhas de

elementos de grau mais elevado compensa o ponto de partida mais desfavorável.
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13.7.3. Comparação entre estratégias de refinamento

Na figura 13.29, apresenta-se, para o problema descrito em 13.4, um gráfico

da variação, com o número de graus de liberdade, do erro relativo de malhas de

elementos finitos de equilíbrio, obtidas a partir do indicador de erro dual, e de

malhas obtidas a partir do indicador de erro para elementos finitos de equilíbrio.

Para as malhas obtidas a partir do primeiro indicador, a malha inicial foi a utilizada

em 13.4; a redução pretendida para o majorante do erro aumentava com o grau

dos elementos. Para as malhas obtidas a partir do segundo indicador, a malha

inicial foi obtida dividindo em quatro todos os elementos da malha inicial utilizada

em 13.4. Deste modo, nenhum elemento contém mais do que uma singularidade e

nenhum vértice está adjacente a mais do que um vértice singular. A redução de

erro pretendida aumentava com o grau dos elementos.

Na figura 13.30, apresenta-se, para o problema descrito em 13.5, um gráfico

semelhante. A malha inicial foi sempre a utilizada nessa secção.

Observando as figuras 13.29 e13.30, verifica-se que as duas estratégias de

refinamento parecem fornecer resultados semelhantes.
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p=3 (dual)
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p=3

Figura 13.29 - Variação do erro relativo com o número total de graus de liberdade,

para o problema de 13.4.
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Figura 13.30 - Variação do erro relativo com o número total de graus de liberdade,

para o problema de 13.5.
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14. Conclusões e desenvolvimentos futuros

14.1. Conclusões

Esta tese constitui uma contribuição para o estudo do refinamento h-

adaptativo de malhas duais e para o estudo da estimação de erro a posteriori e do

refinamento h-adaptativo de malhas de elementos finitos de equilíbrio, em

problemas estáticos de elasticidade linear. Qualquer destes domínios tem recebido,

até agora, pouca atenção dos investigadores, o mesmo se passando com a

estimação de erro e o refinamento adaptativo da maior parte dos elementos finitos

não convencionais.

A análise dual de um modelo de elementos finitos de equilíbrio e de um

modelo de elementos finitos compatíveis permite obter um majorante do erro e

indicadores de erro elementares.

Com base nestes indicadores, implementou-se uma estratégia para o

refinamento h-adaptativo de malhas duais de elementos triangulares de grau um a

quatro. Esta estratégia permitiu atingir, nos problemas dominados por

singularidades estudados nesta tese, a mesma taxa de convergência que se

obteria em problemas sem singularidades.

Utilizando a análise dual, obtém-se um majorante do erro global, um campo

de deslocamentos compatível e um campo de tensões equilibrado. Além disso, os

indicadores de erro e o majorante são simples de calcular. Embora o custo total

seja elevado, este método é simples de implementar, particularmente se não se

utilizarem superelementos de equilíbrio. Parece ser adequado quando se utilizam

elementos de grau elevado e se pretende partir de uma malha inicial grosseira. Por

isso, a sua aplicação a problemas tridimensionais parece útil.

Nesta tese, propuseram-se várias alternativas para a obtenção de

estimadores e indicadores de erro, com base apenas numa solução de elementos

finitos de equilíbrio.
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Uma destas alternativas é baseada na utilização explícita dos defeitos de

compatibilidade da solução de elementos finitos. Em problemas bidimensionais, o

cálculo destes defeitos e das suas normas é relativamente simples. A

determinação dos coeficientes que são multiplicados por estas normas, para obter

o indicador de erro elementar, foi realizada experimentalmente, para malhas de

elementos triangulares de grau um a três, refinadas adaptativamente, aproveitando

os resultados das malhas duais. Os exemplos testados parecem indicar que se

obtêm bons indicadores de erro elementares e um bom estimador do erro global,

para malhas refinadas adaptativamente.

Com base nestes últimos indicadores, implementou-se uma estratégia para

o refinamento h-adaptativo de malhas de elementos finitos de equilíbrio

triangulares de grau um a três. Esta estratégia permitiu atingir, nos problemas

dominados por singularidades estudados nesta tese, a mesma taxa de

convergência que se obteria em problemas sem singularidades. Esta estratégia

obriga a gerar uma malha inicial mais fina do que a estratégia anterior, o que pode

constituir um inconveniente quando se pretende utilizar elementos de grau elevado.

Planeava-se que o trabalho de preparação desta tese acompanhasse o de

uma outra [PITERI, 1997], no âmbito da geração de malhas refinadas

bidimensionais e tridimensionais. Infelizmente, a implementação do refinamento de

malhas tridimensionais não ficou concluída em tempo útil. Por isso, não foi possível

implementar a estratégia de refinamento adaptativo em problemas tridimensionais.

14.2. Desenvolvimentos futuros

A grande variedade de formulações de elementos finitos não convencionais

e de modelos de comportamento existentes fornece diversas possibilidades de

investigação nos domínios da estimação de erro e do refinamento adaptativo,

abrindo um novo campo de desenvolvimento, no âmbito da mecânica

computacional, que importa explorar.

Num âmbito mais imediato, a utilização de elementos finitos de equilíbrio em

refinamento h-adaptativo para problemas estáticos de elasticidade linear, o

desenvolvimento do trabalho aqui apresentado pode ser feito ao nível da

formulação, ao nível da eficiência do cálculo automático e ao nível simplicidade de

utilização.

Ao nível da formulação, os desenvolvimentos mais interessantes seriam: a

aplicação dos métodos desenvolvidos a problemas tridimensionais; uma dedução

rigorosa dos indicadores de erro para malhas de elementos de equilíbrio; a

adaptação destes indicadores a malhas de superelementos de equilíbrio; o estudo
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dos indicadores de erro obtidos por construção de uma solução compatível a partir

de uma solução de elementos finitos de equilíbrio.

Quanto à aplicação a problemas tridimensionais, o método mais adequado

parece ser o baseado no refinamento de malhas duais de elementos finitos

tetraédricos. Uma vez que esteja implementado um algoritmo para gerar a malha

refinada, a aplicação deste método poderá ser feita de forma relativamente rápida.

Embora os indicadores de erro para malhas de elementos finitos de

equilíbrio pareçam satisfatórios, do ponto de vista dos resultados práticos, não

estão fundamentados do ponto de vista formal. Seria conveniente dispor de uma

fundamentação rigorosa destes indicadores.

A utilização de malhas de superelementos permite eliminar os modos

espúrios. Por esta razão, a aceitação prática de programas auto-adaptativos de

elementos finitos de equilíbrio será mais fácil se estes utilizarem superelementos.

Sendo assim, é necessário dispor de indicadores de erro para malhas de

superelementos de equilíbrio refinadas adaptativamente.

Para malhas de superelementos, a obtenção de indicadores de erro por

construção de uma solução compatível a partir da solução de elementos finitos de

equilíbrio poderá ser uma alternativa menos dispendiosa do que a análise dual.

Contudo, existe a possibilidade de o majorante do erro ser excessivamente

elevado.

Ao nível da eficiência do cálculo automático, poderiam ser estudadas rotinas

alternativas para a formação e resolução do sistema algébrico, de modo a escolher

a combinação mais eficiente. A implementação efectuada permite uma grande

generalidade na definição da geometria dos elementos e na escolha das funções

de aproximação. Muita desta generalidade poderia ser sacrificada em favor de uma

maior eficiência computacional.

Ao nível da simplicidade de utilização, seriam necessários alguns

desenvolvimentos para se dispor de um programa auto-adaptativo de elementos

finitos de equilíbrio em que a única intervenção do utilizador consistisse em

descrever o problema e indicar o erro pretendido. Esta quase total automatização

da análise seria o ideal para uma utilização corrente deste tipo de elementos.
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Anexo - Refinamento adaptativo de elementos
finitos de outros tipos

A utilização e a investigação nos domínios da estimação de erro e do

refinamento adaptativo têm sido orientadas quase exclusivamente para os

elementos finitos compatíveis. Existe também algum trabalho publicado sobre

refinamento adaptativo de elementos finitos híbridos de Trefftz. Recentemente,

surgiram alguns artigos sobre indicadores de refinamento e refinamento adaptativo

para determinadas formulações de elementos finitos mistos [BAUMANN e

SCHWEIZERHOF, 1994] [BRAESS et al, 1995] [BRINK et al, 1995].

Em seguida, faz-se um breve resumo da formulação de elementos finitos

híbridos de Trefftz e do seu refinamento adaptativo.

Neste tipo de elementos finitos, discretiza-se o campo de deslocamentos

nos elementos, utilizando funções de Trefftz, de modo a satisfazer, a priori, as

equações de equilíbrio no interior dos elementos. Nos lados dos elementos, ou se

discretizam os deslocamentos, obtendo os elementos híbridos de Trefftz de

deslocamento (HT-D) [JIROUSEK e LEON, 1977], ou se discretiza a tensão,

obtendo os elementos híbridos de Trefftz de tensão (HT-T) [JIROUSEK, 1978].

Nos elementos HT-D, os deslocamentos nos lados são discretizados de

modo a satisfazerem, a priori, as condições de fronteira cinemáticas e a

continuidade entre lados. A compatibilidade entre o campo de deslocamentos no

interior dos elementos e os deslocamentos dos lados é imposta, de forma

aproximada, elemento a elemento, através de resíduos pesados ou da minimização

da energia potencial complementar do elemento. Deste modo, as variáveis do

sistema algébrico global são apenas os deslocamentos dos nós dos lados. Este

sistema é obtido impondo, de forma aproximada, o equilíbrio de tensão nos lados,

através de resíduos pesados ou da minimização da energia potencial total

[JIROUSEK, 1987].
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Nos elementos HT-T, a tensão nos lados é discretizada de modo a

satisfazer, a priori, as condições de fronteira estáticas e o equilíbrio de tensão nas

ligações entre os lados. O equilíbrio entre o campo de tensões no interior dos

elementos e a tensão nos lados é imposto, de forma aproximada, elemento a

elemento, através de resíduos pesados ou da minimização da energia potencial do

elemento. Deste modo, as variáveis do sistema algébrico global são apenas os

pesos das funções de interpolação da tensão nos lados. Este sistema é obtido

impondo, de forma aproximada, a compatibilidade nos lados, através de resíduos

pesados ou da minimização da energia potencial complementar [JIROUSEK e

ZIELINSKI, 1993].

Em nenhum dos tipos de elementos se impõe localmente o equilíbrio ou a

compatibilidade entre dois elementos adjacentes. Consequentemente, as soluções

obtidas não são, regra geral, compatíveis nem equilibradas.

O número de funções de Trefftz em cada elemento é escolhido de modo a

que não existam modos espúrios a nível do elemento [JIROUSEK e LEON, 1977]

[JIROUSEK, 1978].

JIROUSEK e TEODORESCU [1982] utilizaram, na discretização do campo

de deslocamentos no interior dos elementos, além das funções de Trefftz

polinomiais, funções que representam soluções na vizinhança de diversos tipos de

singularidades. Isto permite tornar a malha independente das condições de

fronteira e do carregamento.

Tendo em conta o referido no parágrafo anterior, a forma de refinamento

mais adequada para este tipo de elementos é o refinamento p uniforme, sendo o

grau de refinamento necessário para atingir uma dada precisão praticamente

independente do carregamento [JIROUSEK, 1987].

Neste tipo de elementos, o erro é sempre máximo nos vértices e as funções

de aproximação singulares fornecem valores infinitos para as componentes do

tensor das tensões nos pontos singulares [JIROUSEK e VENKATESH, 1989].

Consequentemente, o controle do erro pode ser efectuado através do valor médio

da densidade de energia de deformação do erro nos vértices não singulares

[JIROUSEK e VENKATESH, 1990]. O erro num vértice é estimado comparando os

valores das componentes do tensor das tensões nesse vértice com uma

aproximação melhorada destes valores, construída com base na solução de

elementos finitos [JIROUSEK e VENKATESH, 1989]. Numa situação em que

existam múltiplos carregamentos, o nível de refinamento p uniforme necessário

para obter, para todos eles, uma precisão não inferior à pretendida é calculado a

partir daquele que tiver um erro mais elevado [JIROUSEK e VENKATESH, 1990].
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