8. Indicadores de erro para elementos finitos
compativeis

8.1. Introducéao

Os indicadores de erro fornecem uma indicagdo da contribuicdo de cada
elemento para o erro global. Além de servirem para construir estimadores do erro,
como foi referido em 7.4, podem também ser utilizados como indicadores de
refinamento.

Algoritmos adaptativos que nao tenham em consideragdo a norma
energética do erro podem levar a convergéncia para uma solucdo errada
[BABUSKA et al, 1994a] [NIU e SHEPHARD, 1994]. Por isso, neste trabalho, os
algoritmos adaptativos visam obter, com um custo minimo, um erro relativo na
norma energética inferior a uma tolerancia pré-definida. Por este motivo, como se
vera no capitulo 12, os algoritmos adaptativos utilizados neste trabalho séo
baseados na utilizacdo de indicadores da norma energética do erro como
indicadores de refinamento.

Assim, neste capitulo, faz-se uma retrospectiva dos métodos de obter
indicadores de erro num elemento, com base numa solucdo de elementos finitos
compativeis. Os principios em que se baseiam muitos destes indicadores podem
servir de inspiracdo para a obtencéo de indicadores de erro para elementos finitos
de equilibrio.

Os indicadores de erro, g, fornecem também alguma informacdo sobre o
erro local. KELLY et al [1983] sugeriram que se tomasse, para indicador do erro
relativo médio do campo de tens6es num elemento,

&y (8.1)
uee.
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Os indicadores de erro podem ser obtidos através de processos globais, ou
de processos locais. Os processos globais envolvem a resolugdo de um sistema de
equacdes da ordem de grandeza do utilizado para obter a solugcdo de elementos
finitos. Os processos locais envolvem apenas alguns elementos.

A precisdo dum indicador de erro s6 serd elevada se o erro causado pela
poluicdo da solucdo no elemento pelo erro da solugdo no resto da malha for
desprezavel. O erro causado pela poluicdo é desprezavel se a malha for 6ptima em
relacdo a norma energética do erro [BABUSKA et al, 1994a]. Por isso, a qualidade

dos estimadores de erro obtidos a partir de indicadores de erro é melhor nas
malhas éptimas [KELLY et al, 1983].

8.2. Resolucao de um problema de Dirichlet local

Os deslocamentos nodais s&do superconvergentes, isto €, a sua
convergéncia é mais rapida do que a dos deslocamentos dos outros pontos
[KELLY et al, 1983]. Consequentemente, os deslocamentos nodais tém um erro
inferior aos dos outros pontos. Portanto, a contribuicdo do erro dos deslocamentos
nodais para o erro global pode ser desprezada, permitindo a obtencéo de
indicadores de erro através de célculos locais.

Seja T, o conjunto dos elementos finitos que t¢ém o nd | como vértice e 0T, a
fronteira de T, E possivel obter uma melhor aproximagdo do campo de
deslocamentos em T, resolvendo o problema auxiliar:

d*kdi-d*ke,+f=0emT
Nkdta-Nkeg, =t emoT

2

_ (8.2)
nlr,ed=u,emadT

\T,

o o

através de um refinamento dos Q, O T, [BABUSKA e RHEINBOLT, 1978b]. O

o

indicador de erro associadoa T €

g2 = [(d(u,-0)) k(d(u, -))dQ. (8.3)

Este método é equivalente a uma resolucao local da equacéo do erro. O quadrado
do estimador do erro global é obtido pela soma dos quadrados de todos os
indicadores calculados. Pode ser obtido um indicador de erro para o elemento Q a
partir das contribuicbes de Q para os indicadores associados aos varios T,. O
estimador do erro global, obtido por este método, € sempre um minorante do erro.
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Utilizando elementos finitos hierarquicos, surge naturalmente um indicador
semelhante ao de (8.3) para cada possivel grau de liberdade adicional [PEANO et
al, 1979], conforme a ideia de MELOSH e MARCAL [1977]. Neste caso, 0 método é
imediatamente interpretavel como um calculo directo do erro [PEANO e RICCIONI,
1978], utilizando, como carregamento, os defeitos de equilibrio descritos em 4.4.2
[ZIENKIEWICZ et al, 1983]. Efectuando os calculos deste modo, obtém-se

= (Z JcpNﬂrdmZJcpNﬂJdHZJcpN+1Gdr], (8.4)

N+HINF|LR T Qg ) K T

para cada possivel grau de liberdade adicional N+1, onde se considera apenas a
componente dos defeitos de equilibrio segundo o possivel grau de liberdade N+1.
O somatorio em i é extensivo a todos os elementos afectados por esse grau de
liberdade, o somatdrio em j € extensivo a todos os I, [J I afectados por esse grau
de liberdade e o somatorio em k € extensivo a todos os I' ,, 0 I', afectados por esse
grau de liberdade. O quadrado do estimador do erro global é obtido pela soma dos
quadrados de todos os indicadores correspondentes a fun¢des até um grau acima
do maximo utilizado na malha.

Um indicador de erro elementar pode ser obtido a partir das contribuicbes do
elemento para os indicadores associados aos graus de liberdade. Neste caso, a
contribuicdo de cada lado entre elementos é arbitrariamente dividida em partes
iguais por cada um deles [ZIENKIEWICZ et al, 1983], o que introduz uma
aproximacdao adicional no célculo dos indicadores elementares, mas néo influencia
o estimador global.

Dado que o estimador do erro, obtido a partir destes indicadores, é sempre
um minorante do erro e que as funcgdes de interpolacdo consideradas em (8.4)
podem até ser ortogonais aos defeitos de equilibrio, ZIENKIEWICZ et al [1983]
sugeriram a férmula alternativa

2 —
8N+1 -

K

1 5> [jcpﬁﬂd:z][jﬂdg] +

N+IN+1 | T Q Q)

el )

Mo Mo

(8.5)

para o célculo do indicador de erro de cada possivel grau de liberdade adicional.
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8.3. Utilizacao implicita dos defeitos de equilibrio

E possivel obter uma aproximagdo do erro num elemento Q, calculando

0)
uma solugcdo aproximada para a equacdo do erro [SPECHT, 1984] [BANK e
WEISER, 1985] [BANK, 1986]:

d*kdé&g,+r,=0emQ,, (8.6)
Nkdé&, =G, emoQ, n T, (8.7)
|
Nookd €y = EJC*“) emcadal, 00Q,talquel, 0T, (8.8)

utilizando um refinamento de Qg no qual as funcdes de aproximagao usadas para

€, Sdo tais que

&, =0 nos nos de 0Q, e em I . (8.9)

0)

O coeficiente 1/2 € uma aproximagdo arbitraria. A parcela de J g,
correspondente a cada elemento pode ser calculada de formas mais adequadas,
como a descrita em [ZHONG e BECKERS, 1990a] ou como as que fornecem
defeitos de equilibrio que equilibram cada elemento, que serdo descritas em 8.5.

Para elementos de grau par, nos quais, como sera referido em 8.4, o
residuo no interior € dominante, BAEHMANN et al [1992] estimaram 0 erro em
cada elemento calculando uma solugao aproximada para (8.6) utilizando funcdes
de aproximacao tais que

€, =0 em0Q,. (8.10)

Em [BABUSKA et al, 1995] pode encontrar-se um estudo sobre a qualidade

de indicadores de erro deste tipo.
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8.4. Utilizacao explicita dos defeitos de equilibrio

Utilizando diversas hipéteses simplificativas, € possivel obter explicitamente
um indicador da norma do erro a partir dos defeitos de equilibrio, sem ter de
montar e resolver o respectivo sistema algébrico elementar [BABUSKA e
RHEINBOLT, 1978a] [BABUSKA e RHEINBOLT,1979] [GAGO, 1982] [KELLY et al,
1983] [BABUSKA e MILLER, 1987] [JOHNSON e HANSBO, 1992]. A forma geral
para qualquer dimenséo D seria

eh =ch’ [rlr.da+chy [I0,9.,dr +4cth [ele,ar, (8.11)

Qg Ty )

em que o0 somatorio em j & extensivo aos ', [ I' do elemento Q; e o0 somatorio em

()
. : 1
k € extensivo aos I' ,, 1 I', do elemento Q,. Em 1D, ¢, = ——,coma=E, ec,=0,
12ap

0 que simplifica extraordinariamente a estimacdo do erro. Para quadrilateros de

E ~
com a=—— em estados planos de tensdo e

lado h, c,=c, = ,
Y72 24ap? 1-v

a=__E
1+v)1-2v)

Em [GAGO, 1982] [KELLY et al, 1983] e [VERFURTH, 1994] podem ser
encontradas algumas alternativas para a definicao das fungdes integrandas.

No caso dos elementos com fungbes de interpolacdo de grau impar, 0s
defeitos de equilibrio nos lados sdo dominantes; no caso dos elementos de grau
par, os defeitos no interior sdo dominantes [NOOR e BABUSKA, 1987].

Em [BABUSKA e YU, 1987] e [YU, 1992] podem encontrar-se outros
indicadores de erro para quadrilateros, assimptoticamente exactos, calculados
explicitamente com base nos defeitos de equilibrio.

Efectuando um desenvolvimento em série de Taylor do campo de
deslocamentos de grau p num rectangulo ou num triangulo rectangulo e admitindo
gue o erro e as parcelas dos defeitos de equilibrio correspondentes a esse
elemento sé dependem dos termos de grau p+1l, € possivel obter relacdes
explicitas aproximadas entre o erro e alguns dos defeitos [ZHONG e BECKERS,
1990a] [BECKERS e ZHONG, 1992]. As expressOes para estes indicadores de erro
variam consideravelmente com o tipo e o grau dos elementos. Conforme foi
referido anteriormente, estes autores calcularam a parcela de J correspondente a
cada elemento de uma forma mais adequada do que a simples divisao por 2.

em estados planos de deformagéo.
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8.5. Célculo local duma solucdo equilibrada para a equacdo do
erro

Os saltos na tensdo em cada lado 'y, O T, J_,
dois elementos adjacentes, de modo a que os defeitos de equilibrio associados a
cada elemento constituam um carregamento autoequilibrado. Isto permite obter
uma solucdo equilibrada para a equacao do erro, através de célculos efectuados
elemento a elemento. Esta solugcdo permite obter um majorante da energia do erro
[KELLY, 1984].

A tensdo correspondente a cada um dos elementos adjacentes a I', € dada
por [KELLY e ISLES, 1989a]:

podem ser divididos pelos

1
thm = 5 Jeo T A

) (8.12)
Lt = > Jeiy ~Beg)-

Os valores de AJ, ;, podem ser obtidos efectuando uma minimizacao, pelo
método dos gradientes conjugados, para obter um dos zeros de

2

2
Z J.rch + Z J.t(j)y(i)dr + J.(x —-X,)xr.dQ + Z J.(x = Xo) X tydl | |, (8.13)

! Q) Ty Q) )

em que X, € um ponto qualquer e os somatérios em j séo extensivos aos lados do
elemento Q. Esta expressdo sera igual a zero quando, para todos os elementos,
existir equilibrio de forgcas e de momentos dos defeitos de equilibrio atribuidos a
cada um.

A solugéo para o erro em cada elemento pode ser obtida através de um
superelemento de equilibrio, de um refinamento h do elemento [KELLY e ISLES,
1989b] ou utilizando um elemento de grau superior [KELLY e ISLES, 1989a]. No
primeiro caso é possivel garantir que o valor obtido para a energia do erro €
sempre um majorante. No segundo, ndo € possivel garantir a obtencdo de um
majorante. No terceiro, € necessario que as tensoes t;; sejam tais que ndo haja
descontinuidades de tensdo nos vértices e que o grau do elemento seja
suficientemente elevado para obter uma solugdo equilibrada do problema
aproximado.

E possivel obter tensdes t;s obedecendo a (8.13) recorrendo apenas a
célculos locais [BANK e WEISER, 1985]. O método proposto em [AINSWORTH e
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ODEN, 1992] e [AINSWORTH et al, 1994] ndo assegura o equilibrio de momentos
[LADEVEZE e MAUNDER, 1996]. Os métodos para obter uma solucéo equilibrada
a partir da solugcdo de elementos finitos compativeis, que serdo descritos ou
referidos em 8.9, podem ser adaptados para obter t;, obedecendo a (8.13).

Em [BABUSKA et al, 1995] pode encontrar-se um estudo sobre a qualidade
de indicadores de erro deste tipo.

OHTSUBO e KITAMURA [1990] utilizaram um método que fornece, através
de calculos efectuados elemento a elemento, tensdes t;, para as quais (8.13) é
nulo, mas para as quais, em geral, se verifica apenas

tho * ie Hdeg)- (8.14)

Segundo este método, calculam-se tensdes iniciais:

1 — I(J')y(e) J

(o) — e’
loe oo
| (8.15)
L 10!
tho = Y Jeqys

((e) ~ MM

em que |, , € a distancia entre o centréide do elemento Q, e o centréide do lado
-
As tensdes finais sé@o obtidas, elemento a elemento, atraves de

ton = tho T Btye- (8.16)
As correcgoes Aty , sao tais que:
[rda+y [t ,dr=oe
Q) TG
(8.17)

Jx=xp)xrdQ+ 3 [(x=xp)xt;,,dr =0,

Qg I Ty
onde X, € um ponto qualquer e os somatérios em j sdo extensivos aos lados do

elemento Q. Para aproximar (8.13) o melhor possivel, as correccGes devem ser as
menores possiveis [OHTSUBO e KITAMURA, 1992].
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O erro é entdo calculado, em cada elemento, utilizando um elemento de
grau p+1.

8.6. Construcdo de uma aproximacao melhorada do campo de
tensoes

8.6.1. Introducéao

A partir da solucdo de elementos finitos, € possivel obter uma aproximagao
melhorada do campo de tensbées, &, recorrendo a técnicas como as que vao ser
descritas em seguida. Nesta situacdo, utiliza-se, como indicador do erro
[ZIENKIEWICZ e ZHU, 1987],

e, = | (o, -0)f (0, -5)da. (8.18)

8.6.2. Projeccéo ponderada

A partir de funcdes de interpolacdo do tipo das usadas para 0s
deslocamentos, em 3.2.1, e de valores nodais das componentes do tensor das
tensdes, é possivel obter um campo de tensdes continuo

(8.19)

Qv

6ij = ¢ ij *

As funcdes de interpolagcéo sdo geralmente as mesmas que sao utilizadas
para os deslocamentos, ¢ = ¢.

Esta interpolacdo deve ser aplicada separadamente a cada regidao material
[NAMBIAR e LAWRENCE, 1992], pois o campo de tens6es ndo é continuo nos
pontos onde ha descontinuidades materiais.

A interpolacdo pode também ser utilizada para impor, a priori, as condi¢des
de fronteira estaticas ao campo de tensfes continuo, o que permite obter melhores
resultados [AINSWORTH et al, 1989].

Dado que a solucéo de elementos finitos minimiza a energia de deformacéo
do erro, o campo de tensdes continuo pode ser escolhido de modo a minimizar

UG -a,). (8.20)
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Entdo, os valores nodais de cada uma das componentes do tensor das tensdes
sao obtidos resolvendo o sistema de equacdes lineares [AINSWORTH et al, 1989]

UqﬁTf(ﬁdQ)c:r =@ g, dQ. (8.21)
Q Q

O nuamero de equacdes do sistema é igual ao numero de nés da malha vezes o
namero de componentes de 0.

Note-se que 0 mais coerente com a interpretacdo do método dos elementos
finitos como uma minimizacao da energia do erro seria resolver

(j(DdJ)TqﬁdQJ& =[(D®) 0, dO. (8.22)

Q Q

Contudo, este sistema tem mais incognitas do que equacdes.

8.6.3. Distribuicdo de tensdes consistente

Projectando cada uma das o;, no espaco das correspondentes G; definido

ij,c
em (8.19), é possivel obter uma distribuicdo de tensBes consistente [ODEN e
BRAUCHLI, 1971]. Os valores nodais de cada uma das componentes do tensor
das tensdes, sao obtidos resolvendo o sistema de equacoes lineares

[ | ¢T¢dQJ6u =[¢'0,.dQ. (8.23)

Note-se que a matriz na equacao (8.23) é proporcional & matriz de massas
consistente, desde que a densidade seja constante.

O numero de equagfes do sistema € igual ao numero de nés da malha. A
matriz € a mesma para cada componente do tensor das tensdes, variando apenas
o termo independente.

HINTON e CAMPBELL [1974] mostraram que este método fornece a
solucédo de minimos quadrados para

5. -0, =0. (8.24)

A matriz do sistema (8.23) € de diagonal dominante. Este facto permite obter
uma solucdo aproximada para o sistema resolvendo o sistema diagonal que se
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obtém adicionando todos os elementos de cada linha da matriz. Esta matriz é
proporcional a matriz de massas concentradas, de um dominio com densidade
constante.

8.6.4. Médias ponderadas nodais

Para cada um dos elementos adjacentes a um dado né, é possivel calcular
um valor diferente para uma componente do tensor das tensdes g,  nesse no. O

valor nodal de &.

j» @ utilizar em (8.19), pode ser obtido através de

0 = Zw(k)ou,c,(k) ' (8.25)

em que o somatorio em k é extensivo a todos os elementos adjacentes a esse no.
A média aritmética corresponde a fazer

1
W, = ——. (8.26)
0)
1
2
A média ponderada pelos volumes dos elementos corresponde a
wo=_Yo_ (8.27)

Para elementos simplexes (triangulos, em 2D, e tetraedros, em 3D) de grau 1, esta
média fornece resultados iguais aos do método das massa concentradas referido
anteriormente.

ZHONG e BECKERS [1990b] utilizaram os pesos

Wp = , (8.28)

em que o, € o angulo de abertura do elemento Q, no nd e L, & a distancia entre

®)
0 n6 e o centro isoparamétrico do elemento. Para os nés da fronteira, utilizaram um
método de extrapolagéo.

Outra alternativa seria
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— ]/V(D
Wy =0 (8.29)
Z V(k)

Em 1D, esta média fornece os mesmos resultados que (8.28).

8.6.5. Alisamento local e média nodal

HINTON e CAMPBELL [1974] utilizaram um alisamento local, elemento a
elemento, para calcular os valores das componentes do tensor das tensées nos

nés de cada elemento. Em seguida, os valores nodais de G;, a utilizar em (8.19),
sdo calculados através da média aritmética dos valores obtidos nos elementos
adjacentes a cada né. Estes autores consideraram dois tipos de alisamento: uma
aplicacdo, elemento a elemento, do método descrito em 8.2.5.2 e uma

interpolag&o/extrapolacéo a partir dos pontos 6ptimos de amostragem das tensdes.

8.6.6. Superconvergent Patch Recovery

ZIENKIEWICZ e ZHU [1992a] [1992Db] utilizaram um processo em que se
define, para cada vértice interior, um patch contendo os elementos adjacentes a
esse vértice. Desta forma, utilizando, em cada patch e para cada componente do
tensor das tensdes, um polindmio completo de grau igual ao das funcdes de
interpolagéo,

G =Pp (8.30)

€ possivel obter uma aproximacdo de minimos quadrados aos valores dessa
componente nos pontos Optimos de amostragem das tensées nesse patch. Para
cada vértice interior, o valor nodal de cada componente, a utilizar em (8.19), é dado
pela aproximacdo no respectivo patch. Para cada um dos restantes nés, o valor
nodal de cada componente é a média aritmética dos valores obtidos a partir de
cada um dos patches que contém esse no.

Caso se pretenda utilizar um polindbmio ndo completo em (8.30), deve-se
escolher um referencial local que evite a ocorréncia de singularidades no sistema
do qual se obtém a solucdo de minimos quadrados [RAMSAY e SBRESNY, 1994].
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Na forma até agora descrita, esta técnica é equivalente a uma média
ponderada dos valores das componentes do tensor das tensdes nos pontos
Optimos de amostragem. Outros métodos tém também sido utilizados para o
célculo desta média ponderada. MASHAIE et al [1993] calcularam os valores

nodais de §; através da média aritmética dos valores no ponto Optimo de

amostragem, de cada um dos elementos adjacentes ao né, mais préximo desse no.
O método descrito por LISZKA e ORKISZ [1980] tem também sido utilizado para
este fim.

WIBERG e ABDULWAHAB [1993] utilizaram polinébmios de grau p+1 para o
campo de tensdes em cada patch:

G=Pp. (8.31)

Este campo, além de aproximar as tensdes nos pontos Optimos, deve também
satisfazer aproximadamente as equacdes de equilibrio no interior dos elementos.
Os valores de p séo obtidos minimizando

Z (6(X(k)) -0, (X(k)) )T(é(x(k)) -0, (X(k)) ) +3 J.(D *O+ f)T(D *0+ f)dQ , (8.32)

Qpalch
em que o somatério é extensivo a todos os pontos Optimos de amostragem do
patch e 3 é um coeficiente de penalizacdo, geralmente unitario. Para os vértices na
fronteira, utilizam-se também patches, embora nestes o grau dos polinbmios possa
ter de ser reduzido para p.

BLACKER e BELYTSCHKO [1994] utilizaram, em (8.31), polindmios de grau
p para o campo de tensbes em cada patch. Este campo, além de aproximar as
tensbes nos pontos Optimos, deve também satisfazer aproximadamente as
equacdes de equilibrio no interior dos elementos e o equilibrio na fronteira estética.
Os valores de p sao obtidos minimizando, em cada patch,

Z (6(X(k)) - Gc(x(k)) )T(é(x(k)) -0, (X(k)) ) +

(8.33)
- T - T T(s
+ [D*6+H'(Dro+Nda+ [(t-t) (t-t )do.
Qpalch rt n rpalch
As tensdes no elemento Q. sao obtidas, nao de (8.19), mas de
6= Z WP Py (8.34)
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em que o somatdrio e extensivo aos vertices dos elementos e vy, é a fungdo de
interpolagéo associada ao vértice .

LI e WIBERG [1994] definiram, para cada elemento Q,, um patch contendo
Q. € os elementos com vértices comuns a Q.. Utilizando, em cada patch
elementar e para cada componente do tensor das tensdes, um polinébmio de grau
p+2, é possivel obter uma aproximacdo de minimos quadrados aos valores dessa
componente nos pontos Optimos de amostragem das tensdes nesse patch. As

tensdes no elemento Q ,, sdo obtidas, sem utilizar (8.19), directamente de

6 =0, (8.35)

podendo ndo ser continuas de elemento para elemento.

8.7. Construcdo de uma aproximacao melhorada do campo de
deslocamentos

Utilizando funcdes de interpolacdo de grau p+1 em cada elemento finito, é
possivel obter um campo de deslocamentos mais regular

(8.36)

o

Gi:é

Como indicador do erro, utiliza-se [ZHONG e BECKERS, 1990b] [BECKERS
e ZHONG, 1992]

€y = J(ec -&)k(e, —£)dQ. (8.37)

Qee)
Os nés da malha inicial sdo os pontos 6ptimos de amostragem dos
deslocamentos da solugcéao de elementos finitos. Portanto, nesses pontos,

G=u_. (8.38)

c
1
c

Estes autores utilizaram dois métodos para construir G, um método directo e
um método indirecto.

No método directo, em cada elemento Q,, U coincide com u, nos nds do

(&)’
elemento e € uma aproximacdo de minimos quadrados de u_ nos nds vizinhos de

Q-
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No método indirecto, constrdi-se um campo continuo de derivadas de ordem
p, utilizando os mesmos métodos que se utilizam para obter campos de tensdes
continuos. A partir deste campo de derivadas, constréi-se um campo de
deslocamentos que obedece a (8.38).

DURAN et al [1991] utilizaram métodos semelhantes para obter € em
triangulos lineares.

WIBERG et al [1994] utilizaram polindmios de grau p+1 ou p+2 para o
campo de deslocamentos em patches associados a cada vértice:

u=Pua. (8.39)
Os valores de U s&o entdo obtidos minimizando
_ 71, - 1 _
S (6-0,) E( ~0,)+B [ (D*G+f) E(D*cr+f)dQ+
o (8.40)
+3 (@-u,) E@-u,) +w, ¥ (T-t ) L(E-t,)+w S (d-u-) E(a-u,)
c [ t r E r u r r/»

em que 0s somatdrios sao extensivos aos pontos Optimos de amostragem da
grandeza correspondente no patch, 3 € um coeficiente de penalizacdo, geralmente

unitario e w, e w, sdo pesos, geralmente iguais a 10. Os valores nodais 0, s&o

obtidos conforme descrito em 8.6.6.
WIBERG e LI [1994] definiram, para cada elemento Q,, um patch contendo
Q. € os elementos com vértices comuns a Q.. Utilizando, em cada patch

elementar e para cada deslocamento, um polinémio de grau p+2,

(8.41)

c(
I
o
o

€ possivel obter uma aproximagdo de minimos quadrados aos valores desse
deslocamento nos pontos Optimos de amostragem dos deslocamentos nesse
patch. Os deslocamentos no elemento Q. sao obtidos, sem utilizar (8.38),
directamente de

c
1
=

(8.42)

podendo ndo ser continuos de elemento para elemento.
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8.8. Erro de interpolacéao

Seja u, a funcdo que interpola a solugdo exacta u, isto €, o campo de
deslocamentos do modelo de elementos finitos que coincide com u em todos 0s
nés. Como consequéncia de (4.11), o erro da solucdo de elementos finitos €
inferior ao erro de interpolacéo:

”e”E s ”u - u|||E- (8-43)

Portanto, as estimativas do erro de interpolacdo podem ser utilizadas como
estimativas do erro da solugéo de elementos finitos [SEWELL, 1976].

Se u for suficientemente regular, para um elemento finito de grau p [DIAZ et
al, 1983],

”u B ul”E,(i) < Ch8)|u|p+l(i)’ (8.44)
em que h € o diametro do elemento Q, e C € uma constante que depende apenas

da forma do elemento. Em 2D e para p = 1 [DEMKOWICZ et al, 1985],

1/2
u Y (0%, ou ¥ (0%,
Ul = J. (ZG+2)\)[(GXZXJ +(6y2yJ +2G W; + 6x2y dQ | , (8.45)
Q)

E o= Ev
2(1+v) (1+v)(1-2v)’
Assim, tendo calculado C e obtendo-se uma aproximacgao das derivadas de

ordem p+1, pode-se utilizar como indicador de erro

— p |
€y = Ch(i)|“

onde G =

(8.46)

p+L(3) "

Regra geral, a teoria dos erros de interpolagdo € utilizada para obter
indicadores de refinamento, como referido em 10.7, e ndo indicadores de erro.

8.9. Analise dual com célculo local da solucao equilibrada

A partir de uma solucdo de elementos finitos compativeis é possivel obter
uma solucéo equilibrada, efectuando apenas calculos locais.

LADEVEZE e LEGUILLON [1983] utilizaram este método para calcular
aquilo que designaram por norma energética do erro na relacdo constitutiva:
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||0e-0c||E' (847)

A norma deste erro € um majorante da norma energética do erro, como se
vera em 9.2:

llelle < € = [|o-0le, (8.48)
e pode ser calculada a partir das contribuicbes elementares

€i = oo |E,(i)' (8.49)

Uma interpretacdo para o célculo local da solucdo equilibrada € a que se
exemplifica em seguida.

Considere-se um né interior de uma malha de elementos finitos de quatro
nés. Na figura 8.1, indicam-se as componentes, numa das direc¢des do referencial,
da forca de massa e da tenséo na fronteira de cada um dos elementos adjacentes
ao no, correspondentes a solucdo de elementos finitos.

- I
\ f(d)-r(d) f(c)-r(c) j
1(d).@) 1(d),(3) 1(c).(3) 10.2)
/ /

@@ a0 o)L ®a
f(a)-r(a) f(b)-r(b) ]
/ \

Figura 8.1 - Componentes, numa das direc¢des do referencial, das forgas de
massa e tensdes nos lados correspondentes a solugédo de elementos finitos.
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Na solugdo equilibrada, as forgcas de massa sdo as devidas ao
carregamento. A tensdo em cada lado € obtida adicionando uma correc¢éo, por
cada no contido nesse lado, a média das tensdes, nesse lado, correspondentes a
cada um dos elementos adjacentes, obtidas da solu¢ao de elementos finitos.

As correcgOes, na direccdo considerada, correspondentes a um no séo da
forma indicada, para o n6 central, na figura 8.2. Para cada elemento, o trabalho da
correccdo € nulo para todos os campos de deslocamento do elemento (figura 8.3)
excepto para o correspondente ao no central.

- -

-a(3)/3 a(3)/3

f(d) f(c)

20(3)/3 -2a(3)/3
(t(d).(3)-t(c).(3))/2 (t(c),(3)-1(d).(3))/2

(t(d),(4)-1(2),(4))12 (t(©),(2-t(b),(2))/2

/ S

—2a(4)/3 -20(2)/3
a(4)/3 a(2)/3
-a(4)/3 -a(2)/3

2a(4)/3 2a(2)/3

-_ -_
(t(2),(4)-t(d).(4))/2 (t(a).(1)-t(b),(1))/2 (t(b),(1)-t(a).(1))/2 (t(b).(2)-t(c).(2))/2
20(1)/3  -2a(2)/3
f(a) f(b)
-a(1)/3 (?(1)/3

Figura 8.2 - Média das tensdes e correc¢des correspondentes ao né central.
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Quaisquer que sejam as correcgfes correspondentes aos outros nos e os valores
dos parametros a, as tensbes em cada lado, correspondentes a cada um dos
elementos adjacentes, serédo equilibradas em todos os pontos.

Os valores dos parametros a do né sao calculados de modo a que, para
cada elemento e para o correspondente campo de deslocamentos (figura 8.3) o
trabalho das tensdes nos lados e das forcas de massa da solucdo de elementos
finitos (figura 8.1) e da solugéo corrigida (figura 8.2) sejam iguais. Note-se que,
dada a sua forma, as correc¢gbes correspondentes aos outros nés ndo afectam
estas condi¢gfes. Uma vez repetido este processo para todos 0s outros nos e para
a outra direccdo, as forcas nodais equivalentes, em cada elemento, serdo iguais
para a solugédo de elementos finitos e para a solucéo corrigida. A tenséo nos lados
e a forca de massa correspondentes a qualquer campo de deslocamentos de um
elemento finito equilibram esse elemento. Portanto, a tensdo nos lados obtida por
este método e a forca de massa aplicada pelo carregamento equilibrardo cada um
dos elementos.

Figura 8.3 - Funcdes de interpolacao dos elementos.

Aplicando a forca de massa e a tensdo nos lados obtidas para cada
elemento a um superelemento de equilibrio [LADEVEZE et al, 1986], obtém-se
uma solucao equilibrada, recorrendo apenas a calculos locais.

O trabalho das tensbes nos lados e forcas de massa da solucdo de
elementos finitos (figura 8.1) € igual ao do carregamento, para cada uma das
deformadas da malha de elementos finitos e, portanto, para a representada na
figura 8.4. Consequentemente, existe uma dependéncia, em cada direc¢ao, nas
condigbes para a determinagdo dos a em cada né interior. As indeterminacdes
podem ser levantadas, em cada nd, de diversas maneiras [LADEVEZE e
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LEGUILLON, 1983] [LADEVEZE et al, 1991]. Uma possibilidade consiste na
minimizacéo da soma dos quadrados dos a do no.

Figura 8.4 - Funcéo de interpolagcéo da malha.

Os métodos para obter saltos de tensdo nos lados que equilibram cada
elemento, descritos ou referidos em 8.5, podem também ser adaptados para obter
solucdes equilibradas a partir da solugdo de elementos finitos compativeis.

Em [MAUNDER e HILL, 1990] e [LADEVEZE e MAUNDER, 1996] pode
encontrar-se uma interpretacdo, em termos de for¢cas nodais, para o calculo local
da solucao equilibrada.
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9. Indicadores de erro para malhas de elementos
finitos de equilibrio

9.1. Introducéao

A principal contribuicdo original da presente tese encontra-se neste capitulo.
Na seccgéo 9.2, descreve-se a obtencgéo de indicadores de erro a partir da analise
dual global, um dos métodos utilizados neste trabalho. Parte desta seccdo
corresponde a trabalho publicado pelo autor em [PEREIRA e ALMEIDA, 1995b].
Em seguida, sugerem-se varios métodos para obter indicadores de erro para
elementos finitos de equilibrio e descreve-se o método adoptado, baseado na
utilizacéo explicita dos defeitos de compatibilidade.

9.2. Indicadores de erro obtidos da analise dual global
Considerem-se um campo de deslocamentos compativel u,, com um erro e,
e um campo de tensdes equilibrado o,, com um erro e,.
Num caso genérico [DEBONGNIE, 1983],
U(Ge_oc) = TI;D(uc) + Tl%:(o-e) (91)
e [PRAGER e SYNGE, 1947]
U(e,) + U(e,) = U(a,-a,). (9.2)

Portanto, para qualquer um dos campos,

llelle < lloe-olle. (9-3)
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|lo.-o.]|: pode ser interpretado como um erro na relagdo constitutiva
[LADEVEZE e LEGUILLON, 1983].

Considere-se agora que u_ € uma solucdo obtida a partir de um modelo de
elementos finitos compativeis e que o, € uma solucéo obtida a partir de um modelo
de elementos finitos de equilibrio. Se a malha de elementos finitos compativeis e a
malha de elementos finitos de equilibrio tiverem a mesma geometria, 0 estimador
do erro

€= ||0e-0c||E (94)

pode ser calculado a partir dos indicadores de erro elementares [ODEN et al, 1989]
[PEREIRA e ALMEIDA, 1995b]

€i = oo |E,(i)' (9.5)

Este estimador é valido quer para a solugdo compativel, quer para a solucéao
equilibrada. Contudo, para uma das solucdes, o indice de eficicia 6 ndo pode ser
inferior a +/2, enquanto, para a outra, 1<6<+2. Se uma das solugdes for
significativamente melhor do que a outra, este estimador sera um majorante
proximo do erro da pior solugdo e um majorante afastado do erro da melhor. Se o
erro das duas solugdes for igual, 8 = V2 para ambas.

Note-se que as férmulas (9.1), (9.2) e (9.3), bem como as (7.8), (7.9) e
(7.10), sao validas para quaisquer tipos de accbes e para quaisquer solucdes
equilibradas e compativeis, como é exemplificado de seguida, de forma extrema.

Considere-se a placa representada na figura 9.1, sujeita a pressao, aos
deslocamentos impostos e a variagcdo de temperatura ai indicadas.
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y A
2
Estado plano de tenséao
V AV V V AV
N
E=100,v=0.25
-0.01x
1 U (x0)=|
0.005
v €, =|0.005
X 0
1

Figura 9.1 - Placa sujeita simultaneamente a varios tipos de acgoes.

Como solugcéo compativel, considera-se

-0.01x
u, = : 9.6
¢ [ 0 } (9.6)
para a qual se tem:
-0.01 -173333
e.=| 0 |, 0,=[-0.93333]|, (9.7)
0 0

U(u,) = 0.015333, W(u,) = 0 e T,(u,.) = 0.015333.
Como solucao equilibrada, considera-se

o.=|-2|, (9.8)

para a qual se tem:

113



e, =|-0.015], (9.9

U(o,) = 0.02, U*(o,) = 0.01, W*(a,) = 0 e 1.(0,) = 0.01.
Verifica-se que

U(o,.-0,) = 0.025333 = 11,(u,) + T.(T,). (9.10)
Entéo, para qualquer uma das solugdes,
lle]|z < 0.225093 = ||0,-0||¢. (9.112)
Além disso,
-0.01 < - 1.(u) = 1,(u) < 0.015333. (9.12)

Como era de esperar, sendo as solugdes arbitradas tao grosseiras, o valor
obtido para o majorante do erro é muito elevado.

9.3. Construcdo de um campo de deslocamentos compativel
9.3.1. Introducéao

A partir de funcgdes de interpolacéo do tipo das usadas nos elementos finitos
de deslocamento e de valores nodais dos deslocamentos, € possivel obter um
campo de deslocamentos,

Uc. = éai' (9.13)

compativel, isto é, continuo e satisfazendo as condic¢des de fronteira cineméticas.
Os métodos de obter os valores nodais dos deslocamentos, a partir duma

solucéo de elementos finitos de equilibrio, irdo ser descritos em 9.3.2 e 9.3.3.
Como indicador do erro, utiliza-se

e5 = [(0.-0,) (0, ~0,.)dQ. (9.14)

Q)
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Como se viu em 9.2, o estimador do erro obtido a partir destes indicadores é
um majorante do erro.

Em geral, os deslocamentos nos lados, obtidos da solucdo de elementos
finitos de equilibrio, ndo sé@o continuos. Este método de obter o indicador de erro
tem a vantagem de permitir apresentar ao utilizador uma deformada continua e que
respeita as condi¢des de fronteira cinematicas.

9.3.2. Célculo da solucdo compativel a partir dos deslocamentos elementares

Em 4.5.2, descreveram-se métodos para obter um campo de deslocamentos
incompativel correspondente a solucdo equilibrada, u,. Os valores nodais dos
deslocamentos, a utilizar em (9.13), podem ser obtidos a partir de u,, utilizando,
com as necessarias adaptacfes, um dos métodos para obter um campo de
tensBes continuo descritos em 8.6.3 e 8.6.4. De entre estes métodos, o descrito em
8.6.3 obriga a formar e resolver um sistema de equac¢des da ordem de grandeza do
sistema correspondente a solucdo de elementos finitos. Portanto, ndo parece trazer
vantagens em relagcéo a analise dual global, descrita em 9.2.

Para elementos com func¢des de aproximacao de tensdes de grau p, devem
usar-se fungdes de interpolacdo ¢ de grau p+1.

Conforme indicado em 4.5.2, se existirem modos espurios, para que u, €,
portanto, o estimador de erro, sejam independentes da amplitude destes, u, tem de
ser obtido através de calculos globais. Se néo existirem modos espurios, u, pode
de ser obtido através de calculos locais. Portanto, este método é mais adequado
para malhas de superelementos.

Como exemplo ilustrativo, considere-se a placa triangular representada na
figura 9.2.
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<
[EEN

Estado plano de tenséao

E=20,v=0.3

[EEN
AR RN

X

1

Figura 9.2 - Placa triangular.

Note-se que ndo existe nenhum campo de tensdes continuo que satisfaca
as condi¢Oes de fronteira estaticas no vértice mais a direita.

A placa foi discretizada em dois elementos finitos de equilibrio triangulares
com fungbes de aproximacao constantes, conforme indicado na figura 9.3.

Figura 9.3 - Discretizac&o da placa triangular.

Com esta discretizacao, obtém-se o campo de tensdes equilibrado:
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O.p=|~2| € O,n=|"1 (9.15)

e os deslocamentos nos lados:

B _[o0.01125 _ _| 0.0575
Ve =0 Ve = g4 |1 Vew =0 Vew 7| g o575

7018625
Ve —| _ )
0.2775

(9.16)

que se representam na figura 9.4(a). A solucao obtida para estes deslocamentos €
Gnica, pois nesta malha ndo existem modos espurios. Para esta solucao,
U(o,) = 1.(o,) = 0.13875.

Utilizando (4.43) e (4.45), (4.43) e (4.46), ou (4.43) e (4.50), com funcdes de
aproximacdo de deslocamentos lineares, obtém-se o campo de deslocamentos
incompativel:

3 [—0.04625 —-0.07x+0.185 y}
e ~

0.0175-0.445x-0.07y
(9.17)
_|—0.38625+0.115x +0.515y
ue,(z) - ’

0.06-0.515x-0.08y
gue se representa na figura 9.4(b).
Fazendo a média aritmética dos deslocamentos nodais e impondo as
condicbes de fronteira cineméticas, obtém-se o campo de deslocamentos
compativel

0.15625
X } (9.18)

Ug = U =
e T e [—0.51625X

gue se representa na figura 9.4(c).
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(a) (b)

(c)

Figura 9.4 - Deformadas da placa triangular: (a) v,, (b) u,, () u..

Para este campo de deslocamentos, tem-se €2 = 0.5273, 0 que € um
majorante muito elevado. Tomando, simplesmente, u, = 0, obtém-se
U(e,) <0.13875.

Dado que os deslocamentos impostos sdo nulos, é facil obter melhor
fazendo

(9.19)

0.15625x
Uc (0) = uc,(2)(6) =

-0.51625X

e minimizando
(U (9)). (9.20)

O valor minimo € obtido para 6 = 0.19957, para o qual U(c,-0,) = 0.112993.
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Durante a elaboragcédo desta tese, o autor colaborou na orientagdo de uma
dissertacdo de Mestrado [MAY, 1996], na qual este método de construcdo de um
campo de deslocamentos compativel foi utilizado para obter um majorante do erro
para malhas uniformes de superelementos de equilibrio de grau um. Os valores
nodais dos deslocamentos, a utilizar em (9.13), foram obtidos através da média
aritmética dos valores nodais.

9.3.3. Célculo da solucdo compativel a partir dos deslocamentos dos lados

Para algumas funcbes de interpolacdo de deslocamento ¢, tais como as
funcBes de interpolacéo classicas de grau 1 e 2 em tridngulos e de grau 1, 2 e 3
em tetraedros, todos 0s nos estdo localizados nos lados dos elementos. Utilizando
funcdes deste tipo em (9.13), os valores nodais dos deslocamentos podem ser
obtidos exclusivamente a partir de um campo de deslocamentos dos lados
compativel, v.. Este campo pode ser obtido apenas com base nos deslocamentos
dos lados correspondentes a solugédo de elementos finitos, v,. Nos nés onde v, é
descontinuo, basta fazer a média dos valores obtidos a partir de cada um dos lados
adjacentes ao no e impor as eventuais condi¢des de fronteira cinematicas.

Esta alternativa tem a vantagem de n&o necessitar do calculo de u,.
Contudo, se existirem modos espdrios, v, e, portanto, o estimador de erro
dependerdo da amplitude destes. Além disso, como se referiu em 4.5.2, a solucdo
obtida para o campo de tensbes pode ser exacta sem que os deslocamentos v, 0
sejam. Portanto, o estimador de erro que se obtém pode ndo ser nulo quando a
solucéo de elementos finitos € exacta.

9.4. Resolucao de um problema de Neumann local

Seja T, o conjunto dos elementos finitos que tém o nd | como vértice. E

possivel obter uma melhor aproximagédo do campo de tensées em T, resolvendo,
através de um refinamento dos Q, 0 T, o problema auxiliar:
d*6+f=0emT,,
(9.21)

V=veemdT, nT,eN;i05+NgiwOew =ty nos T, OaT, \T.

o

O indicador de erro associadoa T,, €

Nesta ultima equagéo, Q, O T 0 0

0n€QuUT
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£ = J(oe -06)'f(0, -6)dQ. (9.22)

O estimador do erro global é obtido a partir de todos os indicadores
calculados, tal como para indicadores elementares. Pode ser obtido um indicador
de erro para o elemento Q, a partir das contribuicdes de Q, para todos os
indicadores associados aos T, [J Q.

Este método de obter o indicador de erro tem a vantagem de nao necessitar
do célculo do campo de deslocamentos incompativel correspondente a solucdo
equilibrada, u,. Tem a desvantagem de fornecer sempre um minorante do erro.

9.5. Construcdo de um campo de tensdes continuo

O campo de tensdes correspondente a solucdo de elementos finitos, apesar
de equilibrado, apresenta, em geral, descontinuidades.

A partir de funcgdes de interpolacéo do tipo das usadas nos elementos finitos
de deslocamento e de valores nodais das componentes do tensor das tensdes, é
possivel obter um campo de tensfes continuo

5, = (9.23)

Qv

ij -

Para elementos com func¢des de aproximacao de tensdes de grau p, devem
usar-se fungdes de interpolacdo ¢ de grau p ou p+1.

Este processo deve ser aplicado separadamente a cada regido material,
pois o campo de tensdes ndo é continuo nos pontos onde ha descontinuidades
materiais.

Embora seja possivel impor as condi¢des de fronteira estéticas ao campo de
tensdes continuo, ndo devera haver grande vantagem em fazé-lo, pois o, ja
obedece as essas condicdes.

Como indicador do erro, utiliza-se

£ = J(oe -6)f(0, -6)dQ. (9.24)

Q)

Os valores nodais das componentes do tensor das tensbes podem ser
obtidos, a partir da solugcdo de elementos finitos, utilizando um dos métodos
utilizados para obter campos de tensdes continuos, a partir de solucdes de
elementos finitos compativeis, descritos em 8.6.2, 8.6.3, 8.6.4 e 8.6.6. De entre
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estes métodos, os descritos em 8.6.2 e 8.6.3 obrigam a formar e resolver um
sistema de equacgfes da ordem de grandeza do sistema correspondente a solugéo
de elementos finitos. Portanto, ndo parecem trazer vantagens em relagdo a analise
dual global, descrita em 9.2.

Este método de obter o indicador de erro tem a vantagem de nao necessitar
do célculo de u,. Pode fornecer um majorante ou um minorante do erro.

9.6. Construcdo de um campo de deformagdes continuo

O campo de deformagfes correspondente a solucdo de elementos finitos
apresenta, em geral, descontinuidades. Além disso, para elementos de grau
superior a um, em geral, ndo obedece as equacdes de compatibilidade de St
Venant.

A partir de fungdes de interpolacéo do tipo das usadas nos elementos finitos
de deslocamento e de valores nodais das componentes do tensor das
deformacdes, € possivel obter um campo de deformac¢des continuo

£, = 6E, (9.25)

Para elementos com func¢des de aproximacao de tensdes de grau p, devem
usar-se fungdes de interpolacdo ¢ de grau p ou p+1.

Este processo deve ser aplicado separadamente a cada regido material,
pois o campo de deformagcbes ndo € continuo nos pontos onde ha
descontinuidades materiais.

A interpolacdo pode também ser utilizada para impor, a priori, as condi¢des
de fronteira cinematicas: a anulacdo de G1 e G2 em I, para o campo de
deformacdes continuo.

Note-se que, se o campo de deformagBes continuo for de grau superior a
um, ndo obedecerd, em geral, as equacdes de compatibilidade de St Venant.

Como indicador do erro, utiliza-se

£ = J(ee -&)k(e, —£)dQ. (9.26)

Quanto a obtencdo dos valores nodais das componentes do tensor das
deformacdes e as caracteristicas deste método, podem fazer-se consideracdes
analogas as de 9.5.
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9.7. Utilizac&o explicita dos defeitos de compatibilidade

Neste trabalho, o indicador de erro utilizado para os elementos finitos de
equilibrio € um indicador baseado na utilizagdo explicita dos defeitos de
compatibilidade, descritos em 4.5.2.

Os defeitos de compatibilidade considerados sao r,, em cada Q, J1,, e
emcadarl, 0T, Gl e G2, analogos de J1_, e deJ2 ,emT .

Admite-se que J1,, e J2,, sdo divididos igualmente pelos elementos
adjacentes a I,

Para um dado campo de extensfes exacto e um dado campo de extensdes
aproximado, €2 € uma funcdo linear de E. Para obter um indicador de erro

I2. 4,

elementar dimensionalmente correcto, a formula geral é

2

2 4 2 1
€y = C,ahg |re|||,(i) +C, az [hu) EJ Lo
|

) +C, aZ (h(k)”Gle”f(k)) *

(9.27)

2

1
2920 ) +Cq aZ (h?k)”G 2e”f(k))’

3
teay (hu)
J

em que os somatorios em j sdo extensivos aos Iy, J I' do elemento Q; e os
somatdrios em k sdo extensivos aos I, 0 I', do elemento Q.

As normas utilizadas em (9.27) tém de ser invariantes.

Em 3D, utiliza-se

||re||f(i) = _[ (2 rxzyxz +2 rxzyyz +2 rxzzyz + rxzxyy + rxzxzz + ryzyzz)dg2 (928)
Q)
e
1 2 1
HEJ 197(1) = Z _[(Jllzltl +2 Jllzltz + Jllzztz )dr : (929)

! o)

2 2
L(k)’ 1,(k)

integranda em (9.28) foi escolhida tendo em conta o nimero de repeticbes dos
termos néo nulos do tensor r,, tendo-se verificado que era um invariante. A funcéo
integranda em (9.29) é facilmente identificAvel como um invariante dum tensor de
segunda ordem.

Em 2D, utiliza-se

lz(k) sdo analogas a (9.29). A funcado

As definides de |32, ... [GL] e [C2]
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”re”f(i) = J.I’ZdQ (9.30)

Q)

j JR2dr . (9.31)

As definictes de [J2,| ||Gle||f(k)e IG2,[,, sdo analogas a (9.31). As funcdes

2 2

LK)’ ()

integrandas em (9.30) e (9.31) sao invariantes.
Para c,, c, e c; serem adimensionais, a deve ter dimensdes de tensdo. Uma

alternativa seria utilizar o maior valor proprio da matriz de rigidez infinitesimal k:

E - . _— .
v’ para estados planos de tenséo e , em elasticidade tridimensional. No
-V

1-2v

entanto, a experiéncia parece indicar que se obtém um melhor estimador do erro
E(1-v)

(1+v)(1-2v)

elasticidade tridimensional. Como se pode verificar, a partir das expressoes (2.28)
e (2.29), esta alternativa corresponde a variagdo da energia de deformacdo com v

- E ~
global utilizando a = 1oV para estados planos de tenséo e a = , em
-V

para um estado de deformacdo simples, enquanto o maior valor proprio de k
corresponde a variacdo da energia de deformacdo com v para um estado de
deformacgao uniforme.

Os termos h devem ter dimensbes de comprimento. Para o termo

correspondente ao integral de volume, utiliza-se hj, = V,;"®. Experiéncias realizadas
com versodes preliminares do indicador parecem mostrar que esta escolha conduz a
um melhor estimador do erro global do que o que se obteria tomando para h; o

valor da maior distancia entre dois vertices do elemento Q,. Para os termos

correspondentes  a ||Jle||f(j) e |GL],. utiliza-se h, =V, /A,, valor que é

2
L(k)® (i) (OK

proporcional & "altura” do elemento. Como alternativa, poder-se-ia fazer h, = A;°™

ou tomar para h;, o valor da maior distancia entre dois vértices do lado I
experiéncias realizadas com versdes preliminares do indicador parecem mostrar
gue estas alternativas conduzem a um pior estimador do erro global. Para os

termos correspondentes a |J 28||f(j) e ||GZe||f(k), utiliza-se h}) =V,A%°, o que

corresponde a multiplicar a "altura" do elemento por uma poténcia da "base".
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Poder-se-iam utilizar as alternativas ja referidas para os termos correspondentes a

M1, e [GL],,, e ainda, multiplicar V, /A, pelo quadrado do valor da maior

2 2
L) (k)
distancia entre dois vertices do lado I';. Experiéncias realizadas com versoes
preliminares do indicador parecem mostrar que estas alternativas conduzem a um
pior estimador do erro global.

Os valores de c,, c, e c,, para elementos triangulares de malhas refinadas
adaptativamente, indicados na tabela 9.1, foram determinados experimentalmente,

pelo processo que se descreve em seguida.

grau C, c, C,
1 - 1.67 x 101 1.66 x 102
1.03 x 103 2.03 x 10? 0
3 1.48 x 10™* 7.78 x 107 2.56 x 10°
Tabela 9.1

Para trés placas, com diferentes valores do coeficiente de Poisson, foi
efectuado um refinamento adaptativo, com base no indicador dual descrito em 9.2.
As trés placas foram as descritas em 13.4 e 13.5 e uma consola quadrada com
v = 0.3, uniformemente carregada no lado superior. Para as malhas finais, foram
calculados, para cada elemento:

R =ahj, |re||f(i); (9.32)
s=a3 (v oo hen,)
I = az hg) EJle,(J) | +aZ h(k)”Gle”I,(k) ' (9.33)
|
s=a3(mfoza| rag el
J2p = az hg, EJ 2e0 | +aZ h(k)”GZe”I,(k) . (9.34)
|
Para cada uma dessas malhas, foram também calculados:
2 - 2
R* = _lR(i); (9.35)
2 - 2
Jr =Y JI5; 9.36
Z i (9.36)
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NE
J2? = ZlJz(%). (9.37)

Note-se que, para elementos de grau um, R* =R =0.

Para cada caso, o valor "exacto" do erro global, ||e||c, foi calculado com base
numa estimativa de ||ul|., obtida utilizando elementos de grau quatro e o processo
de extrapolacao dual descrito em 7.5. O valor "exacto” do erro elementar, ||e||g g, foi
calculado a partir de uma malha de elementos compativeis de grau uma unidade
acima do grau dos elementos de equilibrio.

Os valores de c,, c, e ¢, sao dados por

Cl Ca
c, [=|c, [, (9.38)
CS CC

Os valores de c,, c, e c, foram determinados obtendo uma solugéo de
minimos quadrados de:

[ R(zl)yl”O-e”é,l/”e”;J ‘]1(21)11||0-e||;1/||e||;1 \]2(21)11”0',3”;/”6”;1 ]

o, /lelt, ey

Riepa 0e||;l/ ”e”;,l N7 0e||;l/ ”e”;,l C,

Risal0ulkn/lelen  Iaaloelc, /lele,  92ialocl, /lele, Lo

L R(ZNEn)vn”O-e”;n /”e”;n J]'(ZNEn)vn ||Ge ||I§n /”e”;n JZ(ZNEn)vn ||Ge ||I§n /”e”;n i

(9.39)

lell ol /el

2
ez el el /lele

”e”;(l),n”()-e”;n /”e”;n

_”e”;(NEn),nHGe”;n /”e”;n ]
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Cada equacdo est4 multiplicada por |o,| /|e|:, de modo a dar maior peso aos

casos com um menor erro relativo. O valor de c, foi determinado obtendo uma
solucédo de minimos quadrados de:

Rio. |2, /lele,  IZo.[t,/lele, 32200z, /el o]z, /lelz,
2 2 2 2

Relolc. /lele,  IEloulE. /lele, 92l le. lell. | | _|loulE./Iel: | (0.0
. . . b [¥d — . .

Riloclc, /el tlo.le, /lelt, 92io.lc,/lelz, | o], /el

Deste modo, procurou-se obter um indicador de erro elementar que fosse
um bom indicador de refinamento e, simultaneamente, permitisse obter um bom
estimador do erro global.

Em principio, nenhum dos coeficientes deveria ser nulo. Para elementos de
grau dois, a aplicacdo directa do método descrito fornecia um valor negativo para
um dos coeficientes, o0 que é ainda menos razoavel. Por isso, arbitrou-se um valor
nulo para esse coeficiente e aplicou-se o método descrito para calcular os
restantes dois.

Este método de obter o indicador de erro tem a vantagem de nao necessitar
do célculo de u,. A forma utilizada para obter os valores de c,, ¢, e ¢, implica que o
estimador possa ser um majorante ou um minorante do erro.

A qualidade do estimador foi testada, nas mesmas trés placas, em duas
sequéncias de malhas refinadas adaptativamente, uma com base no indicador dual
descrito em 9.2, a outra no indicador (9.27). Para duas das placas, as malhas
iniciais das duas sequéncias foram diferentes. Para cada grau, foi elaborado um
histograma de

e el 1
max , ng =max(92,e—2j. (9.41)

Estes histogramas estéo representados nas figuras 9.5, 9.6 e 9.7, onde se indica,
também, quantos casos correspondem a majorantes e quantos a minorantes.
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Figura 9.5 - Histograma de max(6%,1/6%) para elementos de grau 1.
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Figura 9.6 - Histograma de max(6%,1/6%) para elementos de grau 2.
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Figura 9.7 - Histograma de max(6%,1/6%) para elementos de grau 3.

Estes histogramas parecem indicar que a qualidade deste estimador de erro
€ boa, para malhas refinadas adaptativamente. Contudo, seria conveniente dispor
de uma justificacdo formal para as varias op¢odes efectuadas quanto aos valores de
C,, C, € C,. Aléem disso, os valores de c,, c, e c, utilizados ndo serdo

a, hy, hy,

provavelmente os mais adequados para malhas de superelementos.
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10. Indicadores de refinamento
10.1. Introducéao

Os indicadores de refinamento indicam as regides onde o aumento do
namero de graus de liberdade é mais adequado para a diminuigdo do erro.

Todos os indicadores de erro podem ser utilizados como indicadores de
refinamento. Mesmo os indicadores de erro que levam a estimadores de erro
inaceitaveis sdo geralmente indicadores de refinamento relativamente bons.

Em contrapartida, algoritmos adaptativos que nédo tenham em consideracgéo
a norma energética do erro podem levar & convergéncia para uma solugdo errada.
Por isso, neste trabalho, os indicadores de erro séo utilizados como indicadores de
refinamento. Deste modo, este capitulo constitui apenas uma retrospectiva dos
indicadores de refinamento que nao sao indicadores de erro.

Dado que a optimalidade da malha depende da distribuicdo do erro, estes
indicadores de refinamento sdo, em geral, menos aptos para a obtencdo de malhas
Optimas do que os indicadores de erro. Contudo, permitem quase sempre obter
malhas melhores do que as malhas uniformes. Podem ser utilizados para melhorar
a malha, na maior parte dos algoritmos adaptativos, da mesma maneira que 0s
indicadores de erro. No entanto, ndo fornecem qualquer informacéo sobre o valor
do erro nem, portanto, qualquer critério para terminar o processo de refinamento.

10.2. Anadlise de malhas com a mesma densidade geradas
aleatoriamente

SUHARA e FUKUDA [1972] utllizaram a variagdo dos valores das
componentes do tensor das tensdes num dado local, obtidas a partir de malhas
com a mesma densidade mas geradas aleatoriamente, como indicador do erro
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dessas componentes nesse local. Como este indicador tem um custo
excessivamente elevado, n&o voltou a receber qualquer atencao.

10.3. Variacao da solucédo no dominio

OLIVEIRA [1973] sugeriu que os elementos fossem dispostos ao longo das
isoenergéticas, ou seja, das linhas de igual densidade de energia de deformacao.
Nesta situagdo, a variacdo da densidade de energia de deformacdo € igual em
cada elemento, sendo a malha mais fina onde o gradiente da densidade de energia
de deformacao € maior.

CAREY [1976] utilizou directamente a variagdo da solu¢cdo numa dada zona
como indicador do refinamento nessa zona.

MELOSH e MARCAL [1977] sugeriram que a diferenca entre a energia de
deformacdo dum elemento e a energia de deformacgdo que seria obtida apenas
com os modos de tensbes constantes fosse utilizada como indicador de
refinamento. Na pratica, utilizaram a diferenca entre a densidade de energia de
deformacao num ponto do elemento e a densidade de energia de deformagcdo no
centroide do elemento, que designaram por diferenca de energia especifica.

SHEPHARD et al [1980] utilizaram a variagcdo da densidade de energia de
deformacgao como indicador de refinamento.

Qualquer indicador baseado na variagdo da solucdo tenderd para valores
infinitos junto as singularidades.

10.4. Variacao da solucéo entre refinamentos sucessivos

CAREY [1976] sugeriu que a variagdo das tensdes, num ponto, entre dois
refinamentos sucessivos, fosse utilizada como indicador do erro nas tensdes nesse
ponto. Este indicador tende para valores infinitos junto as singularidades.

YOKOYAMA [1985] dividiu o valor da variacdo duma componente do tensor
das tensfes, num ponto, entre dois refinamentos sucessivos, pelo valor maximo
dessa componente no dominio, de modo a obter um indicador do erro relativo
nessa componente. Quando existem singularidades, este indicador tende para s6
nao ser nulo junto da singularidade.
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10.5. Defeitos de Equilibrio

Desde o inicio da utilizacao de elementos finitos compativeis que os defeitos
de equilibrio foram utilizados como indicadores de refinamento.
Os indicadores deste tipo podem ser escritos na forma genérica

+ CZT (10.1)

2
€y =CR ()’

()
em que R, depende do residuo no interior do elemento, T, depende das
descontinuidades nos lados dos elementos e tanto ¢, como ¢, Sdo constantes.

Para malhas de elementos finitos de grau par, pode utilizar-se ¢, = 1, ¢, T =
Oe

Ry = h?® J.rcTrc dQ. (10.2)

Q)

Para malhas de elementos finitos de grau impar, pode utilizar-se ¢, R; =0,c,=1e

T, :22 J3lydp dr +hy [GlGdr (10.3)
J

c(i)
o) Mo

em que o somatorio em j & extensivo aos ', [1 ' do elemento Q; e 0 somatorio em
k & extensivo aos ', 0 I', do elemento Q. Com esta escolha, os indicadores de
refinamento irdo convergir do mesmo modo que os indicadores de erro referidos
em 8.4.

DUNAVANT e SZABO [1983] apresentaram expressdes para R e T, para
malhas compativeis em que o grau dos elementos nédo é uniforme, tendo utilizado

NE
R,
()
c,=lec,="2—. (10.4)

NE

Z Ty

i=1

10.6. Densidade média do erro

CAREY e HUMPHREY [1981] utilizaram o valor do indicador de erro g
dividido pelo volume do elemento como indicador de refinamento.
LADEVEZE e LEGUILLON [1983] utilizaram como indicador de refinamento
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£ V_() (10.5)

Qualquer um destes indicadores tendera para valores infinitos junto as
singularidades.

10.7. Erro de interpolacao

Tendo em conta o que foi descrito em 8.8, desde que se obtenha uma
aproximagao das derivadas de ordem p+1, pode-se utilizar como indicador de
refinamento o valor

[0

(10.6)

p+L(i)’

sem ser necessario estimar a constante C em (8.46).

Por esta razédo, a teoria do erro de interpolacdo € mais utilizada para obter
indicadores de refinamento do que para obter indicadores de erro.

A teoria do erro de interpolacdo pode também ser utilizada para obter um
indicador da norma de maximo do erro do campo de tensées num elemento, o qual
pode ser utilizado como indicador de refinamento [ERIKSSON e JOHNSON, 1988].
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11. Custos, feedback e adaptatividade
11.1. Custos de obtencao da solucao

O custo total da obtencdo de uma solugdo através de um programa de
elementos finitos € a soma dos custos de diversas operacdes:

- geracéo e refinamento de malhas;

- montagem de sistemas algébricos;

- resolugéo de sistemas algébricos;

- estimacgao do erro;

- determinacgao do refinamento a efectuar,;

- obtencéo de informacéo a partir dos dados armazenados;

- transferéncia de informagao entre malhas diferentes;

- apresentacao de resultados.

Estes custos irdo depender do grau de automatizacado de todo o processo,
dos métodos utilizados para efectuar cada operagdo, da estrutura de dados e da
estratégia de refinamento.

As estruturas de dados em arvore sao, provavelmente, as mais adequadas
para as malhas obtidas por refinamento [RHEINBOLT e MESZTENY]I, 1980].

Os métodos iterativos de resolucdo de sistema algébrico podem ser mais
eficientes do que os directos, se a solugao actual for utilizada para obter os valores
iniciais da solucao seguinte [BABUSKA, 1976] [CAREY e HUMPHREY, 1981]. Além
disso, para as malhas iniciais, em que o erro de discretizacdo é elevado, pode ser
fixado um nimero de iteragBes baixo, pois a solucdo do sistema néo necessita de
uma precisdo muito elevada. A utilizacdo de elementos finitos hierarquicos permite
reduzir o custo da formacdo e resolucdo do sistema algébrico [PEANO e
RICCIONI, 1978]. Se forem utilizados elementos finitos hierdrquicos, a utilizagdo da
solucéo anterior como solucao inicial € extremamente simples e a matriz de rigidez
€ melhor condicionada [ZIENKIEWICZ et al, 1983].
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As sequéncias de malhas obtidas através de refinamentos sucessivos
podem ser utilizadas na resolugdo dos sistemas algébricos através de métodos
multimalha [BRANDT,1977] [NICOLAIDES,1977] [BANK e SHERMAN, 1981],
especialmente se cada malha contiver estritamente as anteriores. As malhas e
matrizes obtidas quando o refinamento é hierarquico sdo muito adequadas para a
utilizacdo de métodos multimalha [ZIENKIEWICZ e CRAIG, 1986].

Num programa de elementos finitos auto-adaptativo, certas operacdes
respeitantes a diferentes partes do dominio podem ser executadas em paralelo. O
calculo das matrizes elementares, a resolucédo do sistema algébrico, o calculo dos
indicadores de erro e o refinamento sédo exemplos de operagfes em que iSSO
podera ser possivel, com maior ou menor dificuldade, dependendo dos algoritmos
e estruturas de dados utilizados [ZAVE e RHEINBOLT, 1979]. Se a estrutura de
dados permitir a divisdo automatica do dominio em subestruturas, isso podera ser
facilmente utilizado na resolucdo do sistema algébrico e na paralelizagdo do
algoritmo. KELA et al [1987] utilizaram uma estrutura de dados em arvore, a que
corresponde uma subdivisdo espacial recursiva [YERRY e SHEPHARD, 1983,
1984], para fazer uma divisdo recursiva em subestruturas.

11.2. Métodos com feedback e métodos adaptativos

Nas aplicacdes préticas, pretende-se geralmente obter uma solucdo para a
qual:
N, <7, (11.1)

em que T é uma tolerancia pré-definida, geralmente igual a 5% ou 10% e:

= € ou n, :”L (11.2)

€
Ny = Ny =— '
"olule " min(ju, o)

el

conforme se utilizem apenas elementos compativeis, se faca uma analise dual
global ou se utilizem apenas elementos de equilibrio.

O algoritmo:

1. Gerar uma malha inicial

2. Resolver a malha

3. Estimar o erro

4. Se n, <N, parar

5. Refinar uniformemente a malha
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6. Estimar o custo de resolver a malha

7. Se resolver a malha faz ultrapassar o custo total maximo admitido, parar

8. Ir para 2
permite obter a precisdo desejada, se isso for possivel dentro do custo maximo
estabelecido. Em muitos casos, devido a limitagbes dos meios de calculo, ndo é
possivel obter a precisdo pretendida através dum algoritmo deste tipo. Nos casos
em que é possivel, o custo total é geralmente muito elevado.

O algoritmo:

1. Gerar uma malha inicial
Resolver a malha
Estimar o erro
Se n, <n, parar
Calcular indicadores de refinamento
Melhorar a malha com base nos indicadores
Estimar o custo de resolver a malha
Se resolver a malha faz ultrapassar o custo total maximo admitido, parar

9. Ir para 2
permite, em principio, obter melhores resultados. Note-se que, para garantir que a
precisdo pretendida vai ser atingida, mesmo ndo havendo limite de custo, €
necessario que a estratégia para melhorar a malha assegure um aumento minimo
do ndmero de graus de liberdade em cada iteragéo.

Qualquer um destes algoritmos utiliza os resultados intermédios para
determinar o caminho a seguir. S&o, portanto, algoritmos com feedback. Um
algoritmo com feedback serd considerado adaptativo se for 6ptimo em relagéo a
um dado critério de desempenho [RHEINBOLT, 1983]. O algoritmo sera 6ptimo se
o seu desempenho nunca for inferior ao de qualquer outro para todos os problemas
duma determinada classe.

O critério de desempenho de maior interesse em problemas de engenharia é
o do custo total. Este critério é também aquele para o qual é mais dificil demonstrar
a optimalidade. Por isso, séo utilizados outros critérios, tais como o da taxa de
convergéncia, o do numero de graus de liberdade da dltima malha, o do erro para
um dado numero de graus de liberdade, o do nimero de malhas geradas até
atingir a tolerancia pretendida ou o do erro ao fim de um dado numero de malhas.

O méaximo valor da taxa de convergéncia, para uma dada versao - h, p, ou
hp - do método dos elementos finitos, é atingido para uma sequéncia de malhas
Optimas. Em cada uma destas malhas, o numero de graus de liberdade é minimo,
para o erro obtido. O custo associado a cada malha pode, geralmente, ser
considerado uma funcéo crescente do numero de graus de liberdade. Para véarios

© NOo G kWb

135



algoritmos, o custo total ndo é muito superior ao custo associado a ultima malha.
Por estas razbes, o critério da maxima taxa de convergéncia, para uma dada
versdo do método dos elementos finitos, € o mais utilizado para definir a
adaptatividade e é o critério utilizado neste trabalho.

GAGO et al [1983] recomendaram, como medida da validade duma
estratégia de refinamento, que o custo total de todo o processo ndo deveria ser
superior a duas vezes o custo total da malha final. Admitindo que a taxa de
convergéncia é proxima da Optima, a minimizacdo do custo total é geralmente
tentada por uma de duas vias, muitas vezes contraditorias.

Na primeira, tenta-se que o custo associado a cada malha seja minimo,
recorrendo a métodos iterativos e utilizando estruturas de dados que permitam
utilizar facilmente a informacdo relativa as malhas anteriores. Os métodos
multimalha, que utilizam as malhas anteriores na resolu¢do do sistema algébrico
sao, provavelmente, os mais eficientes dentro desta via.

Na segunda, tenta-se que o niumero de malhas a analisar seja minimo, de
modo a que o custo associado & malha final seja preponderante. E esta a via
seguida neste trabalho.

Em qualquer das vias, pretende-se que o calculo do estimador do erro tenha
um custo reduzido face ao da obtencdo da solucdo correspondente, o que
geralmente é conseguido obtendo-o através de calculos locais.
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12. Estratégia adaptativa
12.1. Introducéao

Neste capitulo, consideram-se apenas 0s procedimentos que, com base nos
indicadores de erro ou nos indicadores de refinamento associados a uma malha e
num método de refinamento, fornecem a malha seguinte.

Apds uma revisao das estratégias adaptativas conhecidas, descreve-se a
estratégia utilizada.

12.2. Estratégias adaptativas
12.2.1. Introducéo

Algumas destas estratégias tém apenas por objectivo criar uma malha mais
proxima de uma malha Optima, outras tém também o objectivo adicional de criar
directamente uma malha para a qual a solugao tenha uma dada preciséo.

Uma malha é 6ptima, para um determinado namero de graus de liberdade,
quando a diminuicdo de erro que se obteria ao introduzir um grau de liberdade é a
mesma para todas as maneiras de introduzir esse grau de liberdade [RACHOWICZ
et al, 1989]. Quando o refinamento é hierarquico, isto corresponde a igualdade dos
indicadores de erro associados aos possiveis graus de liberdade adicionais
[ZIENKIEWICZ et al, 1983].

Em malhas de elementos do mesmo tipo, a optimalidade em relagédo ao
namero de graus de liberdade é obtida quando a energia do erro for igual em todos
os elementos [BABUSKA e RHEINBOLT, 1978b]. E este o critério utilizado nas
estratégias de alteracdo da posi¢cdo dos nds, remalhagem e refinamento h. Nestes
casos, como medida da optimalidade duma malha, pode ser usada [BABUSKA e
RHEINBOLT, 1979]
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2
maxeg,

w=— . (12.1)
mineg
Como alternativas para a medida de optimalidade poder-se-iam utilizar
maxe,
. , (12.2)
e?/NE
ou o coeficiente de dispersao de sﬁ), dado por
NE 2 NE 2
NEZ(%) (Z s(l))
i=1 i=1 (12.3)

Note-se que, entre malhas com uma geometria proxima da éptima e com o
mesmo numero de graus de liberdade, os valores do erro e do estimador do erro
variam muito pouco [BABUSKA e RHEINBOLT, 1979]. Por isso, estas medidas de
optimalidade das malhas ndo séo de grande importancia.

Neste trabalho, a optimalidade das malhas é medida indirectamente:
considera-se que uma sequéncia de malhas esta tanto mais préxima duma
sequéncia de malhas 6ptimas quanto mais préxima a taxa de convergéncia estiver
da taxa 6ptima.

12.2.2. Estratégias de alteracdo da posicédo dos vértices

Neste tipo de estratégias, tenta-se obter a quase optimalidade da malha
refinada através da equidistribuicdo do erro elementar.

DIAZ et al [1983] calcularam cada uma das novas coordenadas de cada
vértice atraves de

x =1 Vo (12.4)



em que 0 somatorio € extensivo a todos os elementos adjacentes ao vertice, X, € a

coordenada do centro geométrico do elemento Qg e V; € o volume desse
elemento. Note-se que, em 2D, se os elementos ndo forem rectangulares, a
aplicacdo desta formula pode deslocar ligeiramente os vértices em casos em que 0
erro j4 esta equidistribuido [KIKUCHI, 1987].

ZHONG [1991] utilizou

Di(p+D/2)
€

ZX(D v
X = O (12.5)

novo D/(p+D/2)

20
2y,

i)

RODRIGUES e AZEVEDO [1995] utilizaram

> Xogo
—_ |
novo — '
R
1

X (12.6)

Como foi referido em 5.2.2, qualquer que seja a forma de calcular as novas
coordenadas de cada vértice, pode nao ser possivel obter a precisao pretendida
com os graus de liberdade escolhidos a priori. Por esta razdo, este método merece
pouca atengao.

12.2.3. Estratégias de remalhagem

Neste tipo de estratégias, pretende-se obter uma nova malha, com o menor
namero de graus de liberdade possivel, para a qual

E<E= kﬁ||uc||E, (22.7)
em que k é um factor destinado a controlar o niumero de iteracdes [JOHNSON e
HANSBO, 1992].

ZIENKIEWICZ e ZHU [1987] utilizaram k = 1. BECKERS e ZHONG [1994]
calcularam o numero éptimo de iteragcfes através da formula heuristica

m= Iogzp(@) , (12.8)
n
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0 que leva a

— \¥m

h

COOREVITS et al [1995] utilizaram, para p =1e p =2, k=1, se n,<4n e
kn =n,/3, no caso contrario. Uma abordagem alternativa consiste em impor que,

em cada iteracdo, o nimero de elementos seja multiplicado por 2°, o que leva a

k= (12.10)

O menor numero de graus de liberdade é obtido gerando uma malha em
gue, para cada um dos M elementos da malha [BABUSKA e RHEINBOLT, 1978b],

52
g2 == (12.11)
M

Para cada elemento da malha actual, calcula-se um factor de redugéao (ou
ampliacdo) do diametro e, a partir deste, um novo diametro para os elementos a
gerar no espaco ocupado pelo elemento actual. Em cada né da malha actual,
calcula-se o valor médio dos novos diametros correspondentes a cada um dos
elementos adjacentes ao n6 [ZHU et al, 1991]. Utilizando as funcbes de
interpolagdo associadas a cada um destes nds, obtém-se uma distribuicdo
continua de diametros, a partir da qual é gerada a nova malha [PERAIRE et al,
1987].

ZIENKIEWICZ e ZHU [1987] calcularam o factor de reducéo do diametro do
elemento, X, admitindo uma taxa de convergéncia em cada elemento igual a taxa
de convergéncia assimptética global para malhas optimas, O(h?), e M = NE
[ZIENKIEWICZ e ZHU, 1990] [ZIENKIEWICZ e ZHU, 1992c]. Obtiveram, assim,

x(i)=( € ) (12.12)

12
g,NE

Para os elementos adjacentes aos pontos singulares, a convergéncia seria O(h"),
utilizando-se A = 0.5, em 2D [ZHU e ZIENKIEWICZ, 1988].

LEE e LO [1992] detectaram as singularidades a partir dos indices de
concentragao da energia de deformacéao do elemento,
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U,
SECI, == (12.13)
V,
0]

e do dominio,

GSECI=—. (12.14)

A convergéncia, em cada elemento, seria O(h%). Em 2D,

1 1 GSECI) 1 ,[,GSECI , GSECI |1| (1215

1-2
o GSECI SECI, /0.5 | SECl, ~max(SECI,) |p

1-2 0

max(SECl,)

Quando existe mais do que uma singularidade, pode acontecer que o valor
maximo de SECI se torne tdo elevado que inviabilize a detecgdo das restantes
singularidades, efeito que se vai agravando com cada iteragao.

ONATE e BUGEDA [1993] consideraram que o factor de reducéo era obtido
através do produto de um factor global, obtido a partir da taxa de convergéncia
global,

X, = (E)ﬂp (12.16)

€

e de um factor local, obtido a partir da equidistribuicdo do erro e da taxa de
convergéncia local,

U(p+D/2)
£

N _ (12.17)

X6 [s(i)NE”ZJ
Obtém-se, assim,

. p c U(p+D/2)

== _c ) (12.18)
Yo (gj [E(i)NEﬂZ)

Note-se que, se s(zi) =¢’/NE, esta expressdo fornece o mesmo resultado que
(12.12).
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HUGGER [1993] utilizou um procedimento, para obter o factor de reducéo,
em que se calcula, com base na distribuicdo do indicador do erro, o numero de
elementos da nova malha e a densidade relativa de elementos em cada ponto.

Outros procedimentos baseiam-se em admitir que cada elemento é dividido

em 1/x;, elementos e admitir que [LADEVEZE e LEGUILLON, 1983]

> €6 = X0 €0 (12.19)

Q)0

ou que a taxa de convergéncia em cada elemento ¢ O(h**®?) [LI et al, 1995]. Em
gualquer dos casos, obtém-se

Di(p+D/2) \(P+D/2)Ip
M=| S [ (12.20)
2

U(p+D/2)

€
Xo = . (12.21)

NE (g D/(p+D/2)\(P+DI2)/2p
(k)
8({2( 5 ) ]
k=1

Note-se que, se s(zi) =¢’/NE, esta expressdo fornece o mesmo resultado que

(12.12).
ODEN e PATRA [1995] obtiveram os X, € M resolvendo iterativamente o

sistema formado pelas equacgdes

_ Vag
€
Xo = [—ﬂ) (12.22)
g M"?

NE
M = le/x'(?)- (12.23)
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Se, em vez de partir directamente de (12.11), se minimizar Z]/X?k) , Sujeito a

Z X2e2, = €2 [LADEVEZE et al, 1991], obtém-se

€
Xo = . (12.24)

NE en)
U(p+D/2) D/(p+D/2)
€0 ( > & )
k=1

Note-se que esta expressdo € equivalente a (12.21). Existindo taxas de
convergéncia diferentes em cada elemento, a minimizacdo tem de ser realizada
numericamente. Para os elementos adjacentes as singularidades, a convergéncia é
O(h%). Estes elementos séo detectados a partir da densidade média da energia do
erro em cada elemento,

2
0} (12.25)

gue é mais do que 4 vezes superior a densidade média da energia do erro no
dominio. O valor de g, & estimado a partir da variagdo da densidade media de
energia da solugéo de elementos finitos com a distancia a singularidade, através do
processo descrito em [COOREVITS et al, 1995].

12.2.4. Estratégias de refinamento
12.2.4.1. Estratégias de refinamento h
12.2.4.1.1. Introducéao

Neste tipo de estratégias, tenta-se obter, através da equidistribuicdo do erro
elementar, a quase optimalidade da malha refinada.

12.2.4.1.2. Refinamento dos elementos cuja diminui¢cdo de erro serd maior

Para uma dada malha, faz-se uma previsédo do valor do erro elementar que
seria obtido subdividindo cada elemento em 2D elementos. A malha seguinte é
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obtida subdividindo os elementos com um erro superior ao maior desses valores
[BABUSKA e RHEINBOLT, 1978b].

A previsdo do erro que seria obtido pela subdivisdo de um elemento é feita
admitindo que a reducédo do erro sera igual a da subdivisdo anterior [BABUSKA e
RHEINBOLT, 1978b]:

82
_  “(actual) ] (1226)

8(seguinte) -

(anterior)

Para efectuar a previsdo por este método, o processo tem de ser iniciado
subdividindo todos os elementos da malha inicial.

BANK [1983] sugeriu que a previsao do erro que seria obtido pela subdivisdo
fosse feita admitindo uma taxa de convergéncia g para a norma energética do erro:

_ Eacuway (12.27)

8(seguinte) - 2q

Se o elemento nao contiver singularidades, q = p + D/2.

Este método pode ser aperfeicoado, de modo a analisar uma nova malha
com um aumento do niumero de elementos nao inferior a uma dada percentagem
do namero de elementos da malha actual [BABUSKA e VOGELIUS, 1984]. Se o
aumento do numero de elementos for inferior ao pretendido, ndo se calcula a
solucédo de elementos finitos. O método é aplicado novamente, admitindo que o
erro nos elementos obtidos do refinamento € igual ao previsto. O processo é
repetido até que o aumento do numero de elementos, em relagdo ao da ultima
malha para a qual se obteve solucao, seja suficiente.

JARAUCH [1986] utilizou uma estratégia alternativa, que consiste em
estimar quantas vezes deveria ser subdividido cada elemento, para obter a maior
diminuicdo de erro possivel para o nimero maximo de elementos pretendido, e
subdividir uma vez os elementos que deveriam ser subdivididos uma ou mais

vezes.

12.2.4.1.3. Refinamento dos elementos com indicadores superiores a média

Nesta abordagem [CAREY e HUMPHREY, 1981], calcula-se a média ¢, e 0
desvio padréo s dos indicadores. Consideram-se t intervalos: |, = [ .4 €.eq T K S[,
L= [€neq t KSy €peqg F 2KS[, ... , |, =[€,q+ (t-1) ks, + oo, onde k € um nimero
arbitrario, geralmente igual a um. Cada elemento cujo indicador esteja no intervalo
. € subdividido em (2°)™ elementos.

med
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12.2.4.1.4. Refinamento dos elementos com maiores indicadores

Segundo estas estratégias, cada um dos elementos cujo indicador é
superior a um determinado valor é subdividido em 2D elementos. Normalmente,
este valor € uma dada fraccdo do maior indicador. Neste caso, contudo, se o maior
indicador for muito superior aos restantes, o nimero de elementos refinados na
iteracdo pode ser muito pequeno, 0 que pode levar a um numero excessivo de
iteracdes. Se o indicador tender para infinito junto as singularidades, a precisdo
pretendida pode nunca ser atingida.

Se, em (12.27), q for igual para todos os elementos, a primeira estratégia
descrita em 12.2.4.1.2 é um caso particular das aqui descritas.

BABUSKA et al [1983] aplicaram varias estratégias alternativas para o
refinamento dos elementos com maiores indicadores. Na primeira, refinam-se
todos os elementos com indicadores iguais ou superiores a uma dada fracgédo do
maior indicador. Na segunda, refina-se uma frac¢do fixa do namero actual de
elementos. Na terceira, refinam-se todos os elementos que se refinariam por
aplicacdo de alguma das duas primeiras estratégias.

Se o0 numero de elementos com indicadores iguais ou superiores a uma
dada fraccdo do maior indicador for inferior ao desejado, pode-se obter uma
solugcdo nos novos elementos por interpolagcdo da solugcdo anterior e calcular
indicadores de erro para esses elementos. O sistema algébrico sé sera resolvido
quando o aumento do numero de elementos em relagdo a resolugdo anterior for
suficiente [BANK e SMITH, 1993].

Se a diminuigdo do erro obtida refinando os elementos com indicadores
iguais ou superiores a uma determinada fraccdo do maior indicador duma dada
malha se tornar insuficiente, podem-se refinar todos os elementos com um nivel de
refinamento inferior ao maximo da malha anterior a actual [PRESSBURGER e
PERUCCHIO, 1995].

12.2.4.1.5. Obtencao de uma distribuicdo de diametros

Utilizando um dos métodos descritos em 12.2.3, é possivel obter uma
distribuicdo de diametros a obter na nova malha. Esta distribuicdo de diametros
pode ser aproximada através de subdivisbes sucessivas dos elementos cujo
diametro excede o pretendido [SHEPHARD et al, 1986].
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Se cada elemento for dividido em (2°)%o elementos, o nivel de refinamento
necessario, RL,, pode ser calculado directamente, a partir do factor de redugéo do
diametro, arredondando para um inteiro

|ng£ 1 ) (12.28)
X

Para indicadores calculados apenas com integrais de dominio, em vez de
efectuar todas as subdivisbes com base na mesma distribuicdo de diametros, €
possivel, apds cada subdivisdo, prever o erro nos novos elementos, utilizando a
solucdo obtida para os elementos "pais" e admitindo uma taxa de convergéncia
O(h") para o erro.

Em certas zonas do dominio, pode acontecer que, para obter uma malha
Optima, o didmetro dos elementos deva ser aumentado. Esta operacdo sO sera
possivel se 0 método de refinamento permitir igualmente inverter refinamentos,
juntando elementos.

12.2.4.2. Estratégias de refinamento p

ZIENKIEWICZ et al [1983] utilizaram uma estratégia adaptada ao
refinamento p hierarquico. Nesta estratégia, sdo activados todos os graus de
liberdade cujos indicadores sejam iguais ou superiores a uma tolerancia,
dependente do estimador do erro global, ou a uma determinada fraccdo do maior
indicador:

€y 2 Y Emax (12.29)

com 0 £y < 1. O valor de y pode aumentar com as iteracdes, por exemplo
[PAPADRAKAKIS et al, 1994],

— Einicial — €
Y= (ymax - ymin)— + Y min - (1230)

inicial

Se os graus de liberdade forem ordenados de acordo com o erro a eles
associado, podem activar-se aqueles a que corresponde um maior indicador de
erro, de modo a que, para os graus de liberdade nao activados [PAPADRAKAKIS
et al, 1994],
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Z g2 <€’ (12.31)

SZABO [1986] utilizou também elementos hierarquicos, mas numa
estratégia baseada em refinamento p uniforme. A malha inicial € o mais grosseira
possivel, sendo os pontos singulares isolados por uma ou mais camadas de
elementos com tamanhos decrescendo em progressao geométrica com um factor
de 0.15. Se néo for possivel obter a precisdo pretendida com as fun¢des de grau
mais elevado disponiveis, 0 niumero de elementos e de camadas € aumentado.
Isolando os pontos singulares com algumas camadas de elementos, retarda-se a
entrada no regime assimptético, em que a taxa de convergéncia é muito inferior a
do regime pré-assimptatico.

12.2.4.3. Estratégias de refinamento hp

BABUSKA e RANK [1987] utilizaram um sistema pericial e as solucdes
obtidas com uma malha grosseira e p = 1, 2 e 3 para prever o erro que se obteria
com varias combina¢des do nimero de camadas de elementos em torno dos
pontos singulares e do grau dos elementos. Escolhe-se a combinacao para a qual
se prevé que a precisdo pretendida seja obtida com o menor nimero de graus de
liberdade. Se ndo se obtiver a precisdo pretendida, a solucdo obtida é utilizada
para efectuar novas previsoes.

RACHOWICZ et al [1989] estimaram, elemento a elemento, a diminuigéo de
erro que se obteria por subdivisdo em 2° elementos, Ag,, ou por aumentar p uma
unidade, Ag,, e calcularam os correspondentes aumentos do nimero total de graus
de liberdade, AN, e AN . Para cada elemento, calcula-se

(Ae/AN) ) = max ((Ag,/AN,),, (Ag/AN,) ) (12.32)

Se

(A/AN),, = y max ((A/AN),), (12.33)

com 0 £y <1, o elemento é refinado, utilizando o método mais adequado. Os

elementos adjacentes a um ponto singular sdo considerados em conjunto.
ZIENKIEWICZ et al [1989] utilizaram dois procedimentos em que alternaram

a versao h e o refinamento p, de modo a obter uma taxa de convergéncia superior.
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No primeiro procedimento, comeca-se por remalhar com elementos de grau
p,, até atingir um erro relativo

[&) = (12.34)
P,

em que p, € o grau para o qual se pretende atingir o erro relativo . Em seguida,
utilizara-se o refinamento p uniforme até atingir a precisao pretendida.

No segundo procedimento, comeca-se por utilizar a solugéo correspondente
a p,..x para estimar o erro da solugéo correspondente a p,..-1 em cada elemento de
uma malha grosseira. Em seguida, remalha-se, com base nesses indicadores de
erro elementares, e utiliza-se o refinamento p uniforme até atingir a precisédo
pretendida. Se essa precisdo ndo for atingida com p = p,.., O procedimento é
repetido.

GEORGES e SHEPHARD [1991] utilizaram um algoritmo que determina se a
precisdo pretendida pode ser obtida através de refinamento p uniforme, através de
refinamento p com aumento do nimero de camadas junto as singularidades ou se
€ necessario refinamento h nas zonas afastadas das singularidades. A partir duma
estimativa da regularidade da solugcédo, baseada nos resultados anteriores, o
algoritmo determina o valor de p necessario para o refinamento p uniforme. Se este
for excessivo, determina o valor de p e 0 nUmero de camadas. Se 0 erro nas zonas
afastadas dos pontos singulares se tornar predominante, determina uma nova
distribuicdo de diametros dos elementos.

ZENG e WIBERG [1992] utilizaram a remalhagem seguida de refinamento h
para obter um erro relativo 1, seguido de refinamento p para obter o erro relativo

n.
ODEN e PATRA [1995] utilizaram um procedimento em que se comecga por
efectuar um refinamento h, tentando obter um erro relativo yn, com5<y<10. Em

seguida, efectua-se um refinamento p dos elementos estimados sensiveis a este
tipo de refinamento, tentando obter o erro relativo . Se o erro relativo 1| néo for

atingido, estes passos sao repetidos, com um y menor.

12.2.5. Carregamentos multiplos

Nos casos de carregamentos multiplos é conveniente, por economia, utilizar
a mesma malha em todas as analises. Determinar uma malha Optima para um
conjunto de carregamentos é um problema de dificil abordagem. Contudo, existem
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métodos para criar uma malha razoavel para o conjunto de carregamentos, com
base nos indicadores obtidos para cada um deles.
ZIENKIEWICZ e CRAIG [1983] utilizaram, para cada elemento, um indicador

s(zi) igual a média aritmética dos s(zi) obtidos para cada um dos carregamentos.
BABUSKA [1986] utilizou, para cada elemento, um indicador s(zi) igual a soma

dos s(zi) obtidos para cada um dos carregamentos, 0 que € equivalente ao anterior.

ZIENKIEWICZ e ZHU [1990] utilizaram, em cada ponto, o menor dos valores
do didmetro dos elementos, obtidos a partir dos varios carregamentos, para
remalhar.

12.3. Estratégia utilizada

Neste trabalho, a estratégia adaptativa utilizada € uma estratégia de
refinamento h.

Geralmente, ndo € possivel obter o erro relativo pretendido, i, com uma so6
iterac@o. Nestes casos, é geralmente mais econdémico tentar distribuir as reducdes
do erro equitativamente pelas vérias iteragfes. Assim, dada uma solugdo com um
erro relativo n,, na iteracao seguinte tenta-se obter um erro relativo

— \Ym
kﬁ:(niJ N, (12.35)

h

em que m é uma estimativa do numero Optimo de iteracées. Este numero foi
estimado utilizando a formula heuristica de BECKERS e ZHONG [1994]. Assim, m
serda igual ao menor inteiro nao inferior a

log,, (@) . (12.36)
N

Pretende-se obter uma nova malha, para a qual

e<e=kamin(ju.|_Jo.|.) ou ese=kilo,]., (12.37)

conforme se faca uma analise dual global ou se utilizem apenas elementos de
equilibrio.

Admitindo que a taxa de convergéncia global, em relagdo ao niumero total de
elementos, é a 6ptima, o numero de elementos da nova malha sera
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€ D/p
M= (:) NE, (12.38)
€
onde NE é o numero de elementos da malha actual. O menor nimero de graus de
liberdade é obtido gerando uma malha em que, para cada um dos M elementos da
malha [BABUSKA e RHEINBOLT, 1978b],

52
g2 =& (12.39)
(e) M

Dado que o nimero de elementos é O(h®), a taxa de convergéncia, em
relacdo ao didmetro, dum elemento que ndo contenha singularidades, é O(h°*"?).
Assim, o factor de reducéo do didmetro desse elemento é

U(p+D/2)

3
Xo = - - . (12.40)
s(i)[(f) NE)
€

Note-se que esta expressdo é equivalente a (12.18). No método de refinamento
utilizado, cada elemento é dividido em (2°)%o elementos. O nivel de refinamento

necessario, RL,, € 0 menor inteiro ndo inferior a

1
Iog{—) +0.5. (12.41)
X

Podem ocorrer situacdes em que, apesar de (12.37) n&o ser respeitada, a

aplicacdo de (12.41) nao dé origem a qualquer refinamento. Isto acontece sempre
que

0< mgx[logz[i)] <0.5. (12.42)

Xo)

Para garantir que existe sempre algum refinamento, toma-se RL, = 1 em todos o0s
elementos em que:
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1 max g,
O<log,| — |<0.5 e ¢g;>—"5>—. (12.43)
X 2

Para os elementos que contém singularidades, a taxa de convergéncia é
inferior. Se, nestes elementos, fosse apenas aplicada a formula (12.40), a reducao
do erro seria inferior a pretendida. Dado que o algoritmo de refinamento o permite,
nestes elementos o refinamento ndo é uniforme. Nos vértices em que forem
detectadas singularidades utiliza-se um nivel de refinamento superior ao dos
restantes vértices

Quando é utilizada a analise dual global, descrita em 7.3 e 9.2, a deteccdo
de vértices singulares é feita com base na densidade da norma energética do erro
na relagao constitutiva,

12

(0. -0.) (e, - £.)) (12.44)

gue pode ser usado como indicador de erro local.

Para cada vértice da malha, é calculada a média aritmética dos valores,
nesse vertice, da densidade da norma energética do erro na relagdo constitutiva,
calculados a partir de cada um dos elementos adjacentes ao vértice,

1 NE iy

NE(k) ;((Oe _O'C)T(ge —80))0), (12.45)

em que o0 somatorio em i € extensivo aos NE, elementos adjacentes ao vertice k.
Admite-se que existe uma singularidade no vértice |, se

1 NE Slng NV 1 NE 1y
>

—Z((Oe -0.) (g _ec))(i) NV, & NE,, &

NE, & o & ((Ge_oc) (ee—ec))(i) ,  (12.46)

em que o somatorio em k € extensivo aos NV, vertices adjacentes ao vértice | e
sing é uma constante superior a um. Nos vértices que satisfazem a condigédo
(12.46), o nivel de refinamento é calculado a partir do maior valor de
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1q

3 (12.47)
8(0((;) p NEJ

dos elementos adjacentes ao vértice I. O valor de g a utilizar nesta expressao é
dado por

Xo =

- - +D/2. (12.48)
sing'&( 1 ' ( ] )
(Ge _OC) (89 _86) .
1+(1_1) NV, & NE, ; )
A p A 1 NEo
NERD A CAELAUCRETR)

o =T

@

Em 2D, tomou-se A = 0.5.

Quando, num vértice, (o, -0.)'(¢,—€.) - ©, g - A + D/2; no limiar de
deteccdo de singularidade através de (12.46), q = p + D/2. Quanto maior for o valor
de sing, mais dificil € detectar as singularidades e menor serd o numero de
elementos que serao criados em torno destes pontos. Quanto menor for o valor de
sing, mais facil é admitir a existéncia de singularidades onde elas ndo existem e
maior serd o niumero de elementos que serao criados em torno destes pontos.

Em 2D, as experiéncias efectuadas parecem indicar que, para os valores da
tabela 12.1, a deteccdo das singularidades € boa e melhora com o aumento do
grau dos elementos. O nimero de elementos da nova malha parece ser adequado.

grau sing
1 2.2
2 3
3 9.5
4 45
Tabela 12.1

Quando se utilizam apenas elementos finitos de equilibrio, a deteccdo de
vértices singulares € feita com base nos indicadores de erro elementares, ¢,
calculados de acordo com o descrito em 9.7.
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Para cada vértice da malha, é calculada a média aritmética

NE(k) 2
1 S8

N E(k) =1 V(i)

(12.49)

em que o0 somatorio em j € extensivo aos NE, elementos adjacentes ao vertice k.
Admite-se que existe uma singularidade no vértice |, se

NE(I) =1 V(i) NV(|) =1 NE(k) =1 V(i)

2 . 2
1 "Eoel >S|ngNV‘”( 1 "ovel ) (12.50)
em que o somatorio em k € extensivo aos NV, vertices adjacentes ao vértice | e
sing é uma constante superior a um. Nos vértices que satisfazem a condigédo

7

(12.50), o nivel de refinamento € calculado a partir do maior valor de x; dos

elementos adjacentes ao vértice I. O valor de g a utilizar em (12.47) para calcular
X € dado por

4= : _+D/2. (12.51)
sing'¢( 1 "'eh
l + } - l NV(') =1 I\IE(k) =1 V(i)
A p A LNE(I)L(ZD
NE V,

M =T V)
Em 2D, utiliza-se A = 0.5.

Em 2D, as experiéncias efectuadas parecem indicar que, para sing = 2, a
deteccdo das singularidades é razoavel. Na expressdo (12.51) utiliza-se um
expoente 2 em vez do expoente 1 da expressao (12.48) pois, para este ultimo, o
namero de elementos da nova malha era demasiado baixo, face ao previsto por
(12.38). Quando o grau é elevado, devido ao método de refinamento utilizado,
podem existir elementos com um indicador de erro bastante maior do que o dos
elementos adjacentes, sem que tal se deva a existéncia de singularidades. Por
esta razéo, a deteccéo de singularidades ndo melhora com o aumento do grau dos
elementos.
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13. Exemplos de aplicacao
13.1. Introducéao

Neste capitulo, sdo apresentados e discutidos alguns exemplos de aplicacdo
dos estimadores de erro e estratégias de refinamento desenvolvidos neste
trabalho.

Em 13.2, aplica-se a andlise dual a um sdlido tridimensional. Na secc¢éo
13.3, exemplifica-se o0 que sucede quando se relaxam as condi¢cdes de
continuidade nos lados dos elementos. Em 13.4, aplica-se a estratégia de
refinamento de malhas duais de elementos finitos a analise de uma placa. Na
seccdo 13.5, aplica-se a estratégia de refinamento de malhas de elementos finitos
de equilibrio a analise de uma consola curta bidimensional. Em 13.6, aplica-se a
estratégia de refinamento dual a analise de uma placa, de modo a comparar 0s
tempos gastos em cada iteracdo. Na seccdo 13.7, comparam-se 0s resultados
obtidos utilizando diferentes graus dos elementos finitos; compara-se, também, a
estratégia de refinamento de malhas duais com a estratégia de refinamento de
malhas de elementos finitos de equilibrio.

Nestes exemplos, as malhas iniciais e as refinadas foram geradas utilizando
um programa desenvolvido por PITERI [1997] [PITERI e ALMEIDA, 1995].

Os sistemas algébricos (3.39), correspondentes a elementos finitos de
equilibrio, foram resolvidos utilizando um programa de resolucdo de sistemas
esparsos baseado num algoritmo apresentado por PISSANETZKY [1984]. Os
sistemas algébricos (3.25), correspondentes a elementos finitos compativeis, foram
resolvidos utilizando um programa de resolucdo de sistemas esparsos por blocos
[REBELO, 1993].

Para a representacao grafica dos resultados, recorreu-se a uma biblioteca
de rotinas gréaficas desenvolvida por ALMEIDA [1995].

Todos os programas utilizados foram escritos na linguagem de programacao
C [KERNIGHAN e RITCHIE, 1978].
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13.2. Analise dual de um soélido tridimensional

Neste exemplo, analisa-se a peca representada na figura 13.1, sujeita ao
carregamento indicado na mesma figura.

KNXN>O£_‘>O£_‘>1
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AUONNNNNNNNNNNNNY >
\2
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1

40

v=03

AU U
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Figura 13.1 - Peca tridimensional.

Esta peca foi discretizada em 146 tetraedros. O programa de geracao de
malhas de tetraedros utilizado [PITERI, 1997] esta vocacionado para a geragcdo de
malhas uniformes. Contudo, impondo a colocacgdo de vértices em alguns pontos da
fronteira, foi possivel obter uma malha um pouco mais fina nas regides mais
importantes.
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