1. Introducao
1.1. Enquadramento

Na analise estrutural, o modelo de comportamento mais simples € o elastico
linear. Infelizmente, as estruturas reais tém um comportamento tanto mais afastado
do elastico linear quanto mais perto estiverem da rotura. Apesar disto, a analise
elastica linear € correntemente utilizada em engenharia civil, pois permite,
geralmente, obter resultados satisfatorios para o dimensionamento e a verificacdo
da seguranca.

Em geral, ndo é possivel obter uma solugdo analitica exacta para 0s
problemas de elasticidade bidimensional ou tridimensional. Por isso, é necessario
dispor de métodos que permitam obter solugbes aproximadas para estes
problemas. O método dos elementos finitos é correntemente utilizado para este fim.

Para a solucdo obtida pelo método dos elementos finitos ser util, num
problema de engenharia, o erro que |he estad associado deve ser inferior a uma
tolerancia pré-definida. As estimativas de erro a priori apenas permitem calcular a
taxa de convergéncia assimptoética, ndo permitindo gerar malhas que garantam um
erro inferior & tolerdncia pretendida. Por isso, o erro tem de ser estimado a
posteriori, utilizando a propria solu¢cdo aproximada para obter um estimador de
erro. Deste modo, s6 é possivel obter uma solugdo com um erro inferior a uma
dada tolerancia recorrendo a um método com feedback, isto €, melhorando a
malha de elementos finitos e estimando o erro, sucessivamente, até este atingir o
valor pretendido.

Devido a limitagdes dos meios de célculo, ndo é muitas vezes possivel obter
a precisdo pretendida através de um refinamento uniforme da malha de elementos
finitos. Mesmo que tal seja possivel, ndo é econdémico. Consequentemente, 0
refinamento deve adaptar-se a solu¢ao do problema, a partir de indicadores de erro
elementares. Desta forma, utilizando um método adaptativo, obtém-se a preciséo
requerida com o minimo custo.



Dado o crescente custo relativo do trabalho humano e a necessidade de
recorrer a engenheiros com uma preparacdo em elementos finitos nem sempre
adequada, é cada vez mais importante dispor de programas com uma analise de
erro a posteriori fidvel e, de preferéncia, auto-adaptativos.

O erro das solugbes obtidas utilizando o método dos elementos finitos esta
associado a diversas causas. Na resolucao de problemas estaticos de elasticidade
linear bidimensional ou tridimensional, o erro mais importante é aquele que esta
associado a discretizacdo das fungdes a aproximar. Por isso, a investigacdo tem
sido orientada para a obtengao de estimativas do erro de discretizagao.

Este erro pode ser medido de diversas formas. Sendo o método dos
elementos finitos baseado na obtencdo de uma aproximagao global da energia, a
forma mais coerente de o medir é através da norma energética global. Por isso, a
investigacdo tem procurado obter estimativas da norma energética global do erro,
designadas por estimadores de erro. Estes estimadores de erro sdo geralmente
calculados a partir das contribuicbes de cada elemento, designadas por
indicadores de erro. Estes indicadores de erro sdo também utilizados, como
indicadores de refinamento, para orientar o refinamento adaptativo.

A utilizacéo e a investigagcdo nos dominios do método dos elementos finitos,
da estimacdo de erro e do refinamento adaptativo tém sido orientadas quase
exclusivamente para os elementos finitos compativeis. Em [NOOR e BABUSKA,
1987], [STROUBOULIS e HAQUE, 1992] e [BABUSKA et al, 1994b] podem
encontrar-se retrospectivas do estado da arte na estimacdo do erro e/ou
refinamento adaptativo em elementos finitos. Em [MACKERLE, 1994] pode-se
encontrar uma lista de 312 referéncias sobre estimagao do erro e/ou refinamento
adaptativo em elementos finitos, das quais 290 correspondem a teses e artigos
publicados em 1992 e 1993.

Nos problemas de dimensionamento e verificagdo de seguranca aos
estados limites dltimos, € mais util ter uma solucdo que garanta o equilibrio do
carregamento do que ter uma solugcdo que garanta uma deformada compativel.
Esta solucdo equilibrada pode ser obtida utilizando elementos finitos de equilibrio.
Além disso, a partir da andlise dual de um modelo de elementos finitos de equilibrio
e de um modelo de elementos finitos compativeis, é possivel obter um majorante
do erro e indicadores de erro elementares. Apesar disto, devido a pouca divulgacdo
dos elementos finitos de equilibrio, nem o refinamento adaptativo de malhas duais
nem a estimagéo de erro e o refinamento adaptativo de malhas de elementos
finitos de equilibrio tém recebido atencdo dos investigadores. Quanto ao
refinamento adaptativo de malhas duais, a Unica aplicacdo conhecida do autor foi
feita a problemas escalares bidimensionais [ODEN et al, 1989]. Tanto quanto é do



conhecimento do autor, ndo foi publicado nenhum trabalho sobre estimacgéao de
erro a posteriori e refinamento adaptativo baseados apenas em formulagcbes de
elementos finitos de equilibrio.

1.2. Objectivos

O objectivo desta tese é estudar a utilizacdo de elementos finitos de
equilibrio na estimacdo de erro a posteriori e no refinamento h-adaptativo, em
problemas estéticos de elasticidade linear.

Neste contexto, pretende-se implementar uma estratégia de refinamento h-
adaptativo baseada na andlise dual de um modelo de elementos finitos de
equilibrio e de um modelo de elementos finitos compativeis. Esta anélise permite
obter um majorante do erro e indicadores de erro elementares.

Nesta tese, propdem-se também varios métodos que permitem efectuar a
estimacao do erro e obter indicadores de erro, com base apenas numa solugéo de
elementos finitos de equilibrio. De entre estes métodos, sera desenvolvido aquele
gue utiliza explicitamente os defeitos de compatibilidade. Nomeadamente,
pretende-se estudar a possibilidade de recorrer a malhas duais para determinar os
valores de alguns coeficientes que fazem parte da expressao do indicador de erro.

Para estes indicadores de erro, pretende-se igualmente implementar uma
estratégia de refinamento h-adaptativo adequada.

Pretende-se desenvolver programas para investigacao e ndo para utilizagéo
corrente. Por esta razado, pretende-se privilegiar a flexibilidade, na definicdo da
geometria dos elementos e na escolha das funcdes de aproximacéo, por exemplo,
em detrimento da eficiéncia computacional na formacao e resolugdo dos sistemas
algébricos.

1.3. Organizacao

No capitulo 2, caracteriza-se o0 problema em analise. Definem-se as
variaveis envolvidas e as relacdes entre elas. Introduz-se parte da notacdo utilizada
nos capitulos seguintes.

No capitulo 3, descrevem-se e caracterizam-se as formulacdes de
elementos finitos utilizadas. Embora parte da secc¢éao relativa a elementos finitos de
equilibrio corresponda a trabalho desenvolvido na dissertacdo de mestrado do
autor [PEREIRA, 1993], apresentam-se diversos desenvolvimentos posteriores.



O capitulo 4 aborda a existéncia de erro nas solugfes de elementos finitos
compativeis e equilibradas. Resumem-se as propriedades do erro dos elementos
finitos compativeis e dos elementos finitos de equilibrio. Estudam-se os defeitos de
compatibilidade nas solucdes de elementos finitos de equilibrio. Parte significativa
deste estudo constitui trabalho original. Estes defeitos de compatibilidade sao
utilizados para calcular alguns dos indicadores de erro para elementos finitos de
equilibrio sugeridos no capitulo 9, nomeadamente aquele adoptado nesta tese.

No capitulo 5, apdés uma panoramica dos varios métodos de melhorar as
solucbes de elementos finitos ja publicados, descreve-se o método utilizado nesta
tese.

No capitulo 6, descreve-se como varia a taxa de convergéncia dos
elementos finitos, para os varios métodos de refinamento.

No capitulo 7, descrevem-se alguns métodos de obter estimadores da
norma energética global do erro, calculados com base na solucdo de elementos
finitos. Este capitulo é relativamente curto, pois a maior parte dos estimadores de
erro sdo calculados com base em indicadores de erro elementares e estes séo
descritos nos capitulos 8 e 9. Um dos métodos descritos neste capitulo, baseado
numa extrapolacédo simultanea de dois conjuntos duais de solu¢des, tanto quanto €
do conhecimento do autor, é original.

O capitulo 8 constitui uma retrospectiva dos métodos para obter indicadores
da norma energética de erro em cada elemento, com base numa solucdo de
elementos finitos compativeis.

A principal contribuicdo original da presente tese encontra-se no capitulo 9,
relativo a indicadores de erro para malhas de elementos finitos de equilibrio.
Descreve-se a obtencdo de indicadores de erro elementares a partir da andlise
dual global. Em seguida, sugerem-se varios métodos para obter indicadores de
erro, com base apenas numa solucdo de elementos finitos de equilibrio, e
descreve-se o indicador adoptado.

O capitulo 10 constitui uma retrospectiva dos indicadores de refinamento
gue nao sao indicadores de erro.

No capitulo 11, indicam-se as varias parcelas do custo total da obtencdo de
uma solugao de elementos finitos e discute-se o conceito de adaptatividade.

No capitulo 12, abordam-se os procedimentos que, com base nos
indicadores de erro, ou nos indicadores de refinamento, associados a uma malha e
num método de refinamento, fornecem a malha seguinte. Apés uma revisao das
estratégias adaptativas ja conhecidas, descreve-se a estratégia utilizada, na qual
0s métodos para detectar as singularidades, com base nas soluc¢des de elementos
finitos, sdo, tanto quanto é do conhecimento do autor, originais.



No capitulo 13, sdo apresentados e discutidos alguns exemplos de aplicacdo
dos estimadores de erro e estratégias de refinamento desenvolvidos nesta tese.
Exemplifica-se o que sucede quando se relaxam as condi¢des de continuidade nos
lados dos elementos. Comparam-se 0s resultados obtidos utilizando diferentes
graus dos elementos finitos; compara-se, também, a estratégia de refinamento de
malhas duais com a estratégia de refinamento de malhas de elementos finitos de
equilibrio.

No ultimo capitulo, o capitulo 14, fazem-se alguns comentéarios finais e
sugerem-se possiveis desenvolvimentos do trabalho apresentado.

Em anexo, faz-se uma breve referéncia ao trabalho ja publicado sobre
refinamento adaptativo de elementos finitos baseados em formulagcbes que néo
fornecem solucgdes equilibradas nem compativeis.

Nos varios exemplos apresentados, o0s resultados obtidos através de
elementos finitos nunca sdo comparados com resultados obtidos a partir de um
modelo fisico. O comportamento € arbitrado como sendo fisicamente e
geometricamente linear. Por estas razdes, ndo se indicou nenhum sistema de
unidades. Contudo, pode-se admitir que 0os comprimentos estdo expressos em
metro e as tensdes em quilopascal.






2. Conceitos basicos da teoria da elasticidade

2.1. Introducéao

Considere-se um dominio Q, delimitado por uma fronteira I' e referido a um
sistema de eixos cartesiano. Seja I', a parte da fronteira onde € imposta a tenséo e
I, a parte complementar, onde sao impostos os deslocamentos.

Considera-se, ao longo deste trabalho, que o material é isotrépico, que as
accOes sdo estéticas e que sdo validas as hipoteses da linearidade fisica e da
linearidade geométrica.

A hipotese da linearidade fisica consiste em assumir para o material um
comportamento elastico linear, ou seja, uma relagdo linear entre tensbes e
deformacdes.

Na hipotese da linearidade geométrica, admite-se que as deformacgdes e 0s
deslocamentos sdo muito pequenos, face a menor dimensdo do corpo. Nestas
condi¢des, a configuracédo deformada confunde-se com a configuracao inicial.

O problema fundamental da elasticidade consiste em determinar os campos
de deslocamentos, de deformacfes e de tensfes em Q, conhecidas as forgas de
massa, os deslocamentos na fronteira cinematica ', e a tensdo na fronteira
estatica I'..

Neste capitulo, sdo definidas as varidveis que surgem na formulacédo deste
problema - deslocamentos, deformacbes, tensbes e forcas de massa - e as
condicdes que as relacionam - compatibilidade, equilibrio e elasticidade. S&o ainda
apresentados os teoremas energéticos que permitem estabelecer a forma como as
solucdes aproximadas convergem para a solugéo exacta.



2.2 CondicOes de compatibilidade

O deslocamento de cada ponto de Q pode ser representado por um vector,
u. As componentes deste vector representam as projec¢des do deslocamento
segundo as direcc¢des do sistema de eixos cartesiano. Em 3D,

l"IX
u=|u, (2.1)
uZ
e, em 2D,
u
"= [ } (2.2)
Uy

O estado de deformagcdo em cada ponto € caracterizado por um tensor
simétrico de segunda ordem, &. Em 3D,

XX 8xy 8xz
(2.3)

8)’X 8)’)/ 8yZ

zX 8zy 7z

e, em 2D,

o= [Exx 8} (2.4)

Por comodidade, define-se y, = 2 ¢; e utiliza-se, em 3D, o vector

XX
8)’)/

g=|"% (2.5)
yxy

yXZ




e, em 2D, o vector

e=le, @9)

As relagdes entre as deformagdes e os deslocamentos podem ser escritas
matricialmente na forma

e=du, (2.7)

onde d é o operador diferencial de compatibilidade, definido, em 3D, por

9 0O O
ox
0 9 0
oy
0O O 9
d = 5 0z (2.8)
— — 0
dy 0x
9 5 9
0z ox
g 0 9
i 0z 0y |
e, em 2D, por
9
ox
d=|0 9 . (2.9)
oy
9 9
| 0y OX |




2.3. Condig0Oes de equilibrio

O campo de forcas de massa existente no dominio pode ser representado
por um vector, f. Em 3D,

fX
f=|f (2.10)
fZ
e, em 2D,
f
f=1] | (2.11)
fy

O estado de tensdo em cada ponto pode ser caracterizado por um tensor de
segunda ordem, o. A componente o, do tensor das tensdes representa a
componente, segundo a direccdo j, da tensdo numa faceta perpendicular a
direccdo i. Em 3D,

XX Xy Xz
2.12
c=|0,, O, O, ( )
O—zx c)-zy O—zz
e, em 2D,
0:[% 0} (2.13)
ny Oyy

Como foi admitida a hipotese da linearidade geométrica, as equacdes de
equilibrio sdo estabelecidas na configuracédo indeformada da estrutura.

Das equacdes de equilibrio de momentos de um elemento infinitesimal,
conclui-se que o tensor das tensdes é simétrico.

Assim, por comodidade, utiliza-se, em 3D, o vector das tensdes
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yy
22 (2.14)
xy

Xz

Q
1
Q a g a a

yz |

e, em 2D, o vector das tensdes

XX

(2.15)

Deste modo, as equacbGes de equilibrio de forcas de um elemento
infinitesimal no interior de Q podem ser escritas matricialmente na forma

d*o+f=0, (2.16)

onde d* é o operador diferencial de equilibrio, adjunto de d. Em 3D,

9 g 0 90
ox dy 0z
d*r=d" = i 0 i 0 i (217)
ay ox 0z
0o o 2 9 9
i 0z 0x 0y |
e, em 2D,
S0
dr=d"=| % 5 ay (2.18)
0o — =
dy OXx
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Na auséncia de for¢cas de massa, f = 0, as equacdes de equilibrio (2.16) sdo
automaticamente satisfeitas se as tensdes forem obtidas a partir das funcdes
geradoras de tensdes, do modo descrito, por exemplo, em [LOVE, 1927].

Em 2D, as tensGes sao obtidas a partir da funcdo geradora de tensdes de
AIRY [1863]:

62
o] | %
o, |= v P(X,Y). (2.19)
Ouy 02
I 6x6y_

Em 3D, as tensGes podem ser obtidas a partir das fun¢des geradoras de
tensdes de MAXWELL [1868]:

i T 2
0 7 o
62 622 6yz
E 0 67
02 2
o e 0
D, (x,y.2), | X |P,(xY,2), 5 |Ps(xy.2) (2.20)
0 0 -
, oxoy
0
0 0x0z 0
2
_ 0 0 0
0yoz | - . i |

ou das funcdes geradoras de tensdes de MORERA [1892]:

12



, _ i} _ il
0 0 0
0yoz
62
0 0
0x0z
2
0 0 aaa
X
107 W,(x,Y,2), 17 W, (X,Y, 2), E g’z W, (x,Y,2). (2.21)
2 0x® 2 0xoy 2 0x0z
1 10° 19
2 axady 2 ay* 2 dyoz
SENCE 1 10
| 2 0x0z | | 2 0yoz | | 20z* |

2.4. CondicOes de fronteira

A fronteira ' do dominio Q considera-se dividida em duas partes. Na
fronteira cinematica, I' , impdem-se os valores dos deslocamentos,

u=u. (2.22)
Na fronteira estatica, I',, impde-se a tenséo,
No-=t. (2.23)

N é uma matriz onde se reunem as componentes do versor da normal
exterior a fronteira ', associadas ao operador d*. Em 3D,

n«n 0 0 npno O
N={0 n O nc O n (2.24)
0 0 n, 0 n Ny

e, em 2D:

N:[”X 0 ”y}_ (2.25)
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2.5. RelagOes constitutivas

As relagbes constitutivas estabelecem a lei que relaciona os campos de
tensdes e de deformagbes. Podem ser apresentadas em termos de flexibilidade ou
em termos de rigidez.

Em termos de flexibilidade,

e=fo+eg, (2.26)

Nesta defini¢éo, g, denota as deformagdes térmicas generalizadas. A matriz f, para
um material isotrépico com modulo de elasticidade E e coeficiente de Poisson v, é
dada por:

1 -v -v 0 0 0
-v 1 -v 0 0 0
le -v -v 1 0 0 0 | (2.27)
E{O0O O 0 2@1+v) 0 0
0O 0 O 0 2(1+v) 0
0 0 O 0 0 2(1+v)|
em 3D;
1 -v 0
f:é v 1 0 | (2.28)
0 0 2@1+v)
em estados planos de tenséo e
1-v®  -v(d+v) 0
f= é —v@A+v)  1-V? o | (2.29)
0 0 2(1+v)
em estados planos de deformacgéo.
Em termos de rigidez,
o=ke-keg,. (2.30)
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Nesta definicdo, k € uma matriz simétrica, positiva definida e designada por matriz
de rigidez. A matriz de rigidez é inversa da matriz de flexibilidade, ou seja:

1-v v 0 0 0
1-v 0 0 0
v 1-v 0 0 0
k= E o o o X2 o o] (2.31)
(1+ v)(1-2v) 2 1- 2y
0 0 0 0 > 0
o 0 0 0 1-2v
L 2 |
em 3D;
1 v O
k:lE2 v 1 0| (2.32)
_V —
2
em estados planos de tenséo e
1-v v 0
- B 1y 1=y o | (2.33)
1+v)(2-2v) 0 0 1-2v

em estados planos de deformacgéo.

2.6. Equacdes de Navier

Com base em (2.7) e (2.30), é possivel escrever as equacdes de equilibrio
(2.16) em termos dos deslocamentos, obtendo as equacdes de Navier,

d*kdu-d ke, +f=0. (2.34)
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A partir de (2.7), (2.30) e (2.23), é também possivel escrever as condi¢des
de fronteira estaticas em termos dos deslocamentos,

Nkdu-Nkeg,=t. (2.35)

Este processo de eliminacdo permite reduzir o nimero de incognitas e de
equacdes do problema.

2.7. EquacOes de St Venant e de Beltrami-Michell

E também possivel formular o problema em termos de tensées, recorrendo
as equacdes de St Venant.

As extensdes obtidas a partir de um campo de deslocamentos cuja terceira
derivada é continua obedecem necessariamente as equacgfes de compatibilidade
de St Venant. Para um dominio simplesmente conexo, estas condicfes sao
também suficientes para ser possivel obter um campo de deslocamentos continuo,
por integracdo de um campo de extensdes cuja segunda derivada é continua.

Em 3D, existem 81 equacdes:

O%e, , 0%, _ 0%, _ 0% _, (2.36)
0x, 0%, 0x0x; 0x;0%  0X,0X,

Contudo, estas equag¢des ou sdo nulas ou séo iguais a uma das seis seguintes:

2 2 2 2
ey 0%, O, 0% _, (2.37)
0x0z o0xdy 0ydz 0X

2 2 2 2
d 8x)/ + 0 8}’2 _ 0 gyy _ 0 8xz :0' (238)
dydz 0xdy O0xdz ody?

2 2 2 2
68XZ+6 €, 0%, 0 8;":0; (2.39)
dyoz 0x0z Oxdy 0z

2 2 2
as;ua s;y_za 8xy20; (2.40)
oy ox oxoy

0% 0°%¢ 0%

XX + ZZ XZ O ’

0z>  ox® 0X0Z -

(2.41)
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2 2 2
Ty 08 0% g (2.42)
0z oy o0yoz

Em 2D, a equacgéo de compatibilidade &

2 2 2
0 egx+6 s;y_za &y _o. (2.43)
ay 0X oxoy

Utilizando as relagdes constitutivas (2.26), é possivel escrever as equacgdes
de compatibilidade em termos de tensdes, obtendo as equacdes de Beltrami-
Michell. E também possivel escrever as condicdes de fronteira cinematicas em
termos de tensbBes. Este processo de eliminacdo permite reduzir o nimero de
incégnitas e de equagbes do problema.

2.8. Principios energéticos
2.8.1. Introducéao

Os principios energéticos desempenham um papel importante na
formulacdo e resolucdo de problemas na area da Mecénica dos Sdlidos. S&o
particularmente importantes na definicdo das condi¢cdes de existéncia e unicidade
das solugcdes e na determinacdo da forma como as solugcdes aproximadas
convergem para a solucdo exacta.

Os principios energéticos que de seguida se enunciam sdo aqueles que
assumem uma maior importancia no contexto deste trabalho. Diversas
generalizacdes destes principios podem ser encontradas no texto de WASHIZU
[1975].

2.8.2. Principio do Minimo da Energia Potencial

O Principio do Minimo da Energia Potencial estabelece que, de entre todos
os campos de deslocamentos cinematicamente admissiveis, aquele que
corresponde a solucao exacta minimiza a energia potencial total do sistema,

m=U-W. (2.44)

Nesta expresséo, U € a energia de deformacao,
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U=JjoT de dQIEJ.oT(E—ee) dQ, (2.45)
Q0 2Q

e W é o trabalho desenvolvido pelas for¢as aplicadas,

W='|.fTudQ+'[tIu dr. (2.46)
Q

It

Uma solucdo € cinematicamente admissivel, ou compativel, quando satisfaz
localmente as equacbes de compatibilidade (2.7) e verifica as condicbes de
fronteira cinematicas (2.22).

O minimo da energia potencial € obtido para um campo cinematicamente
admissivel u tal que

joT(u)(e(uv)- g,) dQ = jfTuV dQ +jt;uv dar, (2.47)

It

para todos os deslocamentos virtuais cinematicamente admissiveis u,. Esta
expressao corresponde ao Principio dos Trabalhos Virtuais.

2.8.3. Principio do Minimo da Energia Potencial Complementar

O Principio do Minimo da Energia Potencial Complementar estabelece que,
de entre todos os campos de tensdes estaticamente admissiveis, aquele que
corresponde a solugdo exacta minimiza a energia potencial complementar do
sistema,

. = U* - W (2.48)

Nesta expresséo, U* é a energia complementar de deformacéo,
U*='”5T do dQIEJ.oT(E+ee) dQ, (2.49)
Qo0 2 Q
e W é o trabalho associado aos deslocamentos impostos,

W = jtTur dar. (2.50)

Tu
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Uma solugdo é estaticamente admissivel, ou equilibrada, quando satisfaz
localmente as equacfes de equilibrio (2.16) e verifica as condi¢cdes de fronteira
estaticas (2.23).

Para qualquer solucéo,

T, + 1. = 0. (2.51)

Portanto, para qualquer campo de deslocamentos compativel, u., e qualquer
campo de tensdes equilibrado, o,

- Te(0,) < - T (u) = T(u) < TH(u,). (2.52)
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3. Formulacdes de elementos finitos
3.1. Introducéo

O conceito em que se fundamenta o método dos elementos finitos é o da
aproximacdo do dominio em analise através de um numero finito de subdominios
de formas simples e dimensdes arbitrarias, os elementos finitos, no interior dos
quais se assumem fung¢des simples para aproximar algumas das variaveis em
estudo. A solucdo aproximada consiste numa combinacéo linear destas funcgdes.
Os pesos desta combinacdo séo calculados através da resolugdo de um sistema
de equacdes algébricas que equivale a uma aproximacdo das equacBes do
problema.

A grande liberdade na discretizacdo do dominio e das func¢des faz com que
o0 método dos elementos finitos possa ser utilizado para resolver praticamente
qualquer problema susceptivel de ser representado matematicamente por
equacbes as derivadas parciais, com quaisquer condicbes de fronteira
[ZIENKIEWICZ, 1988].

Um dado tipo de problemas pode ser abordado de diversas maneiras, o que
leva a que se obtenham varias formulacoes.

A maioria das formulagcdes de elementos finitos para problemas de
elasticidade séo obtidas discretizando, nos elementos, um ou varios dos campos
definidos no capitulo 2: deslocamentos, extensdes e tensdes. Os campos nao
discretizados podem ser obtidos a partir dos outros através das relagcbes (2.7) e
(2.26) ou (2.30). E também possivel discretizar, independentemente das funcées
discretizadas nos elementos, a tensdo ou os deslocamentos nos lados (a palavra
lado designa um lado de um elemento em 2D ou uma face de um elemento em
3D). As funcdes de aproximacgéao utilizadas podem satisfazer, a priori, algumas das
equacOes do problema. A solugdo de elementos finitos é obtida de modo a que as
condicdes ndo satisfeitas a priori sejam aproximadas o melhor possivel, de acordo
com os critérios da formulacdo utilizada. As equacdes do sistema algébrico sdo

21



obtidas a partir das referidas condi¢des, através do método dos residuos pesados
ou de principios variacionais. Vérias formulacdes de elementos finitos deste tipo
podem ser encontradas em [PIAN e TONG, 1969], [ALMEIDA, 1989] e [ALMEIDA e
FREITAS, 1992].

Neste trabalho, sdo apenas considerados elementos finitos compativeis e
elementos finitos de equilibrio. O elementos finitos compativeis sdo baseados em
formulagbes que fornecem solugdes que satisfazem localmente as equagles de
compatibilidade (2.7) e verificam as condi¢cdes de fronteira cinematicas (2.22). Em
3.2.1, descreve-se a formulacdo classica de elementos finitos compativeis, sendo
a formulagéo utilizada neste trabalho descrita em 3.2.2. Os elementos de equilibrio
sado baseados em formulagbes que permitem obter solucdes que satisfazem
localmente as equacgBes de equilibrio (2.16) e verificam as condi¢gbes de fronteira
estaticas (2.23). A formulacdo de elementos finitos de equilibrio utilizada neste
trabalho € descrita na seccéo 3.3.

Embora possam ser utilizados diversos tipos de fungbes de aproximacéo,
neste trabalho sdo apenas consideradas fun¢cbes polinomiais, aquelas que séo
correntemente mais utilizadas.

A utilizagdo e a investigagcdo nos dominios da estimagdo de erro e do
refinamento adaptativo tém sido orientadas quase exclusivamente para o0s
elementos finitos compativeis. No anexo, faz-se uma breve referéncia ao trabalho
ja publicado sobre refinamento adaptativo de elementos finitos baseados em
formulages que ndo fornecem solugdes equilibradas nem compativeis.

3.2. Elementos finitos compativeis
3.2.1. Formulacédo classica

Na formulagéo classica de elementos finitos de deslocamento [TURNER et
al, 1956] [ZIENKIEWICZ, 1988], é apenas discretizado o campo de deslocamentos.
A discretizacéo é feita de modo a satisfazer, a priori, a admissibilidade cinematica.
O campo de deslocamentos é definido, a partir dos valores dos deslocamentos
num certo namero de pontos do dominio, os nés, através de funcdes de
interpolag@o no dominio:

(3.1)

[
1
ASN
(el

(3.2)

c
1
S

(el
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Estas fun¢des de interpolacdo no dominio sédo obtidas a partir de fungdes de
interpolacé@o elementares. Associada a cada no no interior ou na fronteira de cada
elemento, existe uma funcdo de interpolacdo. Esta funcdo é continua, tem valor
unitario no nd respectivo e nulo nos restantes. As componentes do campo de
deslocamentos s@o aproximadas, em cada elemento, através destas funcoes.
Deste modo, o campo de deslocamentos em cada elemento fica univocamente
definido a partir dos valores nodais:

Uice) = y/(e)ai,(e)' (3.3)

Use) = FioyUiey - (34)

As funcdes de interpolacdo no dominio coincidem, em cada elemento, com as
funcdes de interpolagédo elementares:

0= Y, Ox 0Q,. (3.5)

As condicbes de fronteira cinematicas séo satisfeitas impondo os valores
dos deslocamentos dos nos na fronteira cinemética.

O campo de deslocamentos sera continuo desde que, em cada lado entre
dois elementos, as funcdes de interpolacdo de ambos os elementos associadas a
cada n6 assumam valores iguais em todos os pontos desse lado. Para as funcdes
de interpolacdo polinomiais clédssicas, esta condicdo € satisfeita se todos os
elementos tiverem igual nimero de nés em cada lado e cada né pertencer a todos
os elementos que lhe sao adjacentes.

A geometria de cada elemento € normalmente definida a partir das
coordenadas dos nos, utilizando fungcbes de forma polinomiais do mesmo tipo das
utilizadas para os deslocamentos, todas referidas a um elemento mestre cubico ou
tetraédrico em 3D e quadrado ou triangular em 2D. Se as fun¢des de forma forem
exactamente as mesmas, diz-se que o elemento € isoparamétrico.

O sistema algébrico € obtido por aplicacdo dos principios energéticos
referidos em 2.8.1 ou aproximando as equacdes de Navier (2.34) através do
método dos residuos pesados.

Apébs algumas manipulacdes, obtém-se

( [(d@)"k(d (D)dQ)O = [([d@) Kk e,dQ + [@TdQ + [@7t dr, (3.6)

Q
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gue pode ser escrita nha forma compacta:
KGa=F. (3.7)

A matriz de rigidez global, K, pode ser obtida adicionando os termos das
varias matrizes elementares,

Ko = [(d¥%,) k(d¥,)da, (3.8)

Qe

correspondentes a cada um dos deslocamentos nodais.
O vector de forgas nodais equivalentes, F, pode ser obtido adicionando os
termos dos varios vectores elementares,

Fo = [(d¥,) kedQ+ [, TfdQ+ [#,t.dr, (3.9)
Qe) Qee) Fige)

correspondentes a cada um dos deslocamentos nodais.

3.2.2. Formulacéao utilizada
3.2.2.1. Introducéao

Neste trabalho, utiliza-se uma formulagcdo de elementos finitos compativeis
dual da formulacdo de elementos finitos de equilibrio utilizada, que sera descrita
em 3.3.2. Esta escolha facilita o refinamento das malhas, pois garante que o
método de refinamento é igualmente adequado para ambos o0s casos. Além disso,
facilita a programacdo em geral e o célculo dos indicadores de erro duais em
particular, pois a maior parte das subrotinas sdo comuns.

Nesta formulacdo de elementos finitos compativeis [ALMEIDA, 1989]
[ALMEIDA e FREITAS, 1992], a discretizagdo do campo de deslocamentos néo
satisfaz, a priori, a admissibilidade cinematica nos lados dos elementos. Esta sera
imposta através de residuos pesados. Assim, é necessario discretizar, também, o
fluxo de tens&o nos lados dos elementos.
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3.2.2.2. Descrigao da formulacgéo

O campo de deslocamentos no interior de um elemento Q , é discretizado da

0)
seguinte maneira:

Uegy =Ug Ug- (3.10)

U
vector dos parametros de deslocamento (pesos das fungdes de aproximacao de
deslocamento).

As funcdes de aproximacdo dos deslocamentos sdo continuas no interior
dos elementos.

Para impor a compatibilidade entre elementos, é definida uma nova variavel,
0 deslocamento relativo num lado,

€ a matriz das fungbes de aproximagdo dos deslocamentos e U, € o

fy = 2 Mgolp: (3.11)

em que 0 somatorio em i € extensivo aos elementos finitos adjacentes ao lado I" ;.
Para um lado Iy e para cada elemento Q; adjacente a ele, a matriz de
rotagao M , € dada por

@

M, :{ " ny} (3.12)
00 = _n n |
y X
em 2D, e
n, n, n,
Moo =]t by T | (3.13)
tZX tZy tZz
em 3D. Os vectores t, e t, s&o tais que
T -
MooMape =1 (3.14)
e que
= A
> Mo =0, (3.15)
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em gque 0 somatorio em i € extensivo aos elementos Q adjacentes ao lado I',.

Note-se que é também possivel utilizar, para um dos elementos adjacentes
ao lado, M, , = | e, para o outro, M, ., = -I. Nesta alternativa, os deslocamentos
relativos sdo componentes segundo as direc¢cdes dos eixos globais e néo
componentes normais e tangenciais aos lados. Apesar de implicar uma escolha de
sinal arbitraria, esta alternativa € mais simples de utilizar em 3D.

Ha compatibilidade de deslocamentos, num lado entre elementos ou
pertencente a fronteira cinematica se, nesse lado:

0~ o (3.16)
na qual r, e igualaMyu.sel", O, enulosel, OT,.

Se em todos os lados entre elementos ou pertencentes a fronteira
cinemética se verificar (3.16), a solucdo obtida sera cinematicamente admissivel.

O fluxo de tens@o num lado 'y, dum elemento e discretizado do seguinte

modo:
9ep =Gy gu) +Mgatp- (3.17)

G, é a matriz das fun¢Ges de aproximacdo do fluxo de tensdo e g, € o
vector dos parametros de fluxo de tenséo (pesos das funcdes de aproximagao de
=M Serl,Or, t,=0.Seolado

woto wotr
pertencer a uma fronteira mista, as funcoes contidas em G, nao incluem fluxos na
direccéo segundo a qual se impde a tenséo.

Em cada lado I,, as funcbes de aproximacédo do fluxo de tenséo sé&o

fluxo de tensao). Se ', 0TI, g.;, =M

0
utilizadas para impor a condicdo de compatibilidade (3.16) na forma de residuos
pesados

_[G(JT')r(J) dr = ,[G(JT')F(J) dr. (3.18)

o) o)

Note-se que, se num lado pertencente a fronteira do dominio, as funcfes
contidas em G, ndo incluirem fluxos numa dada direcgdo, a equacgao (3.18) ndo
impor& o valor dos deslocamentos nessa direccgéo.

Introduzindo as expressdes (3.10) e (3.11) em (3.18), obtém-se
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Z[J.G(T)M(DOU ()dr]a() = ,[G(JT)F(J) dr, (3.19)

"\ T )

gue pode ser escrita nha forma compacta

> Coally = (3.20)

Em cada elemento Q,, as funcbes de aproximacdo de deslocamento s&o

0}
utilizadas para impor a equacgéo de equilibrio (2.16) na forma de residuos pesados

ju(gd *gdQ + J.U(iT)fdQ:O. (3.21)

Qg Qg
Integrando por partes a primeira parcela, obtém-se

- J@uy)Toda+y JUNGodr+ [uifda=o, (3.22)

Qg ) Qg

em que 0 somatorio em j € extensivo a todas os lados do elemento Q.
Utilizando as expressbes (2.30), (2.7) e (3.10) e ainda, dado que

N;o0 =M em T, (3.17) e (3.14), obtém-se

.
090 0’

_( Uy @uy) dQ]O() * Z[JU(T)M(JT)()G(J) dr]gu) =

Q) P\ T

(3.23)
=-Jugf da- [(du,)ke, d - JUGt, dr,
Qg Qg I T
gue pode ser escrita na forma compacta
Kol + ZC(JT'),(DQ(J) =T =Sen ~ Z E(i),(J) : (3.24)
J J

O sistema algébrico global € obtido reunindo as equacdes de equilibrio
(3.24) de todos os elementos finitos Q, e as equagdes de compatibilidade (3.20) de
todos os lados em que G, # 0. Como € usual nas formulacGes de elementos finitos,
os célculos correspondentes a (3.24) e (3.20) podem ser efectuados elemento a
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elemento e, dentro destes, lado a lado; o somatério é efectuado implicitamente ao
formar o sistema global.

Agrupando os vectores elementares (i, num vector global G, agrupando os

vectores dos lados g, num vector global § e fazendo o mesmo para os restantes

vectores e matrizes nas equactes (3.24) e (3.20), o sistema algébrico pode ser

escrito na forma
K cTlal_|-t-5,-t (3.25)
C 09 r '

Este sistema algébrico pode também ser obtido por aplicacdo do Principio
do Minimo da Energia Potencial, impondo a compatibilidade nos lados através do
método dos multiplicadores de Lagrange. Os multiplicadores identificam-se com os
fluxos de tenséo nos lados.

3.2.2.3. Definigdo das fungdes de aproximacgéo e da geometria dos elementos

Neste trabalho, as funcdes de aproximacdo dos deslocamentos nos
elementos, utilizadas em (3.10), sdo polinomiais. Para haver invariancia em relagéo
ao sistema de eixos, utilizam-se sempre conjuntos de polindmios completos. Em
2D, utilizam-se os monoémios Xy, com i + j < p; o nimero total de funcbes de
aproximacdo dos deslocamentos de grau p é, portanto, (p+1)(p+2). Em 3D,
utilizam-se os monoémios Xy'z*, com i + j + k < p; 0 nimero total de funcbes de

(p+ (P +2)(p +3)
2

Por conveniéncia, utiliza-se, em cada elemento, um referencial local. Este
referencial é paralelo ao referencial global e a sua origem é o centro geométrico do
elemento.

Tal como para as fungdes de aproximacao dos deslocamentos, utilizam-se
conjuntos de polinbmios completos para as funcdes de aproximacéo do fluxo de
tensdo nos lados, utilizadas em (3.17). Em 2D, utilizam-se os monoémios r', com
i < p; o numero total de fungbes de aproximacdo do fluxo de tenséo de grau p €,
portanto, 2(p+1). Em 3D, utilizam-se os mondmios s't, com i + j < p; 0o nimero total

3(p+1(p +2)
5 :

aproximacdao dos deslocamentos de grau p €, portanto,

de funcbes de aproximacédo do fluxo de tenséo de grau p €, portanto,

As coordenadas r e (s,t) sédo coordenadas locais definidas em cada lado.
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Em 2D, o dominio é discretizado em elementos finitos poligonais. Como néo
existe qualquer relacdo entre as fungbes de aproximacdo e a geometria do
elemento, formalmente os elementos podem ter um nimero de lados qualquer.
Pela mesma razéo, os lados podem ser rectos ou curvos.

Em 3D, o dominio é discretizado em elementos finitos poliédricos. Como néo
existe qualquer relacdo entre as fungbes de aproximacdo e a geometria do
elemento, os elementos podem ter um numero de faces qualquer. As faces séo
poligonais, planas ou curvas, podendo formalmente ter um numero de lados
gualquer.

3.2.2.4. Caracteristicas da solucéo

A discretizagdo do campo de deslocamentos definida por (3.10) garante, a
priori, que o campo de deslocamentos vai ser continuo no interior dos elementos.
Portanto, se existir continuidade de deslocamentos nos lados, a solugdo sera
compativel.

Para fungbes de aproximagdao polinomiais, a compatibilidade de
deslocamentos num lado, condi¢édo (3.16), € imposta localmente por (3.18) se, em
G, forem utilizados conjuntos de polindmios completos de grau maior ou igual ao
grau, nas coordenadas locais dos lados, dos deslocamentos devidos a U e u.
Para lados com uma representagdo paramétrica linear, o grau destes
deslocamentos € igual nas coordenadas locais e nas coordenadas globais.
Consequentemente, a condicdo anterior & satisfeita se, em G, forem utilizados
conjuntos de polindmios completos de grau nédo inferior ao grau dos deslocamentos
devidos a U, e u.. Se o grau das fungdes de aproximacao do fluxo de tensao for
inferior ao das funcbes de aproximacdo de deslocamento, ndo existira, em geral,
continuidade local nos lados: a equacdo (3.16) sO serd respeitada em termos
médios. Funcdes de aproximacdo do fluxo de tensdo de grau superior ao das
funcdes de aproximacédo de deslocamento s6 contribuirdo para aumentar o niumero
de dependéncias no sistema algébrico global (3.25), ndo devendo, por isso, ser
utilizadas.

Ao contrario do que acontece na formulacao tradicional de elementos finitos
compativeis, o sistema algébrico global (3.25) pode ser indeterminado e até, para
elementos com um numero elevado de lados e deslocamentos impostos nao nulos,
impossivel. Contudo, a solucéo obtida para o campo de deslocamentos, se existir,
€ Unica. A indeterminacgdo afecta apenas os fluxos de tensao nos lados.

Em 2D, embora se possam utilizar elementos com qualquer nimero de
lados, rectos ou curvos, e quaisquer conjuntos de funcdes de aproximacéo, a
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combinacdo mais adequada para minimizar o namero de dependéncias consiste
em utilizar elementos triangulares com lados rectos, funcdes de aproximacéo dos
deslocamentos completas e fungdes de aproximacéo do fluxo de tensdo completas,
do mesmo grau. Neste caso, a solu¢ao obtida € exactamente a mesma que para 0s
elementos finitos de deslocamento classicos correspondentes. No entanto, podem
existir algumas dependéncias; em cada veértice interior, por exemplo, existe uma
equacdo dependente para cada direccdo, devido a transitividade da continuidade
entre os deslocamentos dos elementos a ele adjacentes.

Em 3D, embora se possam utilizar elementos com qualquer nimero de
faces, faces com qualquer nimero de arestas, planas ou curvas, e quaisquer
conjuntos de funcdes de aproximagdo, a combinacdo mais adequada para
minimizar o numero de dependéncias consiste em utilizar elementos tetraédricos
com faces planas, fun¢des de aproximacgao dos deslocamento completas e funcdes
de aproximacdo do fluxo de tensdo completas, do mesmo grau. Neste caso, a
solucdo obtida é exactamente a mesma que para 0s elementos finitos de
deslocamento classicos correspondentes.

S6 devem ser utilizados lados curvos para discretizar fronteiras curvas.
Nestas, a pequena perda de compatibilidade local devida a utilizacdo de lados
curvos e fungdes do mesmo grau parece ser preferivel as alternativas: utilizar lados
ndo curvos pode envolver um grande erro de discretizacdo do dominio; aumentar o

grau das funcdes de aproximagdo dos deslocamentos leva a ocorréncia de
dependéncias no sistema global.

3.3. Elementos finitos de equilibrio
3.3.1. Introducéao

Os modelos de elementos finitos de equilibrio podem ser obtidos
discretizando o campo de tensdes ou as fungdes geradoras de tensdes de Maxwell
ou de Morera, em 3D, e de Airy, em 2D.

Quando é discretizado o campo de tensfes, esta discretizacdo é feita de
modo a satisfazer, a priori, 0 equilibrio no interior dos elementos. O equilibrio de
tensdo nos lados é imposto através de residuos pesados. Assim, € necessario
discretizar, também, os deslocamentos nos lados dos elementos. A discretizacdo
dos deslocamentos € feita de modo a satisfazer, a priori, apenas as condi¢des de
fronteira cineméticas, ndo existindo continuidade de deslocamentos entre os lados.
A compatibilidade é imposta, de forma aproximada, através de residuos pesados
ou da minimizacdo da energia complementar total. As varidveis do sistema
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algébrico global sdo os pesos das funcbes de aproximacdo das tensdes nos
elementos e os pesos das fungdes de aproximacao dos deslocamentos nos lados
dos elementos [ALMEIDA, 1989]. No entanto, € possivel condensar o sistema, a
nivel elementar, nos pesos das funcbes de aproximacdo dos deslocamentos nos
lados dos elementos [VEUBEKE, 1964] [VEUBEKE, 1965], ficando estes como
Unicas variaveis do sistema algébrico global.

Quando sao discretizadas as funcdes geradoras de tensdes, as varidveis do
problema sdo os valores nodais destas funcdes e, eventualmente, das suas
primeiras derivadas [VEUBEKE e ZIENKIEWICZ, 1967] [RYBICKI, 1971]
[ROBINSON, 1973]. A discretizacdo € feita de modo a satisfazer, a priori, a
admissibilidade estética.

3.3.2. Formulacéao utilizada
3.3.2.1. Introducéao

Nesta formulacdo de elementos finitos de equilibrio [ALMEIDA, 1989]
[ALMEIDA e FREITAS, 1991], discretiza-se directamente o campo de tensodes.
Embora parte desta secc¢éo corresponda a trabalho desenvolvido na dissertacéo de
mestrado do autor [PEREIRA, 1993], apresentam-se diversos desenvolvimentos
posteriores, alguns dos quais foram publicados pelo autor durante a elaboracéo da
presente tese [PEREIRA e ALMEIDA, 1995a] [ALMEIDA e PEREIRA, 1996].

3.3.2.2. Descrigao da formulagéo

O campo de tensGes no interior de um elemento Q, € discretizado da
seguinte maneira:

Oe =Sy Sp + 0o (3.26)

S € a matriz das fungbes de aproximacdo de tensdes, é(i) € o vector dos
parametros de tensdes (pesos das funcdes de aproximagdo de tensdes) e o, €

uma solugao particular.

As equacbes de equilibrio (2.16) sdo automaticamente satisfeitas no interior
dos elementos porque as funcdes de aproximacéo de tensdes sao escolhidas de
forma a serem auto-equilibradas,
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d*S,=0 (3.27)

e a solucao particular é tal que
d*o,,+f=0. (3.28)

Os deslocamentos num lado I' , dum elemento sao discretizados do seguinte
modo:

= \/ v 2
Vewy =V Vo T Vo (3.29)

V,, & a matriz das fungdes de aproximagao de deslocamento e \7(D € 0 vector

dos parametros de deslocamento (pesos das funcbes de aproximacédo de
deslocamento). Se ', O T, v, , =V, =U..Sel, 0l , v, =0.Se o lado pertencer
a uma fronteira mista, as funcdes contidas em V;; nado incluem deslocamentos na
direccéo segundo a qual estes s&o impostos.

Para impor o equilibrio entre elementos, é definida uma nova variavel, a
tensdo num lado,

d5 =D NyoTo (3.30)

em que 0 somatorio em i € extensivo aos elementos finitos adjacentes ao lado I" ;.
Héa equilibrio de tenséo, ou co-difusividade, num lado entre elementos ou
pertencente a fronteira estética se, nesse lado,

¢y =1y (3.31)

na qual t
My O
Note-se que esta condicdo ndo implica continuidade do campo de tensdes
nesse lado. Contudo, as possiveis descontinuidades ndo afectam o equilibrio de
um elemento de volume infinitesimal que seja intersectado pelo lado.
Se se utilizarem funcbes de aproximacao de tensbes que verifiquem a
condi¢ao (3.27) e uma solugao particular o, que verifique (3.28) e se, em todos

4 designada por tenséo aplicada no lado, € igual at. se 'y O T, e nula se

os lados entre elementos ou pertencentes a fronteira estéatica, se verificar (3.31), a
solucéo obtida serd estaticamente admissivel.
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Em cada lado Iy, as funcbes de aproximacado de deslocamento sao
utilizadas para impor a condi¢cdo de equilibrio (3.31) na forma de residuos pesados

J.V(ng’(b dr = ,[V(J)tu) dr. (3.32)

o) o)

Note-se que, se nhum lado pertencente a fronteira do dominio, as funcbes
contidas em V;, nao permitirem deslocamentos numa dada direc¢ao, a equagao
(3.32) ndo impora o valor da tensédo nessa direccao.

Introduzindo as expressodes (3.26) e (3.30) em (3.32), obtém-se

Z [ _[ VoNpoSedl B _[ Vil dr - {,[ VoNpoTog d ] (3.33)

o) o) o)

gue pode ser escrita nha forma compacta

2> Poodo =t =Y tpo- (3.34)

Em cada elemento Q, as funcOes de aproximagao de tensdes sao utilizadas
para impor a condicdo de compatibilidade (2.7) na forma de residuos pesados

[sgedQ = [sjdudQ. (3.35)

Qg Qg
Integrando por partes o segundo termo, obtém-se

[sgeda=~[d*S;) udQ+ 5> [SiNgudr, (3.36)

Q) Qg )

em que 0 somatorio em j € extensivo a todas os lados do elemento Q.

Atendendo a (3.27), o integral em Q, no segundo termo € nulo. Utilizando as
expressdes (2.23) e (3.26) e ainda, dado que u e aproximado por v,, em I,
(3.29), obtém-se

)

_[ J.S(IT)f Sp) dQ]S() + Z[J.S()N(J)()\/(J) dr]

Ql

0 (3.37)
= _[S(l)f Oy dQ + ,[So)se dQ - Z ,[So) ooV dr,

Qg Q) )
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gue pode ser escrita ha forma compacta

~FoSo * Z DoV = €on * €0~ D Voo - (3.38)
J

O sistema algébrico global € obtido reunindo as equacgbes de
compatibilidade (3.38) de todos os elementos finitos Q, e as equagdes de equilibrio
(3.34) de todos os lados em que V;, # 0. Como & usual nas formulagbes de
elementos finitos, os calculos correspondentes a (3.38) e (3.34) podem ser
efectuados elemento a elemento e, dentro destes, lado a lado; o somatério é
efectuado implicitamente ao formar o sistema global.

Agrupando os vectores elementares é(i) num vector global S, agrupando os

vectores dos lados \7(D num vector global v e fazendo o mesmo para os restantes

vectores e matrizes nas equactes (3.38) e (3.34), o sistema algébrico pode ser
escrito na forma

STV (3.39)
t—t

Este sistema algébrico pode também ser obtido por aplicacdo do Principio
do Minimo da Energia Potencial Complementar, impondo o equilibrio nos lados
através de método dos multiplicadores de Lagrange. Os multiplicadores sédo os
deslocamentos nos lados.

3.3.2.3. Condensacao do sistema algébrico

E possivel formar um sistema analogo ao (3.39) para um elemento Qq

5 o] o] o
Dy 0 | Vg ty — o0

Como a matriz F

isolado:

o € sempre definida, pode-se eliminar §;, no segundo bloco

de (3.40), obtendo uma matriz de rigidez elementar,

K —DFlDT

(ONNO RO} (3.41)

34



e um vector de forcas elementares,

A

_ -1a 14
Fo =ty —tog +DyFg'€0n ~DoF e (3.42)

0)
semelhantes aos utilizados na formulagdo classica de elementos finitos
compativeis, embora associados aos deslocamentos dos lados.

Através dum processo igual ao utilizado nessa formulagdo, obtém-se o
sistema algébrico global

KV=F. (3.43)

Uma vez resolvido o sistema, as tensdes em cada elemento Q sao obtidas
a partir de (3.26), com

2 10
Sy =Fo DoV —Fgeog

+F '€ (3.44)

Este processo, utilizado por VEUBEKE [1964], tem a vantagem de fornecer
um sistema algébrico global de menor dimensédo e com uma estrutura semelhante
a do fornecido pela formulacao tradicional de elementos finitos compativeis.

3.3.2.4. Definigao das fungdes de aproximacgéo e da geometria dos elementos

Neste trabalho, as funcdes de aproximacdo de tensdes nos elementos,
utilizadas em (3.26), sdo polinomiais. Para haver invariancia em relagéo ao sistema
de eixos, utilizam-se sempre conjuntos de polinébmios completos [SPILKER et al,
1981].

Para criar o conjunto de funcdes polinomiais obedecendo a (3.27), recorreu-
se as funcbes geradoras de tensfes, descritas em 2.3.

Em 2D, utilizou-se o seguinte procedimento para criar o conjunto de funcdes
de aproximacao de tensdes, auto-equilibradas, de grau p:

mondmios X'y, com2<i+j<p + 2;

1. Gerar os W

2. Usando cada um destes monémios, em (2.19), como uma fun¢édo geradora de

(p+2)(p+6)
2

tensdes de Airy, obter as funcdes de aproximacéo de tensdes.

Para p = 3, obteve-se a seguinte matriz S:
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1 0 i X y i 0 O
0 1 0 | 0 0 | x* 2xy
| |
0 11/0 -x -y 0! 0 -x°
(3.45)
X2 2Xy y? i 0 0 x° 3x’y  3xy? &
y? 0 o | xt 3x’%y  3xy? y? 0 0
-2xy -y’ o ! 0 -x®  -3xy* -3x%y -y° 0

Em 3D, utilizou-se o seguinte procedimento para criar o conjunto de funcdes
de aproximacao de tensdes, auto-equilibradas, de grau p:

(p+3)(p+4)(p+5)
6
2. Usando estes monomios, em (2.20) ou em (2.21), como cada uma das funcdes

geradoras de tensdes de Maxwell ou de Morera, respectivamente, obter

(p+3)(p+4)(p+5)
2

1. Gerar os monomios X'y'zX, comi+j+k<p+2;

fungbes de aproximagéao de tensoes;

3. Seleccionar um conjunto de (p+1)(p;2)(p+6)

funcbes de aproximacgao de

tensdes linearmente independentes.

O nuamero de funcbes de aproximacdo de tensdes, auto-equilibradas, de
grau p é obtido subtraindo, ao nimero de funcbes de aproximacdo de tensdes
obtido a partir da piramide de Pascal de grau p, o nimero de equagbes de
equilibrio obtido a partir da piramide de Pascal de grau p-1:

g PP ;2)(p *3) 5P+ 16)5(p +2) _(p+D(p ;2)(p +6) (3.46)

Para um mesmo conjunto de monomios, as duas fun¢cbes geradoras de
tensdes ddo origem ao mesmo espaco de fungcbes de aproximacao de tensdes,
embora definam bases diferentes. Neste trabalho, utilizaram-se as funcbes de
Morera. Para p = 3, obteve-se a matriz S; que se apresenta de seguida,
transposta:
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2X

2y

-y

27

oz 0 6 o o 0

0

0

0

—-2XZ

-2yz

0

—-2X27

-2yz

N

y
—2Xy

—2Xy

0

XZ
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0 0 4xz 0 -x? —-2Xy
0 0 4yz 0 —-2Xy -y?
0 0 X2 0 0 0
0 0 y? 0 0 0
0 0 Xy 0 0 0
0 0 z° Xy -XZ -yz
0 4xy 0 -x? 0 -2xz
0 4yz 0 —-2Xz 0 -z°
0 x? 0 0 0 0
0 z° 0 0 0 0
0 XZ 0 0 0 0
0 y? 0 -Xy XZ -yz
4xy 0 0 -y? -2yz 0
4xz 0 0 -2yz -z° 0
y? 0 0 0 0 0 (3.47)
z? 0 0 0 0 0
yz 0 0 0 0 0
x? 0 0 -Xy -Xz yz
0 o 0o 0o o« o XX
0 0 0 0 -3xy? y?
x3 0 0 -3x’y /2 -3x’z/2  3xyz
2x%y 0 0 -xy? —-2Xyz y’z
3xy? 0 0 -y*/2 -3y*z/2 0
y° 0 0 0 0 0
2x°z 0 0 —-2Xyz -xz° yz?
4xyz 0 0 -y’z -yz* 0
y’z 0 0 0 0
0 0 0 -3xz° 0 z°
3xz* 0 0 -3yz® 12 -z°1/2 0
yz?® 0 0 0 0 0
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—xzy
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0
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—2Xyz
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0
-3x2% /2
_yzz
0

-3x%y

-3x%z2/2
—2XyZ
-3y®z/2

A solucdo particular a utilizar em (3.26) pode ser obtida fazendo, por

exemplo, as seguintes primitivacdes:

Oop =

—P.(f,)
—P,(f)|,
0

39

(3.48)



em 2D e

, (3.49)

em 3D.

Por conveniéncia, utiliza-se, em cada elemento, um referencial local. Este
referencial é paralelo ao referencial global e a sua origem é o centro geométrico do
elemento.

Tal como para as fun¢cdes de aproximacao de tensodes, utilizam-se conjuntos
de polindbmios completos para funcdes de aproximacdo de deslocamento nos
lados, utilizadas em (3.29). Em 2D, utilizam-se os monémios r', com i < p; 0 nimero
total de fungbes de aproximacdo de deslocamento de grau p é, portanto, 2(p+1).
Em 3D, utilizam-se os mondémios s't, com i + j < p; 0 nimero total de fungdes de

aproximacdo de deslocamento de grau p €, portanto, w As

coordenadas r e (s,t) sdo coordenadas locais definidas em cada lado.

Tal como para a formulacédo de elementos compativeis, em 2D, o dominio é
discretizado em elementos finitos poligonais. Como nao existe qualquer relagéo
entre as funcbes de aproximagdo e a geometria do elemento, formalmente os
elementos podem ter um nimero de lados qualquer. Pela mesma razéo, os lados
podem ser rectos ou curvos.

De modo semelhante, em 3D, o dominio é discretizado em elementos finitos
poliédricos. Como néo existe qualquer relagdo entre as funcdes de aproximacao e
a geometria do elemento, os elementos podem ter um nimero de faces qualquer.
As faces sdo poligonais, planas ou curvas, podendo formalmente ter um nimero de
lados qualquer.

3.3.2.5. Caracteristicas da solucéo

A discretizacdo do campo de tensdes definida por (3.26) garante, a priori,
que a solugdo vai satisfazer as equacdes de equilibrio (2.16) no interior dos
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elementos. Portanto, se existir equilibrio local de tensédo nos lados, a solugédo sera
equilibrada.

Para fungbes de aproximacédo polinomiais, o equilibrio local de tensdo num
lado, condicdo (3.31), € imposto localmente por (3.32) se, em V,,, forem utilizados
conjuntos de polinbmios completos de grau nao inferior ao grau, nas coordenadas
locais dos lados, da tensao devida a S;, o0,, € t. Para lados com uma
representacdo parameétrica linear, o grau desta tensdo € igual nas coordenadas
locais e nas coordenadas globais. Consequentemente, a condi¢cdo anterior €
satisfeita se, em V;, forem utilizados conjuntos de polinémios completos de grau
maior ou igual ao grau da tensdo devida a S, g, e t.. Se o grau das fungdes de
aproximagao de deslocamento for inferior ao das fungbes de aproximacao de
tensBes, ndo existira, em geral, equilibrio local nos lados: a equagéo (3.31) so sera
respeitada em termos médios. Funcfes de aproximacédo de deslocamento de grau
superior ao das fungbes de aproximacao de tensdes sO contribuirdo para aumentar
0 numero de dependéncias no sistema algébrico global (3.39), ndo devendo, por
isso, ser utilizadas.

S6 devem ser utilizados lados curvos para discretizar fronteiras curvas.
Nestas, a pequena perda de equilibrio local devida a utilizacdo de lados curvos e
funcbes do mesmo grau parece ser preferivel as alternativas: utilizar lados n&o
curvos pode envolver um grande erro de discretizagdo do dominio; aumentar o
grau das funcdes de aproximagdo dos deslocamentos leva a ocorréncia de modos
espurios.

A equacdo (3.37) s6 impbe a compatibilidade em termos médios. Se forem
utilizadas fungbes de aproximagdo de tensbes constantes ou lineares, as
extensodes, calculadas a partir das tensdes em cada elemento, correspondem a um
campo de deslocamentos continuo em cada elemento mas, normalmente,
descontinuo de elemento para elemento. Se forem utilizadas funcdes de
aproximacao de tensdes de grau superior, ndo sera possivel, em geral, obter um
campo de deslocamentos, em cada elemento, para o qual as extensdes sejam
iguais as calculadas a partir das tensoes.

Ao contrario do que acontece na formulacao tradicional de elementos finitos
compativeis, o sistema algébrico global (3.39) pode ser impossivel ou
indeterminado. Contudo, a solu¢do obtida para o campo de tensdes, se existir, €
Gnica. A indeterminacdo afecta apenas os deslocamentos nos lados, através dos
chamados modos espurios ou spurious kinematic modes.

Em 2D, embora se possam utilizar elementos com qualquer nimero de
lados, rectos ou curvos, e quaisquer conjuntos de funcdes de aproximacéo, a
combinacdo mais adequada para obter solugbes localmente equilibradas com um
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minimo de modos espurios consiste em utilizar elementos triangulares com lados
rectos, funcdes de aproximacao de tensbes completas e funcbes de aproximacéao
de deslocamento completas, do mesmo grau.

Para um elemento triangular isolado, o nimero de modos espurios é igual a:
0, parap =0; 2, para p = 1; 3, para p = 2 [VEUBEKE, 1980] [MAUNDER e
ALMEIDA, 1996b]. Este modos espurios sdo devidos a existéncia de campos de
tensdo nos lados, de grau p, que satisfazem as equagBes de equilibrio global do
elemento finito, mas que néo respeitam as condi¢des de equilibrio de momentos de
um elemento infinitesimal localizado num vértice do elemento finito.

Embora o elemento triangular de grau zero ndo possua modos espurios,
juntar, numa malha, elementos deste tipo gera, geralmente, varios modos espurios.
Em muitos casos, ndo é possivel obter uma solugcdo para o sistema algébrico
global. Este fendmeno é devido ao facto de este elemento s6 ter dois
deslocamentos em cada lado, pelo que bloquear os deslocamentos de um lado nao
é suficiente para impedir os deslocamentos de corpo rigido de um elemento. Deste
modo, alguns elementos da malha, ou alguns conjuntos de elementos, podem ter
deslocamentos de corpo rigido, sem que nenhum elemento se deforme.

Pelo contrério, juntar, numa malha, elementos triangulares de grau igual ou
superior a um elimina a maior parte dos modos espurios. A experiéncia mostra que
€ quase sempre possivel obter uma solugéo.

Igualmente, em 3D, embora se possam utilizar elementos com qualquer
namero de faces, faces com qualquer nimero de arestas, planas ou curvas, e
guaisquer conjuntos de funcbes de aproximacdo, a combinacdo mais adequada
para obter solu¢des localmente equilibradas com um minimo de modos espurios
consiste em utilizar elementos tetraédricos com faces planas, funcdes de
aproximagao de tensbes completas e funcbes de aproximacao de deslocamento
completas, do mesmo grau.

Para um elemento tetraédrico isolado, o nimero de modos espurios € igual
a0, parap=0e9, para p = 1. Conjectura-se que o niumero de modos espurios
seja igual a 6(p+1), para p = 2, o que foi j& confirmado para p < 4. Este modos
espurios sdo devidos a existéncia de campos de tensdo nas faces, de grau p, que
satisfazem as equacbes de equilibrio global do elemento finito, mas que né&o
respeitam uma das condicbes de equilibrio de momentos dos elementos
infinitesimais localizados ao longo duma aresta do elemento finito. Em cada aresta,
este desequilibrio de momentos é um polinémio de grau p, o0 que leva a conjectura
referida.

Embora o elemento tetraédrico de grau zero ndo possua modos espurios,
juntar elementos deste tipo numa malha gera, geralmente, varios modos espurios.
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Em muitos casos, ndo é possivel obter uma solucdo para o sistema algébrico
global. Este fendmeno é devido ao facto de este elemento sé ter trés
deslocamentos em cada face, pelo que bloguear os deslocamentos de uma face
ndo é suficiente para impedir os deslocamentos de corpo rigido de um elemento.
Deste modo, alguns elementos da malha, ou alguns conjuntos de elementos,
podem ter deslocamentos de corpo rigido, sem que nenhum elemento se deforme.

Pelo contrério, juntar elementos tetraédricos de grau igual ou superior a um
numa malha elimina a maior parte dos modos espurios. A experiéncia mostra que é
guase sempre possivel obter uma solugéo.

3.3.2.6. Eliminagdo dos modos espurios

Uma maneira de garantir a existéncia de solugcdo para o sistema algébrico
global (3.39) consiste em utilizar superelementos. Todos eles sdo constituidos por
elementos com funcdes de aproximagcao de tensdes completas e funcdes de
aproximacgao de deslocamento completas, do mesmo grau.

Em 2D, tém sido utilizados os superelementos triangular e quadrilatero.

O superelemento triangular [SANDER, 1971] é constituido por trés
tridangulos, convergindo num vértice comum. As funcdes de aproximacdo devem
ser de grau ndo inferior a um. Este superelemento garante também que a solugéo
€ Unica. A existéncia e unicidade da solu¢é@o nao é afectada se os lados exteriores
forem curvos.

O superelemento quadrilatero [SANDER, 1971] € constituido por quatro
tridangulos, convergindo num vértice comum. Estes triangulos sdo obtidos por
divisdo do quadrilatero pelas diagonais. As funcdes de aproximacdo podem ser de
qualquer grau. Este superelemento tem um modo espurio interno, que nao €
excitavel pelo carregamento. Se o vértice interior ndo estiver localizado no
cruzamento das diagonais, duas situagdes podem ocorrer: para elementos de grau
zero ou um, o modo espurio é excitavel pelo carregamento; para elementos de
grau superior a um, ndo existe nenhum modo espurio, mas a estatia interior diminui
uma unidade [MAUNDER e ALMEIDA, 1996a].

Em 3D, podem utilizar-se os superelementos tetraédrico e hexaédrico.

O superelemento tetraédrico [LADEVEZE et al, 1986] & constituido por
quatro tetraedros, convergindo num vértice comum. As fun¢cbes de aproximacao
devem ser de grau néo inferior a um. Este superelemento garante também que a
solucdo é unica. A existéncia e unicidade da solugdo ndo é afectada se as faces
exteriores forem curvas.
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O superelemento hexaédrico é constituido por vinte e quatro tetraedros
convergindo num vértice comum, conforme representado na figura 3.1. Este vértice
deve estar localizado no cruzamento das diagonais do hexaedro. No cruzamento
das diagonais de cada face do hexaedro existe também um vértice, comum a
quatro tetraedros. Este superelemento tem véarios modos espurios, alguns dos
guais afectam as faces do superelemento, pelo que ndo é tao utii como o seu
analogo bidimensional.

Figura 3.1 - Superelemento de equilibrio hexaédrico.

No caso de o sistema algébrico global ser obtido como descrito em 3.3.2.3,
a partir das matrizes de rigidez dos elementos, pode ser formada uma matriz de
rigidez do superelemento. Os deslocamentos dos lados interiores do
superelemento podem ser condensados estaticamente, reduzindo as variaveis do
sistema algébrico global aos deslocamentos dos lados exteriores.
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3.3.2.7. Exemplo ilustrativo

Como exemplo ilustrativo, considere-se a consola cubica, sujeita a uma
pressdo uniforme aplicada na sua face superior, representada na figura 3.2.

A peca é discretizada através de um superelemento hexaédrico com
funcBes de aproximacdo de grau zero. Neste caso particular, teria sido possivel
obter uma solugdo, mesmo sem ter colocado o vértice interior no cruzamento das
diagonais do superelemento e o vértice interior de cada face no cruzamento das
diagonais da face. No entanto, se a consola tivesse secc¢do variavel, por exemplo,
ja nao teria sido possivel obter uma solu¢cdo, com um superelemento de grau zero,
sem colocar os vértices nas referidas posicoes.

y/\

E=1.0
v vV =0.25

NANAAN
o

Figura 3.2 - Consola cubica.

Na figura 3.3, representam-se as componentes do campo de tensdes obtido
com esta discretizacdo. A solucdo, apesar de grosseira, € equilibrada em todos os
pontos, 0 que ndo acontece com a solucdo obtida com vinte e quatro elementos
compativeis de grau um, representada na figura 3.4.



