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UM MODELO DE ELEMENTOS FINITOS DE EQUILÍBRIO
PARA ELASTICIDADE TRIDIMENSIONAL

Resumo

Nesta dissertação, apresenta-se um modelo de elementos finitos de

equilíbrio para a análise de problemas estáticos de elasticidade linear em

sólidos tridimensionais.

O modelo implementado discretiza o campo de tensões nos elementos e

o campo de deslocamentos nas fronteiras. Em geral, permite obter soluções

estaticamente admissíveis.

Conjugando os resultados com os de um dos diversos modelos de

elementos finitos de compatibilidade existentes, é possível obter limites para a

energia da solução exacta e um majorante do erro em energia.

O sistema governativo associado ao modelo apresentado é um sistema

de equações lineares, simétrico, normalmente de grandes dimensões,

altamente esparso e com equações linearmente dependentes. Para o resolver,

é necessário um programa apropriado.

A apresentação dos resultados é feita em projecção axonométrica,

recorrendo a uma biblioteca de rotinas gráficas.

O modelo proposto é utilizado na resolução de vários problemas,

utilizando diversas combinações de funções de forma e de geometrias dos

elementos, permitindo uma discussão das propriedades das soluções.
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AN EQUILIBRIUM FINITE ELEMENT MODEL FOR
THREE-DIMENSIONAL ELASTOSTATICS

Abstract

An equilibrium finite element model for the analysis of static linear elastic

problems in three-dimensional solids is presented.

In this model, both the stress field inside the elements and the

displacement field on the boundaries are discretized. Statically admissible

solutions can usually be obtained.

Bounds for the energy of the exact solution and an upper bound for the

energy error can be obtained by using these results together with those of one of

the several existing compatible finite element models.

The governative system associated to the model presented in this work is

a symmetric linear equation system, usually of large dimensions, highly sparse

and with linearly dependent equations. An appropriate program is needed to

solve this system.

The results are presented in axiometric projection, using a graphic library.

The proposed model is used to solve different test problems, with several

combinations of shape functions and element geometries. Based on these

results, a discussion of the properties of the solutions is made.
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Notação

D : Operador diferencial de compatibilidade;

D* : Operador diferencial de equilíbrio;

D : Operador de equilíbrio nas fronteiras;
�

e t  : Deformações térmicas generalizadas;

E : Módulo de elasticidade do material;

f : Matriz de flexibilidade infinitesimal;

F : Matriz de flexibilidade dos elementos finitos;

f : Vector das forças de massa;

J : Área do elemento de superfície;

kS : Matriz de rigidez infinitesimal de um apoio elástico;

K : Matriz de rigidez dos apoios elásticos;

n : Versor da normal à face;

N : Normal exterior aos elementos;
�

s  : Parâmetros de tensão;

S : Matriz das funções de forma de tensão;

S : Fronteira do domínio ou dos elementos;

Su : Fronteira cinemática;

Sσ : Fronteira estática;

tS : Tracções impostas na fronteira estática;

t  : Tracções aplicadas nas faces;

u : Deslocamento de um ponto;

uS : Deslocamentos impostos na fronteira cinemática;

U : Energia de deformação;

U* : Energia complementar de deformação;

Uc : Energia de deformação de uma solução compatível;

Ue : Energia de deformação de uma solução equilibrada;

v : Deslocamentos das fronteiras dos elementos;

v  : Deslocamentos impostos nas faces;
�

v  : Deslocamentos impostos generalizados;
�

v  : Parâmetros de deslocamento;

V : Matriz das funções de forma de deslocamento nas fronteiras;

V : Domínio sólido tridimensional;

W : Trabalho das forças aplicadas;

vi



W* : Trabalho dos deslocamentos impostos;
εε : Vector das deformações;

εεt : Vector das deformações térmicas generalizadas;

ϕϕ : Tracção numa face entre elementos;

πC : Energia potencial complementar;

πP : Energia potencial total;

ν : Coeficiente de Poisson do material;

σσ : Vector das tensões;

σσ00 : Solução particular;

Ψ : Função de tensão de Morera.
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