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1. Introducao

Diversos problemas com importancia para a Engenharia podem ser descritos em termos de
equacgdes com derivadas parciais. Com excepg¢ao de alguns casos particulares, ndo é possivel
obter uma solugdo analitica exacta para estes problemas. O Método dos Elementos Finitos &,
actualmente, o método numérico mais utilizado para obter solucdes aproximadas para este
tipo de problemas.

Diversos exemplos de problemas deste tipo podem ser encontrados em Engenharia Civil. No
campo da Engenharia de Estruturas, podem citar-se, entre outros, os problemas de
elasticidade linear em placas, lajes, cascas e s6lidos tridimensionais.

A generaliza¢do de meios de cdlculo automético potentes tem possibilitado o recurso cada vez
mais frequente ao Método dos Elementos Finitos. Dado o cardcter aproximado das solucdes
fornecidas por este método, o desconhecimento dos seus fundamentos pode conduzir a
resultados desastrosos na sua aplicacdo, como sucedeu no caso da perda da plataforma
petrolifera Sleipner A, na Noruega, com um custo de cerca de 700 milhdes de ddlares.

Por esta razdo, o futuro Licenciado em Engenharia Civil, com o Perfil de Estruturas e
Construcgdo, tem necessidade de aprender os fundamentos do Método dos Elementos Finitos.

Dos problemas de Engenharia de Estruturas anteriormente citados, os mais faceis para uma
introducdo ao Método dos Elementos Finitos sdo os de placas, nas quais se admite um estado
de tensdo plano.

Embora as formula¢des ndo convencionais do Método dos Elementos Finitos apresentem
diversas vantagens, a formulacdo convencional de Elementos Finitos de deslocamento
compativeis € a mais simples e, actualmente, a mais utilizada em aplicagdes praticas.

Dado que se destinam a uma introducdo ao Método dos Elementos Finitos, no ambito da
disciplina de Andlise de Estruturas II, estes apontamentos incidirdo quase exclusivamente
sobre a aplicacdo de Elementos Finitos de deslocamento compativeis na andlise de estados de
tensao planos em elasticidade linear.

E de notar que a utilizacio desta formulacdo do Método dos Elementos Finitos na andlise
elastica linear de sodlidos tridimensionais ndo apresenta dificuldades tedricas adicionais.
Contudo, quer a exposicdo, quer a aplicagdo pratica, sdo substancialmente mais laboriosas.
Por esta razdo, este tipo de problemas serd apenas brevemente mencionado nestes
apontamentos.

Por sua vez, a utilizacdo do Método dos Elementos Finitos na Analise Elastica Linear de
Lajes é abordada noutro volume de apontamentos de Andlise de Estruturas II.



2. Conceitos Basicos de Teoria da Elasticidade para Estados Planos de Tensao

De acordo com a NP-761, uma placa é uma peca laminar plana sujeita a esforcos existentes
apenas no seu plano médio. Considere-se que a espessura da placa é constante € que o seu
plano médio € o plano xy. Admitam-se como vdlidas as hipéteses: 0, = 0, = 0; = 0; 0y, Oy €
Oy, N30 variam com z. Entdo, a andlise da placa reduz-se a andlise de um Estado Plano de
Tensao, o qual constitui um problema bidimensional.

Neste capitulo, apresentam-se as relacdes fundamentais (compatibilidade, constitutivas e
equilibrio) para problemas de elasticidade linear em Estados Planos de Tensdo, que se

supordo representar placas de espessura constante.

Como exemplo, utilizar-se-a4 o dominio bidimensional £2 representado na figura 2.1.
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Figura 2.1

Na fronteira cinemadtica /,, impdem-se os valores dos deslocamentos. Neste exemplo,

considera-se que o lado se encontra encastrado, o que corresponde a impor um valor nulo para
os deslocamentos dos pontos de /,,.

X
{0} , representado na figura 2.2.
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Considere-se o campo de deslocamentos u :[ '

Este campo de deslocamentos é compativel, dado que:
- € continuo em todo o dominio;

: : L : 0 _
- satisfaz as condicdes de fronteira cinemdticas, uma vez que u(0,y)= {0} =u.



Figura 2.2

Admitindo como vélida a hipdtese dos pequenos deslocamentos, as relagdes deformacdes-
deslocamentos sao

E=Au,

onde €¢é um vector que agrupa as componentes independentes do tensor das deformacgdes,

cujo significado fisico se representa na figura 2.3, e A é o operador diferencial de
compatibilidade,

9
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A= 0 —
dy
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gx dx I

dx
Figura 2.3



£, (x, y) 1
Para o campo de deslocamentos anterior, o campo de deformagdes € £=| €, (x,y) |=|0].

7/xy ('x’ y ) O

Admitindo um comportamento fisicamente linear, as relacdes constitutivas ou relacdes
tensoes-deformacoes sao

o=Deg,
onde o é um vector que agrupa as componentes independentes do tensor das tensoes,

o, (x.y)

cujo significado fisico se representa na figura 2.4. Admitindo a isotropia do material, o
operador D ¢ dado por

1 v 0
p=—"_\v 1 0o |
1-v
0 0 (1-v)2

onde E é o médulo de elasticidade, ou médulo de Young, e v € o coeficiente de Poisson.

< <
— =

Figura 2.4

o (x,y) 100/96
Para o campo de deformagdes anterior, o campo de tensdes € o=| O, (x,y) |=E| 20/96

o, (xy) 0

As forcas de massa e as tensdes na fronteira que sao equilibradas por um determinado campo
de tensdes sdo obtidas recorrendo as relacdes de equilibrio. Tendo sido admitida como valida
a hipétese dos pequenos deslocamentos, estas relacdes podem ser estabelecidas na
configuracdo indeformada da estrutura.



X,
O campo de tensdes equilibra o vector de for¢as de massa f :LCX( y)}’ se verificar a
y X,y
equacdo de equilibrio
Ao+ f=0,

onde o operador diferencial de equilibrio A" é o transposto do operador de compatibilidade A
anteriormente definido.

X
}, numa faceta com

t
As componentes do tensor das tensdes equilibram as tensdes ¢ :[t
v

X

normal exterior unitiria n :{ }, se verificarem as equagdes de equilibrio

n,

t,=0.n +0o,n,
t,=0.n,+on,

X 0
Para o campo de tensdes anterior, o campo de forcas de massa é f = B: E yﬂ = {0} .
y Y

Para a placa representada na figura 2.1, as normais exteriores unitdrias sdo as indicadas na
figura 2.5(a). As tensdes aplicadas na fronteira estdtica /; estdo indicadas na figura 2.5(b),
bem como as reac¢des na fronteira cinemaética.

20 E/96
T n=l -1, 50 V2 E/96

- /
n=\2/2 /

n= o 100 E/96 /

(a) (b)
Figura 2.5
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Portanto, o campo de deslocamentos inicialmente considerado € a solug¢do exacta para a placa
da figura 2.1, quando as forcas de massa aplicadas sdo nulas e as tensdes aplicadas sao:

_ . (x1) 0 .
t(x1)=]_ = E , no bordo horizontal e
i,(x1)| 20796



()= Fx (m)} B { 5032/96

= E , no bordo inclinado.
~1042 /96}

. u,(x,y)] [0
Considere-se agora o campo de deslocamentos u = ( = .
X

u, X

Como exercicio, o leitor poderd verificar que este campo de deslocamentos satisfaz as
condi¢des de compatibilidade, que corresponde a deformada representada na figura 2.6(a),
que as correspondentes deformagdes e tensdes sao

0 0
E=|0|le o= 0 |E, respectivamente,
1 40/96

que as forcas de massa sdo nulas e que as tensdes na fronteira sdo as representadas na
figura 2.6(b).

| 40 E/96
20 V2 E/96
40 E/96
202 E/96
(a) (b)
Figura 2.6



3. Calculo de Solucoes Aproximadas

Considere-se o problema representado na figura 3.1.

y/AN
AN
Estado Plano de Tensao
E constante (kN/mz)
1 m
v=0.2
\/
X
| ~]
[ 1
1m
Figura 3.1

A solucdo exacta do problema satisfaz simultaneamente as condi¢des de compatibilidade, as
relagdes constitutivas e as condicdes de equilibrio. Contudo, ndo € possivel, com um nimero
finito de parcelas, obter a expressdao analitica da solucdo exacta deste problema. Portanto, é
necessario obter uma solu¢do aproximada. Esta solu¢do poderd satisfazer de forma exacta
algumas das condi¢Oes anteriores, mas s0 ird satisfazer as outras de forma aproximada.

A alternativa mais simples consiste em procurar uma solu¢do aproximada que seja
compativel. Para este problema, poderemos considerar uma combinacdo linear dos campos de
deslocamentos usados no capitulo anterior:

u=¥(x)d =% (x,y) svz(x,y)]Bl}, onde yfl(x,y)zm e Wz(x,y)z{o]

2 X

Quaisquer que sejam os valores de d; e de d,, o campo de deslocamentos é compativel. Estes
valores representam os deslocamentos do vértice livre do tridangulo, conforme se pode
observar na figura 3.2, na qual se representam igualmente as deformadas correspondentes a
valores unitdrios de cada um dos referidos deslocamentos.



Figura 3.2

Deste modo, variando os valores de d; e de d,, € possivel reproduzir todos os campos de
deslocamentos lineares e compativeis. No capitulo seguinte, ver-se-4 que estes campos de
deslocamentos correspondem aos de um elemento finito de 3 nds, com as necessdrias
condic¢des de apoio.

As correspondentes deformagdes sao
E=A¥Yd=e=Bd,comB=A ¥

1 0
Neste caso, B=|0 0].
0 1

Por sua vez, as tensdes sao

o=DBd.
100/96 0
Neste caso, DB =FE| 20/96 0
0 40/96

Para qualquer das deformadas da figura 3.2, as for¢as de massa sdo nulas. Para cada uma das
deformadas, as tensdes na fronteira estatica sdo as representadas na figura 3.3.
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d=1,d=0 d,=1,d =0

20 E/96 502 E/96 40 E/96 202 E/96
10 V2 E/96 202 E/96
Figura 3.3

Combinando as tensdes representadas na figura 3.3, ndo € possivel obter na fronteira estética
tensoes iguais as do carregamento representado na figura 3.1, quaisquer que sejam os valores
de d; e de d,.

No entanto, € possivel calcular valores de d; e de d; tais que o trabalho das for¢as de massa e
das tensOes na fronteira estdtica seja igual ao trabalho do carregamento, tanto para os
deslocamentos da primeira deformada da figura 3.2 como para os deslocamentos da segunda
deformada da mesma figura. Ou seja, € possivel calcular d; e d, resolvendo o sistema:

jsvalqusth dr jsvade+jyﬂt dr jyﬂfdg+jstﬂtdr

jsvaldQ+jsth dr jsvazd.Q+jsth d]“{ 1} jstﬂfdg+jstﬂtdr

As forcas de massa e as tensdes na fronteira estatica foram calculadas a partir do campo de
tensdes no interior, no capitulo 2. Estes célculos sdo normalmente evitados, dado que o
Principio dos Trabalhos Virtuais (P.T.V.) permite substituir o trabalho das forcas com os
deslocamentos pelo trabalho das tensdes com as deformacdes. Obtém-se assim o sistema

[(aw) D(aw)i2 [(A®,) D(AP,)de jyﬂf dQ+ jyﬂt dr

Q Q dl
j(Asvz)TD(Asvl)dg J'(ASPZ)TD(ASP)d.Q{ } jsvadg+jsthdr

Q2 Q2 I
o qual pode ser escrito na forma

Kd=F,com K=[B'DBdQ ¢ F = [¥' fdQ+[¥"tdl".
0 0Q

1

Nesta forma, verifica-se que este sistema € o que teria de ser resolvido para minimizar a
energia potencial total, dentro dos campos de deslocamentos lineares e compativeis:
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minll, :min(%dTKd—dTFj:aa%:Oz Kd-F =0.

O 100/96 0
100 E [100 0
este exemplo, K = ydx = ——
N lo, K E[20/96 0 |dyd
2o o0 1 0 40

192
0 40/96

 F mq{o 0}{01}1“/6} KN/,

A matriz K € uma matriz de rigidez e o vector F € um vector de forcas. Os respectivos termos
podem ser imaginados como forcas aplicadas segundo d; e d>, como se pode observar na
representacao grafica do sistema de equagdes que se apresenta na figura 3.4.

KZI /‘\ KZZ /‘\ Fz/r
K K

11 12 1

} (kN/m?)

xd, + xd. =

1 2

Figura 3.4

O sistema de equagOes anterior tem a mesma forma do sistema de equacdes do Método dos
Deslocamentos para estruturas reticuladas, estudado na disciplina de Anélise de Estruturas 1.

Contudo, as forcas representadas na figura 3.4 sdo ficticias. Sdo forgas equivalentes as reais,
mas apenas no sentido de produzirem o mesmo trabalho para cada uma das deformadas da
figura 3.2. As forgas reais correspondentes as deformadas da figura 3.2 sdo as tensdes
representadas na figura 3.3 e o carregamento real € o representado na figura 3.1. Nas
estruturas reticuladas, os termos da matriz K sdo as forcas reais correspondentes as
deformadas.

Além disso, nas estruturas reticuladas, cada deformada é a deformada real quando um
deslocamento independente € unitirio e os restantes sdo nulos. Em contrapartida, as
deformadas representadas na figura 3.2 sdo as deformadas quando um deslocamento nodal é

unitdrio e o outro € nulo e, adicionalmente, os deslocamentos sdo restringidos a funcdes
lineares.

Finalmente, no caso das estruturas reticuladas, existe uma solucdo particular exacta e os
termos dos vectores de forcas sao forcas reais, o que nio acontece no caso da figura 3.4.

Portanto, ao contrario do que sucede com as estruturas reticuladas, é natural que o sistema de

equacgdes anteriormente obtido possa fornecer para d; e d, valores diferentes dos exactos. E o
que ird suceder neste caso.

12



d 0
Resolvendo o sistema de equagdes, obtém-se d =| ' |= 1 (m).
d, -0.8 |E

O correspondente campo de deslocamentos é u =¥d ={ 0.8 }% (m).
-0.8x

0
Por sua vez, o campo de tensdes é o =DBd = 0 KN/m?”.
—0.3333

Estes campos encontram-se representados na figura 3.5. A solucdo é compativel mas nao
respeita as condi¢gdes de fronteira estéticas.

Por exemplo, na fronteira y = 1, existe um desequilibrio de tensdes

BRI R

13



1000 1.000

1.0 1.000

Oy Oy

1000

-1.000

Figura 3.5
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4. Método dos Elementos Finitos
4.1. Métodos para melhorar a aproximacao

Na figura 4.1, representa-se uma solu¢do muito préxima da solug¢do exacta, para o problema
considerado no capitulo anterior.

1000 -1.000

Oy Oy

-1.000

Figura 4.1
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Utilizando a solucdo representada na figura 4.1 como referéncia, a solucdo aproximada
representada na figura 3.5 tem um erro relativo médio no campo de tensdes de 80%. Assim, €
uma aproximag¢do demasiado grosseira. Portanto, é necessario refinar a aproximacao.

Em lugar de utilizar uma funcdo linear em todo o dominio para aproximar cada componente
do campo de deslocamentos, uma alternativa consiste em dividir o dominio em subdominios
e, embora garantindo a continuidade de deslocamentos entre eles, utilizar uma fun¢do linear
separada em cada um. Estes subdominios constituem os elementos finitos.

A solugdo obtida no capitulo anterior correspondia a utilizacdo de 1 elemento finito de 3 nos,
conforme representado na figura 4.2(a). Na figura 4.2(b) representa-se uma discretizacdo do
dominio em 4 elementos finitos de 3 nds. Este método de refinamento € designado por

refinamento 4.
N M
) 4

1 1

(a) (b)
Figura 4.2

As deformadas correspondentes a cada um dos 6 deslocamentos nodais da malha de 4
elementos finitos estdo representadas na figura 4.3. Em cada elemento, os deslocamentos sao

obtidos por interpolagdo linear, a partir dos deslocamentos dos nés desse elemento.

Como se pode verificar em todas as deformadas, as condicdes de fronteira cinemadticas estao
asseguradas, tal como a continuidade de deslocamentos.

16



Figura 4.3

Uma segunda alternativa para refinar a aproximagdo consiste em utilizar um polinémio de
grau mais elevado para aproximar cada componente do campo de deslocamentos. Este método
de refinamento € designado por refinamento p.

Na figura 4.4, representa-se uma discretizagdo do dominio utilizando 1 elemento finito de 6
noés, o que corresponde a fazer uma interpolacdo de 2° grau para os deslocamentos, tal como
se pode observar nas deformadas correspondentes a cada um dos 6 deslocamentos nodais,
representadas na figura 4.5. Pode igualmente verificar-se que as condi¢des de fronteira
cinemadticas estdo asseguradas em todas as deformadas.

7\* d, Td
ﬂx . d,

Figura 4.4
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d4=1 d5=1 H d(’: 1 1
°
® ®
Figura 4.5

Naturalmente, com 6 graus de liberdade apenas, a solugcdo seria ainda excessivamente
grosseira, quer num caso quer no outro.

Na figura 4.7, representa-se a solu¢ao obtida com a malha uniforme de 64 elementos finitos
representada na figura 4.6, a qual correspondem 72 graus de liberdade. Para essa solucdo, o
erro relativo médio no campo de tensdes € ainda de 31%. Contudo, pode observar-se que a
aproximacao do campo de deslocamentos € j4 relativamente boa.

e

Figura 4.6



! 1000
-1.000

Figura 4.7

Na figura 4.9, representa-se a solucdo obtida com 1 elemento finito triangular de 36 nds.
Neste elemento finito, os deslocamentos sdo aproximados por polindmios de 7° grau. Dadas
as condi¢des de apoio representadas na figura 4.8, o nimero de graus de liberdade € 56. Para a
referida solugdo, o erro relativo médio no campo de tensdes é de 9.7%. A aproximagdo do
campo de deslocamentos € ja muito boa.

19



Figura 4.8

Portanto, o refinamento p permitiu obter, com um menor nimero de graus de liberdade,
melhores resultados do que o refinamento 4 uniforme.

Poderia pensar-se que a divisdo do dominio em subdominios seria desnecessdria.

No entanto, o refinamento . ndo tem obrigatoriamente de ser uniforme. Se forem colocados
mais elementos onde as variagdes da solug@o sdo mais dificeis de reproduzir com as fungdes
de interpolacdo utilizadas, como na malha representada na figura 4.10, € possivel obter
melhores resultados do que no refinamento p. Este tipo de refinamento € designado por
refinamento /-adaptativo.

Além disso, a geometria dos dominios e das fronteiras cinemadticas dos problemas com
interesse pratico raramente sao tao simples como as do exemplo que tem sido considerado até
aqui. Isto torna inevitdvel a divisdo do dominio em elementos finitos. Uma das vantagens do
Método dos Elementos Finitos sobre varios outros métodos aproximados, tais como o Método
das Diferencas Finitas, € precisamente a facilidade de aplicacdo a dominios e condi¢des de
fronteira complicados.

Ao utilizar um programa de cdlculo automaético, € conveniente escolher elementos finitos do
grau mais elevado que esteja disponivel. Os programas de célculo automético comerciais para
a andlise de estruturas permitem uma escolha muito limitada de tipos de elementos finitos e s6
dispdem de elementos finitos de grau relativamente baixo, pelo que a subdivisdo do dominio é
quase sempre inevitavel.

Numa introdu¢do ao Método dos Elementos Finitos, € preferivel considerar elementos do grau
mais baixo possivel, por forma a simplificar o seu estudo.

20



Figura 4.9



Figura 4.10

As solugdes aproximadas representadas nas figuras 3.5, 4.7 e 4.9 permitem exemplificar
algumas caracteristicas comuns as solugdes aproximadas obtidas quando a discretizacao
efectuada assegura a compatibilidade, mas ndo permite obter a solucdo exacta.

O campo de tensdes nunca satisfaz todas as condi¢des de equilibrio no interior e na fronteira
dos elementos. Além disso, como as tensdes sdo obtidas a partir das derivadas dos
deslocamentos, a aproximacao obtida para as tensdes € sempre pior do que a conseguida para
os deslocamentos.

A malha de elementos finitos € sempre mais rigida do que a estrutura real. Portanto, quando a
accdo € constituida apenas por forgas, o trabalho que estas realizam com os deslocamentos
aproximados € sempre inferior ao real, como se pode observar na tabela 4.1. Em
contrapartida, a energia potencial total € sempre superior a real, como se pode observar na
mesma tabela.

Solugdo Trabalho das forcas exteriores b
(kNm/m) (kNm/m)
Figura 3.5 - 1 elemento de 3 nds 0.133/E -0.0666/E
Figura 4.7 - 64 elementos de 3 n6s 0.334/E -0.167/E
Figura 4.9 - 1 elemento de 36 nds 0.364/E -0.182/E
Figura 4.1 - Solucdo "exacta" 0.368/E -0.184/E
Tabela 4.1

Se uma nova discretiza¢do permitir reproduzir as deformadas da discretizacdo anterior, a nova
solucdo serd melhor do que a anterior. Em relacdo a malha de 1 elemento de 3 nds, qualquer
um dos refinamentos indicados na tabela 4.1 fornece um valor mais elevado para o trabalho
das forcas exteriores.

Em geral, o erro da solu¢do diminui quando se aumenta o nudmero de elementos dum

determinado tipo ou quando se aumenta o grau dos elementos, mesmo sem respeitar
estritamente a condi¢@o anterior.
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No caso particular em que a discretizagdo, além de garantir a compatibilidade, permite
reproduzir a solugdo exacta para o campo de deslocamentos, a solucdo da equacao do Método
dos Elementos Finitos corresponde a solugdo exacta do problema.

Se a solugdo exacta € ndo polinomial, a solucdo de elementos finitos converge para a solucao
exacta, quando, em todo o dominio, o refinamento tende para infinito.

Por ultimo, note-se que as estimativas de erro a priori permitem prever a taxa de
convergéncia que € possivel obter com um determinado método de refinamento mas nao
fornecem uma previsao com utilidade prética para o erro que seria obtido num dado problema
com uma determinada malha. S6 é possivel saber se uma solucdo de elementos finitos tem
uma precisdo aceitdvel através de uma estimativa de erro a posteriori.

23



4.2. Interpolacao dos Deslocamentos

Considere-se novamente a discretizacao representada na figura 4.2(b). Na figura 4.11, indica-
se, para essa discretiza¢do, uma numeracao dos elementos finitos.

y @c% ¢%

0.5m

0.5m

— X

J | |
" 05m  05m
Figura 4.11

As deformadas correspondentes a cada um dos 6 deslocamentos nodais foram j4 representadas
na figura 4.3. Em cada elemento, os deslocamentos sdo obtidos por interpolacdo linear, a
partir dos deslocamentos dos nds desse elemento. Deste modo, a expressdo analitica do
campo de deslocamentos dentro de cada elemento depende exclusivamente dos nds desse
elemento.

Sendo assim, considere-se o elemento 1, desligado dos restantes elementos da malha, tal
como representado na figura 4.12. Na mesma figura, indicam-se uma numeragado local dos nos
e uma numeracao local dos deslocamentos nodais deste elemento.

y
1 4+

=

0 0.5 1
Figura 4.12

Na figura 4.13, representam-se as deformadas correspondentes a cada um dos 3 primeiros
deslocamentos nodais do elemento 1.
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d, =1 d, =1 . d, =1
| a
L I
uf
T
Figura 4.13

Entdo, de acordo com a figura 4.13, podemos escrever que, no elemento 1,
u, (x’ )’) =V (x’ )’)d(m +Wae (x’ )’)d(l)z V) (x’ )’)d(l)3 )

sendo ¥1)i(x,y) uma funcdo linear que toma o valor 1 no né i do elemento 1 e o valor 0 nos
restantes nds. Por esta razdo, ¥y é designada por fun¢do de interpolacdo associada ao né i do
elemento 1.

A funcdo de interpolacdo associada ao né 1 pode ser escrita na forma

Vin=a+bx+cy.

Por sua vez, os coeficientes a, b e ¢ podem ser calculados resolvendo o sistema de equagdes

Yy (xl’yl)zl I x y |a 1
Yy (Xz,yz)zO <1 x, y, | b|=[0].
Yin (X3, y3): 0 I x; y,c 0

Desde que os 3 nds ndo sejam colineares, o sistema tem sempre solugdo. A expressdo geral
dessa solugdo é

a X, Y3 = X3,

b= ! Y, =
xl(yz_y3)+x2(y3_y1)+x3(y1_y2) ’ ’

c X; — X,

E de notar que, se os nds estiverem numerados no sentido anti-hordrio, como sucede na
figura 4.12, x,(y, — v;)+x,(y; — y,)+ x,(y, — y,) é igual a0 dobro da 4rea do elemento.

Para as coordenadas indicadas na figura 4.12, y1(x,y) =2 -2 y.
Podem ser escritos sistemas de equagdes andlogos para as fungdes de interpolac@o associadas

aos nos 2 e 3 do elemento 1. As solugdes desses sistemas permitem concluir que a expressao
geral das 3 funcdes de interpolagdo €
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(ai +bix+ciy), COM a; = Xj Yk — Xi Yj, bi = yj — Yk, i = Xp — Xj €:

l//(e)i - 2A(e)

sei=1,j=2ek=23;
sei=2,j=3ek=1;
sei=3,j=1ek=2.

Para as coordenadas indicadas na figura 4.12, yp(x,y) =—1+2xe yupxy) =—2x+2y.
A expressdo de u, pode ser obtida utilizando exactamente as mesmas fungdes de interpolagdo.

Desta forma, designando por 2, o subdominio correspondente ao elemento 1, podemos
escrever que

Substituindo as expressdes das funcdes de interpolacdo obtidas anteriormente,

u,(x,y) [2-2y -1+2x -2x+2y 0 0 0 7 duy
u, ()|, 0 0 0 2-2y —14+2x —2x+2y '

(1)

Para os restantes elementos, pode proceder-se de forma andloga.

Na figura 4.14(a) indicam-se uma numera¢do local dos nés e uma numeragdo local dos
deslocamentos nodais dos elementos 2 e 4, as quais coincidem com as anteriormente
utilizadas para o elemento 1. Na figura 4.14(b) indicam-se as correspondentes numeracoes
para o elemento 3.

Figura 4.14
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O leitor poderd verificar que, para o elemento 3, as fun¢des de interpolacao sao
Yonoy) =1-2x Yaply)=1+2x-2ye Yppxy) =—-1+2y.

0 0 0 1-2x 14+42x-2y —-1+2y
e o campo de deslocamentos no elemento 3 é

1-2x 14+2x-2y —1+2y 0 0 0
Portanto, Vi) =

u,(x,y) [1-2x 1+2x-2y -1+2y 0 0 0 7 duy
u,(x,y) s 1o 0 0  1-2x 1+2x-2y —1+2y|dg, |

()

Substituindo os deslocamentos nodais elementares pelos correspondentes deslocamentos
nodais globais, os deslocamentos no elemento 3 ficam

d;
u,(x,y) _{1+2x—2y —142y 0 0 }ds
u, ()] o 0 0 1+2x-2y -1+2y]d, |

d6

Se procedermos de igual forma para o elemento 1, os deslocamentos nesse elemento sao

d3
dl
u,(x,y) [2-2y -1+2x -2x+2y O 0 0 |4,
L},(x,yL)mm{ 0 0 0 2-2y —l+2x -2x+2y]d,
d2
_d6_

Estas duas ultimas expressoes sdo diferentes uma da outra. Contudo, nos pontos da interface
entre os elementos 1 e 3, nos quais x = 0.5, ambas as expressoes se reduzem a

d,
u,(0.5,y)] [2-2y -1+2y 0 0 | d
u,(05y)] | 0 0 2-2y -1+2y|d,|

dg

Dado que, ao longo da interface, ambas s@o fung¢des lineares e assumem os mesmos valores
em dois nds, era forcoso que assim sucedesse.

Este € um exemplo de como a compatibilidade de deslocamentos num lado entre dois

elementos estd assegurada quando, ao longo desse lado, todos os nds pertencentes a cada um
dos elementos coincidem com nds do outro elemento.
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4.3. Montagem do Sistema de Equacoes

Considerem-se novamente o problema e a discretizagao representados na figura 4.15.

1 m/mzm

d
1 Estado Plano de Tensao
0.5m
E constante (kN/mz)
v=0.2
0.5m
Figura 4.15

Para esta discretizacdo, a equacdo do Método dos Elementos Finitos € um sistema de 6
equagdes a 6 incdgnitas:

K, K, K; K, K; Kg|d, F
K, Ky, Ky, K, Ky Ky|d, F,
Kd=-F & Ky Ky, Ky K, Ky Ky d, _ Fy
K, K, K; K, K;s Kg|d, F,
Ky, K5, Ks; Ky Ks5 K|l ds Fy
Ko Koo Ko Ko Kes K66__d6_ | Fs |

A matriz K é a matriz de rigidez global e o vector F € o vector de forcas global. Tal como no
capitulo 3, o termo Kj; € o trabalho realizado pelas tensoes correspondentes adj =1 (e d; =0 se
[ #j) com as deformagdes correspondentes a d;=1 (e dy=0 se k#1i). Por sua vez, F; é o
trabalho realizado pelo carregamento com os deslocamentos correspondentes ad; =1 (e dy =0
se k#1).

Os termos da matriz de rigidez podem também ser representados como forcas nodais

equivalentes. Por exemplo, quando d3 = 1 e d; = 0 se [ # 3, os termos da terceira coluna da
matriz de rigidez global correspondem as forcas ficticias representadas na figura 4.16.
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d=1
Figura 4.16

Cada uma dessas forcas pode ser vista como uma soma de contribui¢des de cada um dos
elementos finitos envolvidos na deformada. Estas contribui¢des sdo também forcas ficticias,
as quais podem ser interpretadas como termos de matrizes de rigidez elementares.

A numeracao local dos nés e a numeragdo local dos deslocamentos nodais dos elementos
finitos sdo, para os elementos 1, 2 e 4, as representadas na figura 4.17(a) e, para o elemento 3,
as representadas na figura 4.17(b).

d d
(e)l 3)1
d /‘\d@ .

Figura 4.17

Deste modo, para cada elemento finito e, pode definir-se uma matriz de rigidez elementar K|,).
Na figura 4.18, representam-se as forcas ficticias correspondentes aos termos das matrizes de
rigidez elementares associados a deformada da figura 4.16.

51

(1),
1)3
i |
KG@ @ %22 K(l)%dlo/
3)52

K /]\K(Z)GZ K

2
s/
s/
s/
s/
/
/
/
Z
7

Figura 4.18
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Na realidade, tal como para a matriz de rigidez global, o termo K(; € o trabalho realizado
pelas tensdes correspondentes a d(.); = 1 com as deformagdes correspondentes a di,); = 1.

Tendo em conta que na seccao 4.2 se tinha

entdo, por exemplo,

[ 0 ' Yu 1(x’y)
K161 :(L'[(A{W(l)s (X,Y)D D(A{ ()0 Ddydx.

Na seccao 4.2, obteve-se que Yiu(x,y)=2-2y e Wuplxy)=—2x+2y. Portanto,

5
K,,=—FE.
(1)61 24

Fazendo os célculos para toda a matriz de rigidez dum elemento em conjunto,

K. = I B(\DB,df2,com B,)=A Y.

)

E de notar que, de acordo com o indicado no capitulo 2, a matriz D é sempre simétrica, pelo
que a matriz de rigidez elementar também € sempre simétrica.

Voltando ao raciocinio em termos de forcas ficticias e comparando as figuras 4.16 e 4.18,
pode verificar-se que:

Ki3 =Ko

K> = Kys1

K33 = Ky + Koz + Kz

Kiz3 = K1ya1 + Koys2 + Kz)ys2

Ks3 = Kays1 + Kiyz2

Koz = Kaye1 + Kyeo.

Na verdade, para montar a matriz de rigidez global a partir das matrizes de rigidez
elementares, ndo € necessario desenhar deformadas como as das figuras 4.16 e 4.18. A unica
informacao necessdria € a relagdo entre os deslocamentos nodais globais e os deslocamentos
nodais elementares, para a qual sdo suficientes as figuras 4.15 e 4.17. Esta relagdo pode ser
escrita na forma apresentada na tabela 4.2. Esta tabela é normalmente designada por tabela de
incidéncias.
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e de dey dey diep de)s de)6

1 d; d; ds dy d> ds

2 - d3 - - dy -

3 - d; ds - ds de

4 - ds i i de :
Tabela 4.2

Cada linha da tabela indica, para um elemento finito, qual o deslocamento global
correspondente a cada deslocamento desse elemento. O elemento finito e contribui para K;; se
tanto d; como d; constam da linha e. Se d; corresponde a d.x € d; a d(.), entdo a contribui¢do

do elemento e para Kj; serd igual a K. )u.

Procedendo desta forma, pode verificar-se que, neste exemplo, as restantes colunas da matriz

de rigidez global sao:

Kii =K
K> =Ky
K31 =Kz
K41 =Koy
Ks1 = Ky
Ks1 = K(1)62
K> = Kqys
K> = K)ss
K3 = K15
K = K1ys
Ksy» = K(1y3s
Ke2 = K(1)65
Kis =Ky
Ko = K(1)s4

K34 = K1y14 + Kys + Kayos
Kas = Kyaa + K2)ss + K3)ss
Ksq = Kysa + Kipss
Kes = K(1)64 + K3)65

Kis = Kays

K>s = K1)s3

K35 = Kayis + Kips

K45 = Kz + K3)s3

Kss = Kz + Kz + Kz
Kes = K(1)63 + K3)63 + K452

Ki6 = Ky

K> = K156

K36 = K(1y16 + K326

Kis = K146 + K(3)56

Ks6 = K(1)36 + K336 + Kays

Koo = K(1)66 + K3)66 + K(4)s5.
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Devido a simetria das matrizes de rigidez elementares, a matriz de rigidez global também ¢&
sempre simétrica, tal como se verifica neste exemplo.

A tabela de incidéncias pode igualmente ser utilizada para obter os termos do vector de forgas
global em funcao dos termos dos vectores de forgas elementares.

Neste exemplo:
Fi=Fap

F>=Fq)s

Fs=Fay + Fop + Fap
Fy=Fus+ Foys + Fays
Fs=Fqys+ Fap + Fuap
F6 = F(1)6 + F(3)6 + F(4)5.

Tal como para o vector de forcas global, F ) € o trabalho realizado pelo carregamento com os
deslocamentos correspondentes a d(,); = 1.

1 T
0 0 1
Porexemplo: Fi = {1 ()] [e1 571K

0.5

Fazendo os célculos para todo o vector de for¢cas dum elemento em conjunto,

Q) Iiont;
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4.4. Calculo da solucao

Considerem-se novamente o problema e a discretizagcao representados na figura 4.19.

1 m/mzm

d
1 Estado Plano de Tensao
0.5m
E constante (kN/mz)
v=0.2
0.5m
Figura 4.19

Montando o sistema de equacdes do Método dos Elementos Finitos, pelo processo descrito na
seccao 4.3, e resolvendo esse sistema, obtém-se o vector de deslocamentos nodais globais:

d/] [ 0208512 ]
d, ~1.10312
d,| |-0.0751207
d= = — (m).
d, —0.502940
d, 0.179377
dg| | —0.648618 |

Conhecidos os valores dos deslocamentos nodais de um elemento, o campo de deslocamentos
nesse elemento pode ser calculado de forma independente dos deslocamentos nos restantes
elementos.

Tome-se como exemplo o elemento 3, para o qual a numeragao local dos nés e a numeragao
local dos deslocamentos nodais estdo representadas na figura 4.20.

v(3)6
—
d(3)3
d dey,
3)1
/‘\d(3)4 d(3)5
Figura 4.20
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De acordo com esta numeragdo, o vector dos deslocamentos nodais do elemento é

dgy 0

d(3)2 d3

dgy = 3(3)3 = cf)s
(3)4

d(3)5 d4

[ e ] | de ]

Por conseguinte, a expressao do campo de deslocamentos no elemento 3 serd
d3

”x(x’)’) _ Vi Yep 0 0 }ds
u,(x,y) vk 0 0 Wap Voepds

d6

Na seccdo 4.2, obteve-se que Yip(xy)=1+2x—-2y e Ysilx,y) =-1+2y. Portanto, os
deslocamentos no elemento 3 sdo

~ {— 0.150241x+0.508995y —0.254497} 1
xE.Q(S) -

—1.00588x—-0.291356y +0.145678 E

—-0.150241
Por sua vez, as deformagdes sao &y = —-0.291356 l
—0.496885
—-0.217200
e as tensdes 30 O3 =| —0.334796 |kN/m”.

—0.207035

Procedendo de forma andloga para o elemento 1, obtém-se que, nesse elemento,
0

oy =|—0.291356 kN/m”?.
—0.166667

Portanto, na interface entre os elementos 1 e 3, existe um desequilibrio de tensdes
At 1.(0.5,y) N 1.(0.5,) 0 1, [-0217200]_[-0.217200] .

= = = m .
At 06) ty(O.S,y) " ty(O.S,y) o) 0.166667 —0.207035 —0.040368

E de notar que, nesta interface, a descontinuidade de o, ndo implica qualquer violagdo do
equilibrio.
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5. O Elemento Finito de 4 Nos

Quer na discretizagdo de dominios com geometria complicada, quer na geracao de malhas nao
estruturadas, tais como a do exemplo de refinamento Ah-adaptativo representado na
figura 4.10, os elementos finitos de forma triangular sdo os mais simples de utilizar.

Todavia, num elevado nimero de casos com interesse pratico, a discretizagdo através de
elementos finitos quadrildteros € a mais comoda.

Por esta razao, este capitulo incide sobre o mais simples dos elementos finitos quadrildteros: o
elemento finito de 4 nos.

Como exemplo, considere-se o elemento finito de 4 nds representado na figura 5.1. Na mesma
figura, indicam-se uma numeracao local dos ndés e uma numerac¢do local dos deslocamentos
nodais deste elemento.

y
d, | d,
® L J
d, |4 3| d,
-1 0 1 x
1 2
® °
d, -1 d,
dS d6
Figura 5.1

O deslocamento segundo x, por exemplo, serd
ux(x’y): l/jl(x’y)dl ‘H//z(x»Y)dz +l//3(x»)’)d3 +l//4(x’)’)d4 )

sendo ¥;(x,y) a fungdo de interpolagdo associada ao n6 i do elemento.

Procedendo do mesmo modo que para o elemento de 3 nds, a funcdo de interpolacdo
associada ao né 1 seria agora escrita na forma

Vi=a+bx+cy+dxy.

Os coeficientes a, b, ¢ e d terdo de ser tais que sejam simultaneamente satisfeitas as seguintes
equacgoes:

1 L x y xy
0 I x, vy, %y,

‘//1(x3,y3 =0 I x; y3 x);
0

I ox, yy X,

QUL o & Q
o o o =
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Para as coordenadas indicadas na figura 5.1, wi(x,y) =0.25-0.25x-0.25y+025xy. E de
notar que, embora a funcdo seja bilinear no interior do elemento, varia linearmente ao longo
de cada um dos lados.

Imagine-se agora um elemento finito igual ao da figura 5.1 mas rodado 45°, tal como
representado na figura 5.2.

Figura 5.2

Neste caso, para a funcdo de interpolacdo associada ao né 1, o correspondente sistema de

1 0 =42 ofal] [1
equacgoes € V2 0 0} = 0 .

1 0 2 ofc| |0

1 =v2 0 ofd]| |0

Ao contrario do que sucedia quando os lados eram paralelos aos eixos coordenados, neste
caso o sistema é impossivel de resolver.

Para um elemento finito quadrilétero, o conjunto das fungdes de interpola¢do nao € completo,
isto é, ndo contém todos os monémios x'y’ com i+ j=p, ao contrdrio do que sucede para
elementos triangulares. Portanto, por este processo, nao € possivel, para elementos finitos
quadrildteros, obter uma interpolacdo em fun¢do das coordenadas globais que seja invariante
em relagcdo a rotacoes.

Um processo alternativo, que assegura a invariancia, consiste em multiplicar a equagao da
recta que passa pelos nds 4 e 3 pela equacio da recta que passa pelos nés 3 e 2 e dividir o
resultado pelos valores que essas equagdes tomam no né 1, obtendo-se

e y)= =22 x)
T L2042 )2 +0-42)

No entanto, se o elemento ndo for um paralelogramo, a fun¢do ndo ird variar linearmente ao
longo de todos os lados, pelo que a continuidade da interpolacdo ndo estara garantida, como
se pode verificar no exemplo da figura 5.3.
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* ®
0.50 m > 6
N ) 4
1.00 m
eI
0.50 m . )
a—
[\
1.00 m
Figura 5.3

Utilizando qualquer um dos dois processos anteriores, as fun¢des de interpolacdo elementares
associadas ao né 4 sao, respectivamente,

2
1/1(1)3(x,y)=§xy € l//(z)z(x’y):“'x_zx)’-

Ao longo da interface entre os elementos,
Yy (x,x+0.5)= %x+%x2 #3x—2x" = Y (x,x+0.5),

pelo que, apesar de existir continuidade nos ndés 3 e 4, ndo existe continuidade ao longo da
interface.

Por este motivo, a interpolacdo tem de ser efectuada num sistema de coordenadas local.

Na figura 5.4, representa-se um quadrildtero com um sistema de coordenadas local. Estas
coordenadas sdao designadas por coordenadas naturais do quadrilatero.

y

Figura 5.4
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A interpolagdo do deslocamento segundo x passa a ser
u, (6’77) =Y, (f’ U)dl +Vy, (f’ n)dz +y; (é:’n)d3 ty, (fﬂ)d4 )

sendo wi(&7) a fungdo de interpolagdo, nas coordenadas naturais, associada ao né i do
elemento.

A qualquer elemento quadrildtero corresponde, nas coordenadas naturais £ e 77, o elemento
mestre quadrado representado na figura 5.5. Portanto, nas coordenadas naturais, o elemento
estd sempre na situacdo do elemento representado na figura 5.1, qualquer que seja a posicao
dos seus nds nas coordenadas globais.

n
4 1 3
[ °
-1 0 1 3
[ o
1 -1 2
Figura 5.5

Para obter as fun¢des de interpolacdo, nas coordenadas naturais, pode proceder-se como para
o elemento representado na figura 5.2. A fun¢do de interpolacdo associada ao n6 1 toma
valores nulos quando £=1 ou quando 7=1. Além disso, tem um valor unitdrio quando
E=—1en=-1, pelo que

)= eI - i)

Procedendo da forma andloga para os restantes nds,

v.lEm)=- (1+£)1-1).
vi(Em)=(+ENt+n).

vilEm=101-EM+).

Além da expressio de u (& 1), é igualmente necessdrio saber a que ponto (x,y) corresponde o
ponto (& 7). Ou seja, é necessdrio conhecer a expressdo da transformagdo de coordenadas.

Uma forma pritica de obter a expressdo da transformacdo de coordenadas consiste em
interpolar a forma do elemento a partir das coordenadas dos nds. Esta interpolagdo pode ser
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realizada utilizando as func¢des anteriormente utilizadas para interpolar os deslocamentos,
obtendo-se:

x(f,ﬂ) =V (f,fl)xl +V, (f’ﬂ)xz +y; (4:’77))% ty, (5,77))(4 )
Y(f,ﬂ): 1/11(5’77))71 ‘H//z(f’n)yZ +l//3(§’77))73 +l//4(§»77)y4'

Nestas expressoes, a fungdo wi(& 1) é designada por fungdo de forma associada ao né i do
elemento finito. Como € simultaneamente a funcdo de interpola¢do dos deslocamentos, o
elemento finito € designado por isoparamétrico.

Com excepcao de algumas formas particulares, ndo € pratico, para o elemento de 4 nds, nem
possivel, para os elementos de grau superior que serdo descritos no capitulo 7, obter a
expressdo analitica da transformagdo de coordenadas inversa, ou seja as expressdes de &(x,y) €
de 7(x,y). Portanto, apesar de ser possivel, para qualquer ponto (&,7), calcular x(&7), y(&n) e
u(& 1), ndo é possivel obter a expressdo analitica de u,(x,y).

Uma das vantagens da transformacao de coordenadas consiste na simplificacao dos limites de
integracao no calculo das matrizes de rigidez e vectores de forcas elementares.

Qualquer que seja a posi¢ao dos nés dum elemento,

—1-1

[ fauay = [ [ FEna( n)acan.

onde |J (f,?])I € o jacobiano da transformacao de coordenadas, isto €, o determinante da matriz

Jacobiana da transformacgao de coordenadas, a qual por sua vez € definida como

x a
of o

J(f,”): af af) .
on on

Num lado correspondente a &= 1, por exemplo,

{tdf = jlt(l,ﬂ)\/(g—; (1,77)}2 +(§—; (1,77)j2d77 .

I,

O inconveniente da transformacgdo de coordenadas consiste na complicacdo do cédlculo de
derivadas, o qual € necessdrio para obter as fungdes a integrar para calcular as matrizes de
rigidez elementares. E necessdrio recorrer a regra de derivagcao da fungdo composta:

du_audg auan
dx 9 ox O ox’
ou_ou ¢ ouon
dy oEdy dpady
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Por sua vez, de acordo com a regra de derivacdo da fungao inversa,

95 9n
S Sp|=a ).
dy Ody

Deste modo, é possivel utilizar elementos finitos quadrildteros com lados nao paralelos aos
eixos coordenados. Naturalmente, os programas de cédlculo automadtico para aplicacdo do
Método dos Elementos Finitos recorrem sempre a transformacoes de coordenadas.

Contudo, no ambito destes apontamentos, uma introducdo ao Método dos Elementos Finitos,
o caso particular do elemento finito rectangular de lados paralelos aos eixos do sistema de
coordenadas global merece ser tratado de forma especial.

Neste caso particular, a interpolacdo nas coordenadas globais é possivel e fornece
exactamente o mesmo resultado que a interpolacdo nas coordenadas naturais. Sendo assim, €
mais pratico trabalhar directamente nas coordenadas globais.

Y
V.t ° °
’ 4 3
1 2
\RS ° °
: : x
0 X, X,
Figura 5.6

Para o elemento finito de 4 nds representado na figura 5.6, no qual x| = x4, X, =X3, yy=)2 €
v3 = Y4, as funcdes de interpolacdo podem ser calculadas de forma anéloga a utilizada para o
elemento mestre, obtendo-se:

)= )
e !
o= T
G vy ey
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6. Casos Especiais
6.1. Apoios Inclinados

Considerem-se o problema discretizado através de 1 elemento finito e a numeragao local dos
deslocamentos representados na figura 6.1.

d d Estado Plano de Tensao d d

3 (©)8 (ey7

' -
a d, E constante (kN/mz) d( y ¢ ¢ d

100 N ke 02 @ ()3
@ 7
d, f
8 d {fx (x, y)} _ { OJ KN/m' d % d,,
_ d(e)6

A,
o° room | f,(xy) d,,

X 2

Figura 6.1

Na figura 6.2, representa-se a deformada correspondente a ds = 1, bem como as forcas nodais
equivalentes aos termos da correspondente coluna da matriz de rigidez.

K K

14 34

Figura 6.2

Pode observar-se que esta deformada € a soma das duas deformadas representadas na
figura 6.3. Na primeira, dip=cos30% na segunda, d()=sen30°. Portanto, as
correspondentes forcas nodais equivalentes s@o as representadas também na figura 6.3.
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d. =cos 30° d. =sen 30°

(12 (He

K ,cos 30° K cos 30° K sen 30° K, csen 30°
° [ ')
K,.cos 30° K, ,cos 30° K sen 30° K, .sen 30°
K(lgzzcos 30° @ Ql) Een 30°
i K, sen 30°
cos 30°
K sen 30°

(166

K 30°
o sen
K ,cos 30 K _cos 30° W16 K _sen 30°

(152 (1)56

Figura 6.3

Comparando as figuras 6.3 e 6.2, conclui-se que:

K\, = K, cos30°+K ()55 5en30°,
Ky =
K34

K 1y3, 05 30°+K j),55€n30°,
K,

()72 €08 30°+K (});5€n30° .

Para calcular K44, é necessdrio projectar segundo dj as quatro forcas aplicadas no né
deslocado. Ou seja:

K, = K, cos30°cos30°+K ), cos 30° sen30°+
+ K (1)565€n30° cos 30°+ K 1)45 5en 30° sen30°.

Tal como no capitulo 4, a matriz de rigidez global pode ser montada, a partir da matriz de
rigidez elementar, recorrendo apenas as incidéncias indicadas na tabela 6.1.

den dey deys deys die)s deys dieyr des

ds cos 30° d> - - ds sen 30° d; d;

Tabela 6.1

Procedendo desta forma para as restantes colunas da matriz de rigidez global, obtém-se:

K, = K(1)88 )
K, = K(1)38 )
K, = K(1)78 )
K, =K )5 c0s30°+K )55 5€n30°,
K,= K(1)83 )
K, = K(1)33 )
K, = K(1)73 >
K, = Ky c0530°+K (j),5en30°,
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K, = K1)y, c0530°+K )5, 5en30°.

Como a matriz de rigidez elementar é simétrica, a matriz de rigidez global também o é.

Procedendo de forma andloga para o vector de forgas global, obtém-se:

F1:F(1)8’
F2:F(1)3’
Fy=Fuy,

F, = F), cos30°+F)ssen30°.
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6.2. Apoios Elasticos

Considere-se o problema discretizado através de 1 elemento finito representado na figura 6.4.
O bordo superior estd apoiado num meio eldstico com rigidez k, (kN/m?/m).

Estado Plano de Tensao s d( .

3 E constante (kN/m?) o

0.20 m (1) V=02 (e) h

f (x, 0
l:]j" Ex yﬂ :[ J KN/ Ay A /.P d;
d 0 - d(e)S d(e)ﬁ '

U
U

0.10 m
Figura 6.4

A rigidez do meio eldstico relaciona as tensdes aplicadas no meio eldstico com os
deslocamentos:

, 0 ky u,
De modo anélogo ao descrito na seccdo 4.3 para os elementos finitos, a contribui¢do do meio
elastico para o termo K;; da matriz de rigidez global € o trabalho realizado pelas tensdes no

meio eldstico correspondentes a di=1 (e d;=0 se [#j) com os deslocamentos
correspondentes ad; =1 (e dy =0 se k #i).

Portanto, os coeficientes da matriz K para os quais existe contribui¢do do meio eldstico sdo:

_ e - .

Ky =Ky, +0.10 ° 00 0 dx,
) | Wp(x.020)] [0 K, || ):(x,0.20) |
r AT - _

K43 K(1)87 +0 i 0 00 0 dx ,
D | ¥0.(x0.20)| [0 K, | 5(x,0.20) |
AT - -

K34 K(1)78 + O.fo 0 00 0 dx
0 _l//(l)3 (x,O.ZO)_ _O k)'__l//(l)4 (X,O.ZO)_
r AT - _

K44 K(l)sg +0;|£0 0 00 0 dx .
3 | W (£:020)] |0 &, || iy, (x.0.20)

A contribuicdo do meio eléstico ndo afecta a simetria da matriz de rigidez global.
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6.3. Assentamentos e Reaccoes de Apoio

Considere-se o problema discretizado através de 1 elemento finito representado na figura 6.5.
Além da forca de massa, existe um assentamento num apoio.

v d
7T\:§: o2

A
i Estado Plano de Tensao d d

(e)8 (e)7

E constante (kN/mz) d
0.20 m (1) v=02 - i

.]?x (x’ y)j| |: 0 :| 3 . .
d, _ = kN/m d,, d
oy + [f (vy)] 7|1 9 g ] e

(e)5

0.10 m
Figura 6.5

Substituindo o apoio pela correspondente reac¢do, obtém-se o problema representado na
figura 6.6.

S &

Figura 6.6

Para este segundo problema, considerando que F,', F,, e F, correspondem apenas as cargas
aplicadas no problema original, o sistema de equacdes do Método dos Elementos Finitos é

K, K, Kg;|d Fl,
K, K, Ky dz = Fz’
K, K, Ki|d, F3,+R

Dado que o segundo problema pretende representar o problema original, d3 =—A4. Desta
forma, as duas primeiras equacdes ficam com apenas duas incdgnitas:

Pk
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Uma vez resolvido este sistema de equacdes, a terceira equacao do sistema anterior pode ser

utilizada para calcular a reac¢io no apoio:

R=K,d +K,d,+K,(—A4)-F,.

O sistema de equagdes e a expressdo da reaccdo podem ser escritos em funcdo dos termos da
matriz de rigidez e do vector de for¢as elementares, obtendo-se

K (1)22
K (1)32

€

K(1)23 {dl}: F(1)2 _K(1)27 (_A)
K(1)33 dz F(l)a_K(1)37(_A)

R= K(1)72d1 + K(1)73d2 + K(1)77 (_ A)_ F(1)7 .

Portanto,
V)Y (]
X,y
fi= e H "0 J D(“‘ - Ay (x.y)
204 J | =AY\ Y))
Wi ()Y
Fy=Fy,— |4l Dl a
o ﬂ{[ { 0 | _—A‘/’(l)z(x y)
_ ‘/’(1)2 ‘//(1)3
e, tendo em conta que u re _{ 0 0

R—j A 0 Ta dQ-F
Q) Yy (X’ y) W -
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6.4. Variacoes de Temperatura

Considere-se o problema discretizado através de 1 elemento finito e a numeracdo local dos
deslocamentos representados na figura 6.7.

Y,
- \5? 3. d, Estado Plano de Tensdo s d,]
E constante (kN/mz) d ¢ ¢
v=02 - %o
0.20 m @ a constante (°C™") @
® ®
Variagédo de temperatura AT (°C) d(e)l 4 d(e)2
d1 (e)5 (e)6

Figura 6.7

A equacdo do Método dos Elementos Finitos, K d = F, pode ser obtida, a partir da matriz de
rigidez elementar, K(;), € do vector de forgas nodais elementar, F;), pelo processo descrito no
capitulo 4.

A matriz de rigidez elementar € calculada da forma habitual: K, = j B(TI)DB(I) dQ .
2

O vector de for¢as nodais elementar tem de ser equivalente a variagdo de temperatura. Isto &,
para o elemento desligado dos apoios (e do resto da malha, caso existisse), o vector de forcas
nodais elementar tem de ser equivalente a um campo de tensdes que cause as mesmas
deformacdes que a variacdo de temperatura.

A variacao de temperatura d4 origem ao seguinte campo de deformagdes:

aAT
E,=|adT |.
0

Se estas deformacdes tivessem sido provocadas por tensdes, estas seriam iguais a D &. Por
conseguinte, o vector de forcas nodais elementar equivalente a variacao de temperatura ¢ dado
por:

_ T
F, = [B(D¢,d2.

L)
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Uma vez montada e resolvida a equagdo do Método dos Elementos Finitos, K d = F, e obtidos
os deslocamentos nodais elementares, o campo de deslocamentos no elemento serd dado por

" e, = Wud, e o campo de deformagdes por &) =A W) da) = B da).

Introduzindo nas relacdes constitutivas apresentadas no capitulo 2 o efeito da variagdo de
temperatura, estas passam a ser

o=D (- &).
Por conseguinte, o campo de tensdes serd dado por

o =D (Buydy)— &) =DBgydy)—D &.
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7. Elementos Finitos de Grau Superior
7.1. Elementos Finitos Triangulares

Considere-se o elemento finito triangular, de lados rectos e com 6 nds, representado na
figura 7.1.

Figura 7.1

Procedendo do mesmo modo que para o elemento de 3 nds, a funcdo de interpolacdo
associada ao né i seria agora um polinémio do tipo

l//i=a+bx+cy+dx2+exy+fy2.

Portanto, a fun¢do de interpolacdo é um polindmio completo de 2° grau nas coordenadas
globais. Sendo o polindémio completo, é sempre possivel determinar os valores dos
coeficientes, desde que os vértices do tridngulo ndo sejam colineares, € a interpolagdo é

invariante em relacdo a rotacdes dos eixos.

Considere-se agora o lado cujos extremos sdo os nds 1 e 3. Sendo recto, as coordenadas dos
pontos ao longo do lado sao dadas por uma fungdo linear

(x(s) y(s) = 0+ (s =2 ).+ (v =3 )s) - s [ou].

Deste modo, ao longo desse lado, a funcdo de interpolacdo serd um polinémio de 2° grau
em s:

Wi=ko+kis+k s

Admita-se agora que o referido lado constitui a interface com um segundo elemento de 6 nos.
Ao longo do lado, cada uma das fun¢des de interpolacdo do segundo elemento é também um
polinémio de 2° grau. Portanto, a continuidade de deslocamentos estd assegurada desde que os

nos 1, 2 e 3 coincidam com nds do segundo elemento.

Na familia dos elementos finitos triangulares, o membro seguinte € o elemento de 10 nds
representado na figura 7.2.
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@ ®
Figura 7.2

Os mondémios utilizados na interpolacdo podem ser obtidos através do triangulo de Pascal
representado na figura 7.3.

3 2 2
XXy Xyoy
Figura 7.3

3

Ao utilizar elementos finitos de grau superior a 1, existindo mais do que 2 nés em cada lado, é
16gico que se aproveite tal facto quando for necessario discretizar um dominio com fronteiras
curvas, nao alinhando esses nds em linha recta. Ao fazer isto, teremos elementos com lados
curvos, tais como o elemento finito triangular de 6 nds representado na figura 7.4.

Y

Figura 7.4
Neste caso, a fun¢do que define as coordenadas dos pontos ao longo de um lado, (x(s), y(s)),

ja ndo € uma funcdo linear. Sendo assim, a utiliza¢ao de fun¢des de interpolagcdo expressas nas
coordenadas globais ja ndo garante a continuidade de deslocamentos nos lados.
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Por este motivo, em elementos finitos com lados curvos, a interpolacdo tem de ser efectuada
num sistema de coordenadas local. Para elementos triangulares, as coordenadas naturais sdao
as coordenadas de area, definidas a partir de um elemento mestre triangular de lados rectos.

As fungOes utilizadas para a interpolagdo dos deslocamentos num elemento de um
determinado grau sdo igualmente utilizadas para definir a forma desse elemento. Ou seja, os
elementos sdo isoparamétricos.

Como foi referido no capitulo 5, os programas de cdlculo automadtico para aplicacdo do

Método dos Elementos Finitos recorrem sempre a transformacdes de coordenadas, para todos
os elementos.
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7.2. Elementos Finitos Quadrilateros

Sao correntemente utilizadas duas familias de elementos finitos quadrildteros, os elementos
finitos de Lagrange e os elementos finitos Serendipianos.

Os trés primeiros membros da familia dos elementos finitos quadrildteros de Lagrange estdao
representados na figura 7.5.

[ ® [ ° ® [ ® ® 'y
7 8 9
4 5 6 ® ° ° 'Y
® ° ®
® ° ° 'Y
1 2 3
® ® ® ° ® ® ® ® °
Figura 7.5

As expressoes das fungdes de interpolacdo, nas coordenadas naturais, podem ser obtidas de
forma andloga ao efectuado para o elemento isoparamétrico de 4 nds, no capitulo 5.

Para o elemento isoparamétrico de 9 nds, as fungdes de interpolacdo sdo:

(1-&)é0-n)n,

%:—%(1—52)(1—77)77,

v, == 1+ -7y,

v, =2 (1-2kl-7).

¥s :(1_52)(1_772)’
v =5+l

S =

v, =

v, == (1=K,

v =~ (1= 1+ 7).

ol \)

w, =—(1+E)E(+n)n.

N

Sendo o elemento finito isoparamétrico, estas fungdes sdo também utilizadas como funcdes de
forma do elemento, pelo que os lados podem ser curvos.

Para o elemento isoparamétrico de 16 nds, os mondémios utilizados na interpola¢do formam,
no tridngulo de Pascal, o losango representado na figura 7.6.
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1

&
& én o
& & én o
3 2..2 3
&n &t Sn
&t &
&n
Figura 7.6

Os trés primeiros membros da familia dos elementos finitos quadrildteros Serendipianos estao
representados na figura 7.7.

'S o o ® o o S S ®
® ®
° °
° ®
[N e o ° e o S S '
Figura 7.7

Para o elemento isoparamétrico de 12 nds, os mondémios utilizados na interpola¢do formam,
no tridngulo de Pascal, a figura representada na figura 7.8.

1

&

& én o
& &y ént o
En &y
Figura 7.8
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8. Estados Planos de Deformacao e Sélidos Tridimensionais
8.1. Estados Planos de Deformacao

Admita-se que, em todos os pontos de um corpo: %, = ¥%. = & = 0; &, & € )%, ndo variam
com z. Entdo, a andlise do corpo reduz-se a andlise de um Estado Plano de Deformacao, o
qual constitui um problema bidimensional, andlogo ao da andlise de um Estado Plano de
Tensao.

A tUnica diferenca entre a formulacdo do Método dos Elementos Finitos anteriormente
apresentada e a formulag@o para a andlise de Estados Planos de Deformacgdo encontra-se nas
relacdes constitutivas, sendo agora a matriz de elasticidade dada por

8.2. Solidos Tridimensionais

A utilizacdo do Método dos Elementos Finitos na andlise de sélidos tridimensionais é mais
laboriosa do que na andlise de problemas planos. Tanto o dominio a discretizar como os
elementos finitos sdo tridimensionais; as fungdes t€m trés varidveis; o nimero de
componentes de cada vector é mais elevado, o nimero de fungdes de interpolacdo de cada
grau € mais elevado.

Em contrapartida, do ponto de vista tedrico, ndo existe qualquer dificuldade adicional. As
expressoes das relagdes fundamentais e as féormulas para o cdlculo das matrizes de rigidez e
vectores de for¢as elementares sdo as mesmas.

Nessas expressoes, os vectores de deslocamentos e de deformacdes e o operador diferencial
de compatibilidade sdo, respectivamente,

i 0O O
ok

e (x,y,2)] 0 % 0

8“,(X,y,Z) 8

u (x,y,z) e (x.2) o o0 2
u=|u (xyz)|, = Z(xy ) eA=| 5 % |

O | I A I

Vo J J

7, (x3.2)] % 0 x

J od

o 2 <2

. & o]

O vector das tensdes e a matriz de elasticidade sdo, respectivamente,

54



[0, (x,y.2)
o,(xy.2)
)

o.\Xx,Yy,
(.2 D E

o.,\xy.z

(x,y.2)
o.(xy.2)
(x,y.2)

o,.\xyz2

d

(e)10

(1+v)(1-2v)

1% 0 0
1-v 0 0
1-v 0 0
0 0 1-2v 0
2

0 0 1-2v
2
0 0 0 0

% d(e)S

d

(e)l1

Figura 8.1

Para este elemento, a expressdo do campo de deslocamentos é:
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Na familia dos elementos finitos tetraédricos, o membro seguinte € o elemento de 10 nds
representado na figura 8.2. Os mondmios utilizados na interpolagdo podem ser obtidos através
da piramide de Pascal representada na mesma figura.

Figura 8.2

O correspondente em 3D ao quadrildtero de 4 nés é o hexaedro de 8 nds representado na

figura 8.3.

Figura 8.3
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