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1 Introducao

Nestes apontamentos sobre Elementos Finitos de Laje encontram-se sumarizados os conceitos
apresentados nas aulas da cadeira de Anaélise de Estruturas II. Na primeira parte deste texto
sao definidas as grandezas em funcao das quais se descreve o comportamento das lajes -
deslocamentos, deformacdes e esforcos -, assim como as equagoes que as permitem relacionar
- compatibilidade, equilibrio e elasticidade. Sao tratadas em separado a teoria das lajes finas
(teoria de Kirchhoff) e a teoria das lajes espessas (teoria de Reissner-Mindlin).

A teoria das lajes finas ja foi estudada na cadeira de Andlise de Estruturas I [1]. Como foi
referido na altura, a teoria de Kirchhoff nao permite considerar o efeito da deformabilidade
por esforco transverso. A teoria de Reissner-Mindlin j& permite a consideracao deste efeito. A
sua utilizacao é desta forma aconselhavel sempre que a espessura da laje ultrapassa os limites
que a permitem classificar como laje fina. Tal sucede sempre que a influéncia do esforco de
corte se torna nao desprezavel e as hipoteses sobre as quais se baseia a teoria de Kirchhoff
deixam de ser validas. Em geral, costuma considerar-se uma laje como espessa quando a
relagdo vao/espessura é menor que 10.

Uma vez sumarizadas as teorias de lajes, é discutida a forma através da qual se podem definir
as aproximacoes para o campo de deslocamentos quando se formulam elementos finitos para
efectuar a analise de lajes finas. Para ilustrar alguns dos aspectos focados, sao definidos dois
dos elementos finitos utilizados na andlise deste tipo de estruturas. E ainda estudado um
exemplo de aplicacdo, com base no qual é ilustrada a utilizacao do método dos elementos
finitos na analise de lajes finas. Numa primeira etapa é obtida a equagao de equilibrio global,
utilizando-se para o efeito a sequéncia de cédlculo ja estudada no caso dos problemas de
placas (elasticidade plana). Depois de obtidos os deslocamentos independentes é efectuado
0 pés-processamento, sendo definida a solucao aproximada para o campo de deslocamentos
transversais em cada um dos elementos da malha. Com base nas condi¢oes de compatibilidade
e nas relagoes constitutivas, sao calculadas de seguida as aproximacoes para os campos de
deformacoes e para os campos de esforgos. Especial atengao é dedicada a caracterizacao das
solucoes aproximadas obtidas.

Finalmente, é definida a forma através da qual se podem obter elementos finitos para a analise
de lajes espessas, sendo salientados alguns cuidados a ter na sua utilizacao. E também apre-
sentado um exemplo de aplicacao no qual se discutem fundamentalmente os aspectos referen-
tes ao pds-processamento, uma vez que no caso das lajes espessas o tipo de elementos finitos
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a utilizar se assemelha bastante ao utilizado no caso das placas. A anélise da aproximacao
obtida permitird caracterizar a solucao que este tipo de elementos permite obter. E chamada
a atencgao para as diferencas fundamentais existentes entre as solugoes obtidas com elementos
finitos desenvolvidos para as teorias de Reissner-Mindlin e de Kirchhoff, respectivamente.

2 Teoria de Kirchhoff

O dominio de uma laje pode ser descrito na forma,
Q={(z,y,2) € R®: 2 € [-h/2,h/2], (z,y) € V C R*},

onde V e h denotam o plano médio e a espessura da laje, respectivamente. Na figura 1
encontra-se representado o sistema de eixos utilizado e em relacao ao qual se encontram
escritas as relagoes fundamentais do problema.

e

Figura 1: Sistema de eixos

O campo de deslocamentos num ponto qualquer do elemento de laje pode ser determinado
através das igualdades:

um(x>y> Z) = zX 9%($7y)
uy(z,y,2) = zx0y(z,y)
u(z,y,2) = w(z,y)

onde w(z,y), 0;(z,y) e 0,(z,y) representam os deslocamentos transversais, as rotagoes no
plano (z, z) e as rotagdes no plano (y, z) dos pontos pertencentes ao plano médio da laje.

As deformagoes de corte podem ser obtidas através das igualdades:

_ Ouy  Ou, ow(z,y)
toe = e D () 4 2D, )
W=, t 5, = Oy(x,y) + oy (2)
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Quando se despreza a deformabilidade por corte, as expressdes anteriores permitem obter de

imediato: 3
b (2y) = - 200 Q
0, (. y) = —%‘”‘;y) (4)

A relacao entre o campo de rotagoes 0, e o campo de deslocamentos transversais w encontra-se
representada graficamente na figura 2.

Figura 2: Definicao das rotagoes; teoria de Kirchhoff.

Verifica-se ent@o que os campos 0,(x,y) e 0y(x,y) ndo sao independentes do campo de des-
locamentos transversais, w(z,y). Este é por consequéncia o uinico campo de deslocamentos a
determinar para se poder caracterizar de forma completa os campos de deslocamentos numa
laje fina. Resulta daqui que quando se formulam elementos finitos para a analise deste tipo
de elementos estruturais, deverd ser necessario definir apenas uma aproximacao conveniente
para o campo de deslocamentos transversais.

As restantes componentes do tensor das deformacoes sao definidas pelas seguintes igualdades:

8um ~ aem(x> y)

foa(@,y,2) = or ox
Eyy(T,y,2) = %—12/ =z L%{%,y)
) = Yo (00 000
As igualdades (3) e (4) permitem agora escrever:
re(®,y,2) = —2 % = 2 Xz(2,y)
eyy(T,y,2) = —= 8222(7;27” =z xy(z,y)
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O*w(w,y)

8:1; ay = 2 z XSCy(x7 y)

Yoy (T,y,2) = —22
Para caracterizar de forma completa o estado de deformacao numa laje fina sdo entao ne-
cessarias duas curvaturas de flexao, x(z,y) e xy(z,y), e uma curvatura de torgao, xqy(z,y).
As condigoes de compatibilidade que permitem relacionar as componentes independentes
do tensor das curvaturas e o campo de deslocamentos na laje podem ser escritas na forma
genérica,

e=Au (5)
onde se define

82

922

X:L‘(x7 y) 82
e = Xy(xay) ) A: _W ) u= {w($7y)} . (6)

2Xay (7, Y) Y

82

2 Ox Oy

Para se caracterizarem os esforgos existentes no elemento de laje sdo definidos dois momentos
flectores, ma(x,y) e my(z,y), e um momento torsor, mgy(z,y). As relacoes constitutivas
permitem relacionar as componentes independentes do tensor dos momentos com as com-
ponentes independentes do tensor das curvaturas. Esta relacao linear pode ser escrita na
forma:

s=De (7)
onde neste caso se define
me(x,y) 1 v 0
s=4¢ my(z,y) , D=Dy | v 1 0 (8)
My (2. ) 00 (1-1)2

e onde Dy, a rigidez de flexao do elemento de laje, tem a definicao habitual:

ER?

Dy = 20— 9)

Uma vez definidos os campos de momentos flectores, os campos de esforcos transversos podem
ser obtidos através das igualdades

8mm(x, y) 1 amxy(x> y)

Ve (@, y) = — - dy
OMgy(x,y omy(z,y
vyfoy) = 2R O]

As condicoes de equilibrio estabelecem a relacao que deve existir entre o carregamento apli-
cado ao elemento de laje e os esforgcos que nele se instalam. Esta condigdo pode ser escrita
genericamente na forma:

A*s+f=0 (10)
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No caso das lajes finas tem-se:
A" :{ K N P
Ox2 | Oy? |  0x0y
onde ¢(z,y) denota a carga distribuida que actua segundo a direcgdo perpendicular & su-
perficie média do elemento de laje.

} L= {g(en)} (11)

Na tabela 1 encontram-se especificadas as condicGes de fronteira a verificar em cada um dos
bordos existentes na laje a analisar. A rotacao "normal”’a um dado bordo, ou seja a rotacao
no plano definido pela normal ao bordo e pelo eixo z, é denotada por 6,,. O momento flector
em cada bordo, m,, corresponde ao momento que se desenvolve exactamente no mesmo
plano. Na figura 3 encontram-se representadas, para um bordo genérico AB, as rotacoes 6,
e 0, assim como os momentos m, e m;. Na tabela 1, § denota o valor especificado para a
grandeza ¢ envolvida na definicdo da condicdo de fronteira em causa. Saliente-se que regra
geral sao nulos os valores especificados para essas grandezas.

Figura 3: Definicao das rotacoes 6,, e 0;.

Recorde-se ainda que na teoria das lajes finas sempre que se define um bordo livre, as
condigoes de fronteira envolvem a definigdo do esforgo transverso efectivo [1], denotado na
tabela 1 por vg,.

Bordo encastrado | Bordo simplesmente apoiado | Bordo livre

w=w w=w Ven = Uen

n My = My

3l

0, =0, my, =

Tabela 1: Condicoes de fronteira para as lajes de Kirchhoff

Para finalizar, refira-se que quando se desenvolve uma formulacao de elementos finitos que
passa pela definicdo de uma aproximacao para o campo de deslocamentos transversais, es-
pecial atencao deverd ser colocada na forma como se impoem as condicoes de fronteira ci-
nematica, ou seja, aquelas onde o valor dos deslocamentos é prescrito.
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3 Teoria de Reissner-Mindlin

A teoria de lajes de Reissner-Mindlin permite considerar o efeito da deformabilidade por
esforco transverso. Tal como se encontra ilustrado na figura 4, considera-se que fibras ini-
cialmente perpendiculares ao plano médio da laje permanecem rectas apds deformacao do
elemento estrutural, mas nao continuam necessariamente a ser ortogonais aquele mesmo
plano.

ow. (<0)

ax

Figura 4: Definicdo das rotagoes; teoria de Mindlin

Como as deformagcoes por corte deixam de ser nulas, as equagoes (1) e (2) permitem verificar
que os campos de rotacoes O, (z,y) e Oy(x,y) deixam de se poder calcular directamente a
partir do campo de deslocamentos transversais. Desta forma, para se caracterizar o campo de
deslocamentos numa laje espessa, torna-se necessario determinar trés campos independentes,
o campo de deslocamentos transversais, e os dois campos de rotacoes.

Para caracterizar o estado de deformacdo num elemento de laje, para além da definicao
das curvaturas utilizadas na caracterizacao do comportamento das lajes finas, passa a ser
necessario conhecer o valor das deformagoes de corte, v,(x,y) e vy(z,y). Os operadores
intervenientes nas equagoes de compatibilidade (5) passam agora a ser definidos através das
igualdades:

- g .
Xz(7,y) e
o o 2
Xy (7, Y) Dy w(x,y)
o 0
e=1< 2xuy(z,y) A= 0 55 ;ou=1 Oy(z,y) (12)
Y T
Y2 (2, ) g 10 0y(z,y)
Yy (z,y)
’ 9 0 o1
L Oy i
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As relagoes de elasticidade continuam a poder ser escritas na forma (7), mas agora tem-se

mx(gj, y)
my(‘ra y)
mmy(l'a y)

'Um(x>y)

vy(z,y)

Dy

vDy

VDf

Dy

0

0

0

0

¢»Gh

0

0

0

0

0

$Gh |

onde o factor de corte ¢ tem como finalidade corrigir o efeito da distribuigdo nao-uniforme das
tensoes tangenciais ao longo da espessura da laje. E usual admitir-se que ¢ = A’/A = 5/6,
onde A’ corresponde a drea reduzida do rectangulo.

Os operadores intervenientes nas equagoes de equilibrio definidas em (10) vém agora dados
pelas seguintes igualdades:

] 5 8
00 0 3 By q(z,y)
. |0 ) B
A" = 5. 0 9, 1 0 ;o =< my(z,y) (14)
9 9 my(z,y)
_ — _ Y\
0 5, 8. T

Na definigao do vector de forgas aplicadas, f, ¢(x,y) continua a denotar a distribuigdo de
cargas aplicadas na perpendicular ao plano médio da laje. As grandezas M, (x,y) e Ty (x,y)
correspondem a campos de momentos distribuidos, aplicados nos planos (z, z) e (y, z), res-
pectivamente.

Na teoria de Reissner-Mindlin sdo trés as condigbes de fronteira que se torna necessario
especificar para cada um dos bordos da laje. Na tabela 2 sumarizam-se estas condig¢oes para
o caso dos bordos encastrados, simplesmente apoiados e livres.

Bordo encastrado | Bordo simplesmente apoiado | Bordo livre
w=w w=w Up = Up
0, =0, my, = My, My, = My,
0y = 0; 0y = 0; my =My
w=w
— my, = My, S
my = Wt

Tabela 2: Condigoes de fronteira para as lajes de Reissner-Mindlin
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Nos bordos encastrados é necessario impor directamente o valor dos deslocamentos transver-
sais, w, e das rotagoes 6, e f;. Tal como no caso das lajes finas, a rotagao 6, {6;} corresponde
a rotagao no plano definido pela normal {tangente} ao bordo em causa e pela direcgao z.

Nos bordos livres considera-se que sao especificados o esforgo transverso, v, , € 0s momentos
flector e torsor, m,, e my, respectivamente. Note-se que na teoria das lajes espessas ja nao se
definem os campos de esforgos transversos efectivos.

Quando se tém bordos simplesmente apoiados, ha duas formas alternativas para se definirem
as condicbes de fronteira. A primeira alternativa passa pela imposicdo do valor dos deslo-
camentos transversais, w, e das rotacoes tangenciais, 6;. E também especificado o valor do
momento flector, m,,.

Na segunda alternativa, apenas se especifica o valor do campo de deslocamentos transversais,
permitindo-se que as rotagoes #; possam tomar valores nao-nulos. Sublinhe-se que esta forma
de impor as condigoes de fronteira se torna possivel porque na teoria das lajes espessas se
desfaz a dependéncia directa entre deslocamentos transversais e rotagoes. Saliente-se ainda
que as duas restantes condigoes de fronteira no mesmo bordo envolvem a especificacao do
valor dos momentos flector e torsor.

Das duas formas alternativas existentes para tratar os bordos simplesmente apoiados, a que
mais se utiliza é a primeira, uma vez que se encontra mais proximo da percepgao fisica do
comportamento do elemento estrutural em anélise. A segunda alternativa é utilizada sempre
que se torna complicado impor a condicdo #; = 6, o que acontece por exemplo quando
se estudam lajes circulares simplesmente apoiadas. E ainda utilizada quando se pretende
tornar o modelo numérico mais flexivel. De facto, como se impdem apenas os valores dos
deslocamentos transversais hd uma quantidade menor de deslocamentos especificados, o que
torna menos rigido o modelo adoptado, conduzindo a obtencao de valores ligeiramente maiores
para os diferentes campos de deslocamentos.

4 Elementos finitos para lajes finas

Como foi referido na secgao 2, quando se desenvolve uma formulacao de elementos finitos
para a andlise de lajes finas é o campo de deslocamentos transversais que importa aproximar.
Uma vez obtida uma solugao aproximada para w(z,y), a aproximagao para todas as outras
grandezas envolvidas na caracterizagao do comportamento da laje pode ser obtida a partir
da aplicacao sucessiva das condigoes de compatibilidade, elasticidade e equilibrio.

Quando se baseia a formulagao de elementos finitos de laje na teoria de Kirchhoff, torna-se
necessario garantir a continuidade dos deslocamentos transversais, w, e das suas derivadas,
Ow/0n, entre elementos adjacentes. Esta é uma diferenga muito importante em relagdo ao
que foi estudado para os problemas de placas, onde apenas se tem que garantir a continuidade
dos deslocamentos interpolados [2].

Para justificar de uma forma muito simplista esta imposicao, recorde-se que existe uma grande
analogia entre as equagoes das lajes de Kirchhoff e as equagbes das vigas. Recorde-se ainda
que quando se impde a continuidade dos deslocamentos entre elementos de viga adjacentes,
é necessario garantir nao sé a continuidade dos deslocamentos transversais, mas também a
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continuidade da sua derivada, o que corresponde a assegurar a continuidade das rotagoes.

De um ponto de vista mais formal, pode dizer-se que quando no operador diferencial de
compatibilidade A existem ”segundas derivadas”, a definicao das aproximacoes deve ter em
conta que as fungoes de interpolacio a utilizar devem ter continuidade C! (continuidade das
fungoes e suas derivadas). Eo que se passa no caso das vigas e das lajes finas.

A necessidade de garantir a continuidade dos deslocamentos e das suas derivadas dificulta
significativamente a tarefa de obtencao das funcGes para efectuar a aproximacao dos campos
cinematicos. Torna-se bastante complexa e trabalhosa a obtencao de elementos que permitam
verificar por completo as equagoes de compatibilidade. A utilizacao de fungoes polinomiais
simples e a utilizagdo dos deslocamentos nodais como incégnitas do problema (situacao tipica
dos elementos finitos de placa) conduz, regra geral, a obtencao de elementos em que pelo
menos uma das condigoes de compatibilidade/continuidade é violada.

Este dilema coloca-se com frequéncia a quem pretende desenvolver elementos de lajes finas.
Se por um lado as construcoes mais simples nao permitem verificar a priori todas as condigoes
de compatibilidade, os elementos que permitem satisfazer todos aqueles requisitos sdo mais
complexos, o seu desenvolvimento muito mais trabalhoso e por vezes a sua aplicacao bem
mais restrita.

Aos elementos em que todas as condigOes de compatibilidade sao verificadas, é habitual
chamar-se elementos conformes. Caso contrario, sao designados elementos nao-conformes.

E importante salientar que alguns dos elementos nao-conformes sio frequentes vezes utilizados
na andlise de lajes finas. A validade da sua aplicagdo nao pode ser posta em causa, uma vez
que o seu comportamento e a sua convergéncia se encontram convenientemente estudados e
demonstrados. E importante salientar que em muitos casos estes elementos permitem mesmo
obter resultados de melhor qualidade do que os que sao obtidos com a utilizacao de elementos
conformes.

4.1 Exemplo de um elemento nao-conforme

Um dos elementos nao-conformes mais utilizado é o elemento ACM. O seu nome reune as
iniciais dos nomes dos investigadores que participaram no seu desenvolvimento (Adini-Clough-
Melosh). Trata-se de um elemento rectangular de quatro nds, em cada um dos quais sao
considerados trés deslocamentos independentes; o deslocamento transversal, w;, e as duas
rotacoes, 0,; e 0,;. Em cada elemento define-se desta forma um total de 12 graus de liberdade,
como se encontra ilustrado na figura 5.

A aproximacao para o campo de deslocamentos transversais pode ser escrita na forma:

12
i=1

Matricialmente, pode escrever-se:
u=ou® (16)
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Uz Us
Uy
% g E
@ L
! (1) (®) x
b
Yo (4) (3) u \
@ *—— ® ’
Uiz @
Uy
Ugg
y Ug
\ a \
Figura 5: Elemento ACM.
onde,
U
U
U= { Yi(z,y) Yolz,y) - Yulz,y) 1/112(967y)} u@ =4 (17)

U1
U12

Fisicamente, a funcao de interpolagao ;(x,y) corresponde ao campo de deslocamentos trans-
versais que surge quando se impoe o deslocamento elementar u; com valor unitario e se garante
que todos os restantes sao nulos (u; = 0, se j # i), assim como se garante que nao existe
qualquer carga distribuida aplicada. Cada funcao de interpolacao terd a seguinte expressao
geral [4]:

vi(x,y) = c1+cox+c3y+cqx® + cszy + gy
3 2 2 3 3 3
dcra® +cgxy + cgxy” 4+ c10y° + c11 7Y + cro xY© . (18)

Para se conseguirem determinar as 12 constantes envolvidas na defini¢ao da funcao ¢;(z,y),
basta escrever e resolver o sistema linear de 12 equagoes e 12 incognitas que pode ser obtido
quando se impoe o campo de deslocamentos pretendido, ou seja u; = 1 e u; = 0 quando
j # i [4]. Considere-se, como exemplo, que se pretende determinar a fungao 4(z,y). As
equagoes que permitem obter os valores dos coeficientes ¢; presentes na definigao (18) sdo as
seguintes:

¥4(0,0) =0;  4(a,0) =1;  ha(a,b) =0;  4(0,0) =0

61[)4(0,0) —0: 61[)4(61,0) —0: 81#4((1, b) —0: 8¢4(0, b) —0
Ox ’ Ox ’ Ox ’ Ox

61/)4(0,0) —0: 61/)4(61,0) —0: 81#4((1, b) —0: 8¢4(0, b) —0
oy ’ oy ’ oy ’ oy

Seguindo este procedimento, obter-se-a a seguinte definicao para cada uma das fungoes de
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interpolagao [4]:

3x? 2_:53 ry 32%y 223y 3y

= 1-2 27 S A
Y1(z,y) a2 a3 ab a?b a3 b b?
+3a:y2 293 2z
a b? b3 ab?
222 2% zy 22%y 23y
L B T S I
_ vy 2y 2zy® Y ayd
aloy) = v T T T TR T A
Va2, 1) 322 223 zy 322y 22%y  3xy?  2x¢P
T = _ _ -
aLY a? a>  ab  a?b a3b a b2 a b3
2 3 2 3
-, r  ry_ Ty
¢5(x7y) - a+a2+ab a2b
_zy 20y xyd
’IJZ)G(x7y) - a ab ab2
- ry 32y 223y  3xy® 2z9°
vrwy) = ab+ a%b a3b a b2 ab3
2 3
- _ry. ry
’lzz)8(x7y) - ab+a2b
2 3
- _ry Ty
’lzz)g(x7y) - ab+ab2
o xy 322y 223y 3y 3zy? 2y 2248
voley) = YT T T T e T aw
_xy 222y 23y
’l/)ll(l',:U) - b ab +CL2
2 2 3 3
- Yy, ry Yy Ty
’1/112(.1'7y) - b + ab +b2 ab2

As definigoes apresentadas para as fungoes de interpolacao permitem verificar que a equagao
(15) define uma aproximagao cubica para o campo de deslocamentos transversais no elemento
de laje. Saliente-se que devido & existéncia dos termos ci1 23y e c12 2y, o campo de desloca-
mentos transversais ao longo de segmentos de recta obliquos em relagdo ao sistema de eixos
coordenados terd um andamento do 4° grau. Na figura 6 encontram-se representadas cada
uma das fungoes de interpolacao definidas anteriormente.

O elemento ACM é dito nao-conforme porque nao garante a continuidade das rotagoes 6,
entre elementos adjacentes. A andlise da situagao representada na figura 7 permite esclarecer
(1390}

o porqué dessa nao-conformidade. Considere-se o elemento “i” e a fronteira definida por
x = a. Ao longo desse bordo, a aproximacao para o campo de deslocamentos transversais
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bo0xy)

Figura 6: Funcgoes de aproximacao do elemento ACM.

12
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pode ser escrita na forma genérica,
w(a,y) = a1+ azy + asy® + asy®,

enquanto que os campos de rotagoes vém dados por:

ow(zx,

Ox(a,y) = (—%) . =as+asy+ary’ +asy’,
ow(zx,

Hy(a,y) = (—%) - :—a2—2a3y—3a4y2.

Para que os campos de deslocamentos transversais e rotagoes pudessem ser definidos de
forma unica ao longo desse bordo, seria necessario estabelecer oito condigdes que permitissem
calcular os oito coeficientes a; presentes nas definigdes anteriores. Ora acontece que ao longo
do bordo em causa apenas se conseguem estabelecer seis equagoes, correspondentes aos valores
dos deslocamentos nodais nos dois nés que definem o lado.

ds

4

q
% ay a5

q6r
= «—"
(2) s x 2 (1)
®
, (4)@
(3)
= -

Wy,

1

d3

Figura 7: Nao-conformidade do elemento ACM.

Pode observar-se que na defini¢ao de w(a, y) e de ,(a, y) intervém as mesmas quatro constan-
tes a;, com 7 a variar de 1 até 4. Verifica-se desta forma que os deslocamentos transversais w e
as rotagoes 6, nos nds (2) e (3) do elemento “i” permitem definir, de forma tnica, a expressao
para os correspondentes campos cineméticos. Se se pensar no que se passa no elemento “i+1”
e no bordo x = 0, conclui-se também que w e 6, vém definidos de forma tinica em funcao
dos deslocamentos dos nés (1) e (4). Quando se impoe que estes nds tenham os mesmos
deslocamentos que os nés (2) e (3) do elemento “i”, garante-se a continuidade do campo
de deslocamentos transversais e do campo de rotagoes 6, (que neste bordo correspondem as

rotagoes ;) na fronteira comum a ambos os elementos.

No que respeita a rotacao 6,,, nao é dificil concluir que os dois deslocamentos nodais g3 e gg

(ver figura 7) nao sao suficientes para se conseguir determinar de forma tnica a expressao

do campo de rotagoes 0, (a,y). Assim, e mesmo garantindo que os deslocamentos nos nds
(155}

partilhados pelos elementos “i” e “i+1” sao os mesmos, poderao surgir descontinuidades no
campo de rotagoes normais na fronteira comum aqueles elementos.
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Esta nao-conformidade na definicdo das rotagoes normais, 6,,, faz também com que a solucao
aproximada nao respeite de forma integral todas as condigoes de fronteira cinematica. Deste
modo, sempre que existir um bordo encastrado, mesmo sendo nulo o valor de 6,, nos nés
da discretizacao, o campo de rotacoes podera tomar valores diferentes de zero nos restantes
pontos do bordo em causa.

Uma vez definida a matriz das fungoes de interpolagao, ¥, a matriz de rigidez elementar
pode ser obtida através da definigdo geral:

K®© :/VBtDB dV:/V(A\II)tD(A\II) dv (19)

A matriz de rigidez elementar do elemento ACM pode ser escrita na forma genérica,

Ki K2 Kis
K© =D; | Kl Ko Koz , (20)
Ki; Kj Kas

onde a definicao de cada um dos blocos é dada por:

b3 5ab a3 b5ab 5b a2 5b 5a b2 5a b3 5ab a3  b5ab
1 n +4V 4a +4b 4av -1 2b+ v
T il 2% 02 y - _2Z .7
K — 5b a2 5b 156  3a 15b 5b a? 5b
A O TIR : ta w0 e G
5a b2 5a 3b 15a 15a 5a b 5a

2a 14 4b+ 4v -1 2b+ v —1+ a 4v 4a+ 14 +4b 4v

L3  5ab a3  bHab 5b a? 5b 5a 12 ba b  5ab a3 5Habl

1,2 v ozl e dv 22 140 20 4w o1 b v
5b a? 5b 5a b bHa b3 5ab a3 bHab 5b a2 5b
—a 2b av 1 b v a b av
— 0 - - .
Ko = 156 3a 15b 5b a 5b 156 3a 15b
0 2a  4b(-14v) a -14v 0
3b 15a 2
-1 2b 4v a+4u —4a 14 2b 4v 1 b +4I/
L 56 a2 5b 5a b2 5a b3 5ab a3  bHab 5b a2 5b
r g_}_—l—i—l/ —4a_ 14 +2_b+4u —_1+£_4_1/ i_}_?_a_i'
b2 5a b3 5ab a3  b5ab 5b a? 5b 5a b2 5a
0 —1+ 4v —4a+2b+4au 0
Kz — 5b a? 5b 15b 3a 156
13 a b(-1+v) -1 2a+ v 0 2a b n bv
3b 15a 5a b2  5Ha 3b 15a 15a
ﬁ_—l—i—u —2a+ 14 _2_b_4u i_i_i g_i_—l—i-u
L b2 5a b3 5ab a3 bHab 5b a2 5b b2 5a J
'ﬂ_’_ﬁ_élau _ i_£+4_1/ —4a+2_b+4a1/'
156  3a 150 5b a2 5b 150 3a 150
., da  4b(-1+v) —2a —-1+4+v 0
Koo — 3b 15a b2 5a
22 1 b +4I/ —2a+—1+u 4a+ 14 +4b 4v -1 2b 4v
5b a? 5b b2 5a b  5ab a3 5Hab 5b a2 5D
—4a+2_b+4a1/ 0 —_1_2_b_4_1/ 4_(1_’_@_4(11/
L 15b 3a 150 5b a? 5b 156  3a 1506
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0
2a b (-1+4+v)
— | 3b 15a
R RS T T
5a b ba
v
fda 4b(-1+v)
3b 15a
1 _a v
Kis = 5a b  ba
0
2a  4b(-1+v)
L 30D 15a

a b
156  3a
0
-1 2b
5b a2
—a 2b
56 ' 3a
0
1 2b
5b a2
4a 4b
15b ' 3a
—v

v

5b

av

15b

4_1/
5b
dav

15b

0
a b(-1+v)
3b 15a
1 _a v
5a b2  ba
0
2a  4b(-1+4+v)
g
3b 15a
—1_2a_ 4v
5a b2 5a
—v
4q 4b 4bv
3b  15a 15a

O vector da forcas nodais elementares pode ser obtido através da definicao geral:

F<e>=/ W dV .
1%

15

Utilizando as definigdes (17) e (11) e considerando-se uma carga uniformemente distribuida, g, obtém-

se:

4.1.1

a_b
4
a’b
24
ab?
24
ab
4
— (a2 b)
24
ab®
24
ab

4
- (@)

24
— (ab?)
24
ab
1

a%b

24
— (a??)
24

Exemplo de aplicagao

(22)

A resolucao do problema apresentado na figura 8 vai permitir ilustrar a aplicacao do elemento
ACM na anélise eldstica linear de lajes finas. Considera-se que o material que constitui a
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estrutura tem um coeficiente de Poisson v = 0.3. O mdédulo de elasticidade, F, e a espessura
da laje, h, sao tais que a rigidez de flexao, Dy, tem um valor unitdrio. A laje estd sujeita a
uma carga uniformemente distribuida ¢(z,y) = 1.0 kN/m?.

2.0

Y

Figura 8: Definicao do problema

Discretizacao da estrutura e identificacdo dos deslocamentos independentes

A laje é discretizada em 2 elementos finitos rectangulares do tipo ACM. Os deslocamentos
independentes correspondentes a esta discretizacao encontram-se identificados na figura 9.

Y4 YA /

(1) (2) (3) %

e

1S
®
0

3]
Y4

Figura 9: Discretizacao adoptada

Definicao da aproximagao

Como os dois elementos considerados tém a mesma geometria, as fungdes de aproximagao
(escritas no referencial local) a considerar na anélise tém a mesma definigdo em ambos. Assim,
substituindo a = 1 e b = 1 nas defini¢oes dadas anteriormente para as fungoes de interpolacao
obtém-se:

Or(xyy) = 1-322+22% —xy+322y—223y -3¢y +329y%+29° — 2293
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<

2T, Y

1[)3 z,

<
<

z,

<

4

<

Zz,

<

5

<

8
<

6

)

<
<

S

Z,

<

8

S

xz,

<

9

P10

v (z,y

Y

(z,y)
(z,y)
(z,y)
(z,y)
(z,y)
7(z,y)
(z,y)
(z,y)
(z,y)
(z,y)
(z,y)

Yi2(x,y

r—222+a2d —xy+222y — 23y

y—xy—2y2+2:ny2+y3—:ny3

322 223 +xy 322y +22°y —3xy® + 2293

—*+ 2t + 2ty -2’y
zy—2xy: + a9’
—ry+32%y—223y+3xy? — 223
—x2y+m3y

—xy2+wy3

my—3m2y+2m3y+3y2 —3acy2 —2y3+2my3

wy—2w2y+w3y

—y2—|—xy2+y3—xy3

17

As incidéncias para os elementos 1 e 2 encontram-se definidas nas tabelas 3 e 4, respectiva-

mente.

Local |1 (213456 |7|8]|9|10]11] 12
Global | — |- | —-|—-|—-1—-]14|6|5| 1|32
Tabela 3: Tabela de incidéncias do elemento 1.
Local |12 |3|4]|5|6|7|[8]9|10 |11 |12
Global | —| ||| —-|-|-|-|-]4 |65

Tabela 4: Tabela de incidéncias do elemento 2.

Obtengao das equagoes de equilibrio elementares

Tendo uma geometria semelhante e sendo constituidos pelo mesmo material, os elementos 1
e 2 partilham a mesma matriz de rigidez elementar. Substituindo na defini¢ao (20) os valores
a=1,b=1v=03e Dy = 1.0, obtém-se:
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r10.56 244 244  —456 214 056 —1.44
244 152 03 -214 062 0  —0.86
244 03 152 056 0 048 —0.86
—4.56 —2.14 056 10.56 —2.44 244 —4.56
214 062 0 —244 152 —03 —0.56
KO _ | 056 0 048 244 03 152 -214
—1.44 —0.86 —0.86 —4.56 —0.56 —2.14 10.56
08 038 0 —056 048 0 —244
086 0 038 214 0 062 —244
—4.56 056 —2.14 —1.44 086 —0.86 —4.56
056 048 0 —0.86 038 0 —214
L 214 0 062 08 0 038 —0.56

0.86
0.38
0
—0.56
0.48
0
—2.44
1.52
0.3
2.14
0.62
0

0.86
0
0.38
2.14
0
0.62
—2.44
0.3
1.52
—0.56
0
0.48

—4.56
0.56
—2.14
—1.44
0.86
—0.86
—4.56
2.14
—0.56
10.56
2.44
—2.44

0.56
0.48
0
—0.86
0.38
0
—2.14
0.62
0
2.44
1.52
-0.3

18

2.14 7

0
0.62
0.86

0
0.38
—0.56

0
0.48
—2.44
-0.3
1.52

Como a carga distribuida aplicada em ambos os elementos é igual, o vector de forcas nodais
elementares é partilhado pelos elementos 1 e 2. De (22) vem de imediato:

NN N

—_

FO —

| |
§| )—n§| | >—l5§| »—l§| }_‘Akl P—‘y,l\i| >—‘§|

Reuniao das equacoes elementares

Para efectuar o processo de reuniao das equagoes elementares, é utilizada da forma habitual
a informacao contida nas tabelas de incidéncias definidas para cada um dos elementos. Desta

forma, a matriz de rigidez global é obtida através de:

r 1
K£0?10

1
Kfo?m

1
Kfz?m

1
K£0?11

1
K£2?11

1
K£1?11

1 2
K§7) + K310

1
K §0?7
1
Ky
1
Kty
(2)

1
K £0,)9

1
Koy

1
Ky

K9+ K

(2)
10,12
(2)
12,12

Utilizando as matrizes de rigidez elementares definidas anteriormente, é possivel determinar



4 ELEMENTOS FINITOS PARA LAJES FINAS 19

o valor numérico dos elementos da matriz de rigidez da estrutura. Obtém-se:

[ 10.56 —2.44 244 —4.56 —0.56 2.147
-244 152 03 -056 048 0.0
244 -030 152 =214 00 0.62
—4.56 —-0.56 —2.14 21.12 —-4.88 0.0
—-0.56 0.48 0.0 —488 3.04 00

| 2.14 0.0 0.62 0.0 0.0 3.04]

O vector das forgas nodais é obtido da seguinte forma:

Utilizando a informacao referente a cada um dos elementos, torna-se possivel obter:

0.25
—0.0417
0.0417
0.50
—0.0834
0.0

Resolucao da equagao de equilibrio nodal

A resolugao da equacao de equilibrio global,
Kxq=F,
permite determinar o valor dos deslocamentos independentes. Obtém-se:

0.09987 ()
0.13757 (rad)
~} 002383 (rad)
979 007025 (m)
0.08201 (rad)
—0.07164  (rad)

Analise da solugao obtida

Uma vez determinados os deslocamentos independentes e utilizando de novo a informacao
contida nas tabelas de incidéncias, é possivel escrever a aproximacao obtida para o campo de
deslocamentos transversais em cada um dos elementos.

Para o elemento 1 é possivel escrever:

w (z,y) = vr(z,y) aa + vs(z,y) g6 + Yo(z,y) g5
+ipro(z,y) @1 + Yz, y) g3 + Yia(z,y) ¢
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Substituindo na expressao anterior as defini¢coes para as fungoes de forma e os valores dos
deslocamentos independentes, obtém-se:

wW(z,y) = 0.05345zy — 0.06488 2% y + 0.01143 2> y 4 0.16204 3/ (23)
—0.0333 2y — 0.06217 > + 0.00368 z 1

Para o elemento 2 vem:

w®(2,y) = 10(,y) a1+ Y11(2,y) g6 + Y12z, y) g5
0 que permite definir:

w?(z,y) = —0.00139zy — 0.06747 2> y + 0.06886 z° y + 0.12874 1/
—0.12874 2 4% — 0.05849 4> + 0.05849 />

Confirma-se que ao longo de segmentos de recta paralelos aos sistemas de eixos se obtém uma
aproximagao cibica para o campo de deslocamentos transversais. Ja ao longo de rectas nao
paralelas a x ou a y, a expressao para o deslocamento transversal aproximado é do 4° grau.

Uma vez obtidas as aproximacoes para o campo de deslocamentos transversais, as expressoes
(3) e (4) permitem determinar as aproximagcoes para os campos de rotagoes 0, e 6,. Para o
elemento 1 obtém-se as seguintes igualdades:

g _ _9ulzy)
v Ox

= —0.05345y + 0.12976 2y — 0.03429 2% y + 0.0333 4% — 0.00368 3> (24)

g — _Oduwzy
Y 8y
= —0.05345x 4 0.06488 2% — 0.01143 2> — 0.32408 y (25)

+0.0666 z y + 0.18651 4% — 0.01104 z 3>

E importante averigurar neste instante se a solucao obtida para os campos de deslocamentos
no elemento 1 respeita as condicoes de fronteira cinemaética. No bordo com y = 0, tanto os
deslocamentos transversais quanto os campos de rotagoes deveriam ser nulos, tendo em conta
o encastramento existente. A partir de (23) e (24) nao é dificil verificar que w(z,0) = 0 e
,(x,0) = 0. Ja quanto a rotacdo normal, 8,(x,0), verifica-se que se anula apenas nos nos
1 e 2 (onde o seu valor foi directamente prescrito), tomando valores diferentes de zero na
restante parte do bordo encastrado. A variagao de 6,(x,0) encontra-se ilustrada no grafico
representado na figura 10. Fica desta forma ilustrado que a utilizacdo do elemento ACM
conduz a solugoes aproximadas que nao verificam de forma total as condicoes de fronteira do
problema sempre que se especifica o valor das rotagoes normais num determinado bordo da
laje.

Os campos de rotagoes no elemento 2 sao dados pelas igualdades:

0,(z,y)? = 0.00139y 4 0.13494 2y — 0.20658 22 y + 0.12874 %> — 0.05849 1/
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0.00E+00 f f f f f f f f f
0. 010 020 030 040 050 060 070 080 0.90 .00

-2.00E-03 +

-4.00E-03 +

-6.00E-03 +

Elemento 1

-8.00E-03 +

-1.00E-02 +

-1.20E-02 +

-1.40E-02

Figura 10: Distribuigao das rotagoes ¢, no bordo superior - y = 0 - do elemento 1.

0,(z,y)? = 0.00139x + 0.06747 2% — 0.06886 2> — 0.25748 y + 0.25748 x y
+0.17547 y? — 0.17547 x >

E agora possivel verificar que nao hé continuidade para o campo de rotacgoes 0, ao longo da
fronteira entre os elementos 1 e 2. Dadas as expressoes definidas atras, nao é dificil verificar
que:

0 (1,y) # 62(0,y) .
Esta mesma conclusao pode ser retirada da andlise da figura 11, onde se representam os

campos de rotagoes 0, no bordo x = 1 (referencial global) obtidos através das aproximagoes
definidas para os elementos 1 e 2.

Os campos de curvaturas no elemento 1 podem ser obtidos através da aplicacao das equacoes
de compatibilidade definidas em (6). Obtém-se:

O w(z,y)
o - _Z 7 I)
Xa x>

= 0.12976y — 0.06858 2 y

oo ey
Yy 3y2
—  —0.32408 + 0.0666x + 0.37302y — 0.02208 2 y
o Puwly)
Ty oz Oy

= —0.05345 4+ 0.12976  — 0.03429 2% + 0.0666 y — 0.01104 3>

Os campos de momentos podem agora ser calculados com o recurso as relagoes constitutivas
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8.00E-02

7.00E-02 +

6.00E-02 +

5.00E-02 +

Elemento 1

4.00E-02 + Elemento 2

3.00E-02 +

2.00E-02 +

1.00E-02 +

0.00E+00 f f f f f f f f f
0.00 010 020 030 040 050 060 070 080 090 1.00

Figura 11: Distribuicao das rotagoes 6, na interface entre os elementos 1 e 2.

definidas em (8):

m{) = Dy (xu(,y) + vxy(z,y))
= —0.097224 + 0.01998 z + 0.241666 y — 0.075204 z

m{ = Dy (vx.(2,y) + xy(@,y))
= —0.32408 + 0.0666 = + 0.411948y — 0.042654 2y

mgjy = Df (1_V)X:Ey($ay)
= —0.037415 + 0.090832 2 — 0.024003 2 4 0.04662y — 0.007728 1/

A aproximacao definida para os campos de momentos flectores é bilinear, o que faz com
que os respectivos diagramas ao longo de segmentos de recta paralelos aos sistemas de eixos
coordenados sejam lineares. Por sua vez, é obtida uma aproximacao quadratica para o campo
de momentos torsores, My.

Importa agora verificar se a distribuicao de momentos obtida verifica as condigoes de equilibrio
no dominio e na fronteira. Para se verificar o equilibrio no dominio, a distribui¢do de cargas
aplicadas ¢(z,y) obtida aplicando a condi¢ao (11) & aproximagao obtida para os campos
de momentos, deve corresponder ao carregamento inicialmente aplicado a estrutura. Ora a
aplicagao da equacao (11) permite verificar que a solugdo de momentos aproximada obtida
para o elemento 1 equilibra uma carga distribuida nula, ¢(z,y) = 0, o que faz com que o
equilibrio no dominio nao venha verificado.

Para haver equilibrio na fronteira, é necessario que a solugao obtida para os esforcos permita
recuperar as condicoes de carregamento nos bordos da laje (condigoes de fronteira estatica).
Repare-se agora o que se passa, por exemplo, na fronteira definida por x = 0. O diagrama
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de momentos flectores ao longo desse bordo é dado por:
my, =mD(0,y) = —0.097224 + 0.241666 y .

Esta expressao permite concluir que nao hé equilibrio na fronteira em causa, uma vez que o
momento flector toma valores nao nulos, o que contraria as condigoes de fronteira inicialmente
especificadas. O diagrama representado na figura 12 permite reforcar esta ideia.

2.00E-01

1.50E-01 +

1.00E-01 +

5.00E-02 +

0.00E+00
0.

.00
-5.00E-02 +

Elemento 1

-1.00E-01 f

-1.50E-01

Figura 12: Distribuicao dos momentos flectores no bordo x = 0 do elemento 1.

No elemento 2, os campos de curvaturas e os campos de momentos sao dados pelas seguintes
igualdades:

Yo(z,y)? = 0.13494y — 0.41316 2y

Xy(2,9)® = —0.25748 4 0.25748 2 + 0.35094y — 0.35094 2 y
Xay(T, 1)@ = 0.00139 + 0.13494 2 — 0.20658 2% + 0.25748 y — 0.17547 ¢/
ma(z,y)? = —0.077244 + 0.077244 z + 0.240222y — 0.518442 z y
my(z,y)? = —0.25748 4 0.25748 = 4 0.391422y — 0.474888 x y

Mgy (z,y)® = 0.000973 + 0.094458 = — 0.144606 22 + 0.180236 y — 0.122829 3

Para haver equilibrio de esforcos na fronteira inter-elementar, serd necessario que a distri-
buicao de momentos flectores obtida com base na solucao aproximada definida para o ele-
mento 1 seja igual a distribuicdo obtida com base na aproximacao referente ao elemento 2.
A figura 13, onde se tracam aquelas duas distribuicoes, permite verificar que também nao ha
equilibrio na fronteira entre elementos.

Conclui-se desta forma que a solucao aproximada obtida nao verifica as condigoes de equilibrio
nem no dominio, nem na fronteira, o que constitui uma das caracteristicas gerais das for-
mulagoes cléssicas (de deslocamento) do método dos elementos finitos.
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2.00E-01

1.50E-01 +

Elemento 1
1.00E-01 +

Elemento 2

5.00E-02 +

0.00E+00
0.

060 070 080 090 1.00

-5.00E-02 +

-1.00E-01

Figura 13: Distribui¢ao dos momentos flectores no bordo comum aos dois elementos finitos.

4.2 Exemplo de um elemento conforme

Apresenta-se agora de forma muito sucinta o exemplo de um elemento conforme. Trata-se

também de um elemento rectangular com quatro nés, e é conhecido geralmente por elemento
BFS (Bogner-Fox-Schmit) [4].

Para justificar o tipo de fungoes de interpolacao utilizadas na definicdo do elemento BF'S, mais
uma vez se recorre a semelhanca existente entre as equagoes que regem o comportamento das
lajes finas e dos elementos de viga. Recorde-se entdao que quando se formula este tipo de
elemento se aproxima o campo de deslocamentos transversais através da expansao

w(z) = hy(z)d; + hg(x) 0; + hg(x) 5]' + h4(x) Hj ,

onde d;(; e 0;(;3 representam o deslocamento transversal e a rotagao do né inicial{final} da
barra, respectivamente. Para assegurar a continuidade da fun¢ao (deslocamentos transver-
sais) e das suas derivadas (rotagoes) entre elementos adjacentes, sdo utilizadas as seguintes
funcoes,

h1($):1_3L—:I;2+2L—€3
hg(:n):x—¥+z—z
h4(x):—%2+z—z

conhecidas geralmente por fungoes de Hermite e cuja representacao grafica se encontra na
figura 14.

A passagem para os elementos de laje é agora simples. Intuitivamente, compreender-se-a
que se as funcoes de Hermite permitem verificar as condi¢Ges de continuidade em dominios
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h1(x) -

h3(x)

h4(x)

Figura 14: Fungoes de hermite unidimensionais

unidimensionais, o produto de duas fungoes de Hermite, uma definida em x e a outra definida
em y, deverd conduzir a construgdao de uma funcao de interpolacao conforme num dominio

bidimensional.

As fungoes de aproximagao do elemento BFS sao construidas desta forma. Consideram-se
quatro polinémios de Hermite definidos em z e quatro polinémios de Hermite definidos em
y. O produto cruzado dessas funcoes unidimensionais permite a construcao de um total
de 16 funcGes bidimensionais, que correspondem precisamente as funcoes de interpolacao
procuradas. Define-se entao:

Y1(@,y) = hi(z) x hay)  ¥s(x,y) = hs(x) x hi(y)
VYa(z,y) = ha(z) x ha(y)  ve(z,y) = ha(z) x ha(y)
Ys3(z,y) = ha(z) x hao(y)  ¥r(z,y) = ha(x) X ha(y)
Ya(z,y) = ha(z) x hao(y)  ¥s(z,y) = ha(x) X ha(y)
Yo(z,y) = h3(z) x ha(y)  Y13(x,y) = hi(z) x h3(y)
Yio(z,y) = ha(x) X h3(y)  Ya(z,y) = ho(x) x h3(y)
Yui(z,y) = ha(x) X ha(y)  Y15(z,y) = ha(x) X ha(y)
Yi2(z,y) = ha(x) X hay)  Pr6(z,y) = ho(x) X ha(y)

Obtém-se desta forma um elemento com 16 graus de liberdade, sendo quatro as incégnitas
associadas a cada um dos nds. Assim, para além dos graus de liberdade habituais (o des-
locamento transversal e as duas rotagoes), hd um outro “deslocamento nodal” independente
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a ter em conta. O significado fisico deste quarto grau de liberdade corresponde ao valor da
curvatura de torcao no né em causa. Na figura 15 encontram-se representados os graus de
liberdade elementares a considerar quando se utiliza um elemento BFS. A aproximagao para
o campo de deslocamentos transversais pode agora ser escrita na forma:

16

w(z,y) = Z?/)Z-(:E,y) U; (26)

1=1

A utilizagao deste elemento resulta bastante limitada, uma vez que a sua aplicabilidade se
resume a dominios rectangulares.

Us

ol
MER o

1)

u

Figura 15: Elemento BFS

As dezasseis fungoes de aproximagao utilizadas na definicao do elemento BFS encontram-se
representadas na figura 16. Repare-se na forma pouco habitual que as funcées de interpolacao
associadas aos deslocamentos nodais correspondentes as curvaturas de torgao apresentam (ver
por exemplo o grafico de Y4 (z,y)).

5 Elementos finitos para lajes espessas

Na teoria de Mindlin, o campo de deslocamentos transversais, w(z,y), é independente dos
campos de rotacoes, 0,(x,y) e ,(z,y). Torna-se desta forma necessario interpolar de uma
forma independente cada um destes campos.

Para assegurar a continuidade dos deslocamentos transversais e de todas as rotagoes, é sufi-
ciente neste caso garantir a continuidade das funcées de interpolagao utilizadas. Este facto
faz com que venha muito facilitado o desenvolvimento de elementos finitos para a anélise de
lajes espessas. Note-se que no operador diferencial de compatibilidade definido em (12) ape-
nas intervém derivadas de primeira ordem, o que implica que apenas seja necessario garantir
continuidade CV para as funcdes de aproximacao.
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Figura 16: Fungoes de aproximagao do elemento BFS.
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Ao contrario do que sucede nas lajes finas, é entao possivel a definicdo de elementos muito
semelhantes aos que foram estudados no caso dos problemas de elasticidade plana [2, 3]. As
funcoes de interpolacao sao semelhantes, diferindo apenas os graus de liberdade que devem ser
considerados em cada um dos ndés. Como deslocamentos nodais independentes consideram-se
os deslocamentos transversais, w, e as duas rotacoes, 0, e 6,. As interpolacoes em cada
elemento finito podem ser entao escritas na forma,

nnos

w(z,y) = Z vi(x,y) w; , (27)
i=1

nnos

Ou(z,y) = Y vilz,y) (02): | (28)
i=1

nnos

Oy(x,y) = Y vilz,y) (0y)i (29)
i=1

onde nnos denota o nimero de nés do elemento finito utilizado. As aproximacoes podem ser
expressas matricialmente na forma (16), mas onde agora se define:

V1(x,y) ... Unnos(z,y) 0 0 0 0
U= 0 . 0 Vi, y) o Ynnos(T,Y) 0 . 0 (30)
0 0 0 0 V1(2,Y) o Ypnos(T,Y)
e
w1
Wnnos
w(,y) (021
u=72 0.(x,y) ul® = : (31)
ey($vy) (0:(:) nos
(Gy)l
(ey)rmos

Se se utilizar um elemento finito rectangular com 4 nds, os deslocamentos nodais elementares
a considerar sdo os que se encontram representados na figura 17.

Recorde-se que para elementos de forma rectangular com lados paralelos ao sistema de eixos
coordenados, as fungoes de interpolacao tém a seguinte definicao:

Yi(z,y) = 1—5_%+%
Po(z,y) = g—%
V3(z,y) %

Ya(z,y) = %—%
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Figura 17: Elemento rectangular de 4 nés para a andlise de lajes de Reissner-Mindlin .
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b, (xy)

Figura 18: Fungoes de aproximagao para o elemento rectangular de 4 nés.
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Na figura 18 representa-se graficamente cada uma destas quatro fung¢oes de interpolagao.

Conhecida a matriz das funges de interpolagao, ¥, e o operador diferencial de compatibi-
lidade A definido em (12), a matriz de rigidez elementar pode ser calculada com recurso a
expressao geral (19), onde agora a matriz das constantes eldsticas D é definida em (13).

O vector das forcas nodais elementares pode ser determinado utilizando-se a definicao (21).
No caso das lajes espessas, o vector f corresponde a defini¢ao apresentada em (14).

5.1 Cuidados a ter na utilizacao deste tipo de elementos

Dada a sua simplicidade e facilidade de utilizacao, os modelos de elementos finitos para lajes
espessas sdo os mais utilizados, mesmo em situagoes para as quais se pode deixar de considerar
a laje como espessa.

Costuma considerar-se que um “bom” elemento de Reissner-Mindlin deve conseguir recuperar
os resultados fornecidos pela teoria de Kirchhoff quando a espessura da laje comega a diminuir.
Embora esta afirmacao seja verdadeira em muitos dos casos, situacoes ha em que a diminuicao
da espessura da laje coloca alguns problemas no que toca a utilizacao de elementos baseados
na implementacao da teoria de Reissner-Mindlin. Um dos fendmenos mais gravosos que
podem surgir nesta circunstancia é o chamado locking. Este fenémeno pode destruir por
completo a solugao, tornando muito pequenos (ou mesmo nulos) os valores calculados para o
campo de deslocamentos.

O fenémeno de locking surge porque na definicio dos elementos da matriz de rigidez hé
coeficientes que tém parcelas que vém multiplicadas por h? (parcela de flexdao) e parcelas que
vém multiplicadas apenas por h (parcela de corte). Quando a espessura da laje comega a
diminuir, a parcela de corte comeca a predominar sobre a parcela de flexdo, o que faz com
que a influéncia desta dltima tenda a “desaparecer”.

Uma vez que o fenémeno de locking estd associado a uma rigidez excessiva do modelo numérico
utilizado, a sua resolucao passa pela sub-avaliacao dos elementos das matrizes de rigidez
elementares. Assim, no calculo numérico de cada um dos coeficientes que compéem essa
matriz, em vez de se utilizar o nimero de pontos de Gauss necessario para se efectuar uma
integragao exacta [2, 3], utiliza-se um nimero inferior, o que vai permitir fazer desaparecer o
locking.

A integragao diz-se reduzida quando se considera um nimero de pontos de Gauss inferior ao
necessario para efectuar as integragoes tanto das parcelas de corte quanto das parcelas de
flexdo. A integracao dir-se-a selectiva quando se integra a parcela de flexdo de forma exacta e
se utiliza sub-integracao apenas para a parcela de corte, que é no fundo a principal reponsavel
pelo locking.

Para diferentes tipos de elementos finitos, encontra-se representada na tabela 5 o nimero de
pontos de Gauss que permite efectuar a integragdo exacta, assim como o numero de pontos
de Gauss que permitem definir integracoes reduzidas e selectivas.

Para ilustrar o fenémeno de locking, considere-se uma laje quadrada simplesmente apoiada
em todo o seu contorno e sujeita a accao de uma carga uniformemente distribuida, ¢. Consi-
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Tipo de integracao . I < o1
Ezacta 2x2 3x3 4 x4
Reduzida 1x1 2x2 3x3

Selectiva 2 X 2 (flex@o) | 3 x 3 (flexdo) | 4 x 4 (flexao)

1 x 1 (corte) | 2 x 2 (corte) | 3 x 3 (corte)

Tabela 5: Tipos de integracao para elementos isoparamétricos

derando a teoria de lajes finas, a solucao exacta para o valor do deslocamento transversal no
ponto central da laje é dado por:

q L*

100 Dy

we = 0.40644

onde L corresponde ao comprimento do bordo da laje. O valor exato do momento flector
nesse mesmo ponto é dado pela igualdade:

2

qL
= 4. —
Me 78863 100

Na figura 19 encontra-se representada a evolugao do valor do deslocamento transversal do
ponto central da laje & medida que se diminui a espessura da laje. Em abcissas representa-se
a relagdo L/h e em ordenadas o valor normalizado para o deslocamento em causa, w/w.. A
malha utilizada na anélise é sempre a mesma e é constituida por elementos isoparamétricos de
4 nés. Seria de esperar que a medida que a espessura da laje fosse diminuindo, os resultados se
aproximassem dos resultados fornecidos pela teoria de Kirchhoff, muito embora os elementos
utilizados resultem da implementacao da teoria de Reissner-Mindlin.

Os graficos representados na figura 19 permitem verificar que quando se utiliza uma integragao
reduzida ou uma integragao selectiva este é de facto o comportamento verificado. J& quando
se utiliza a integracdo total, é bem visivel a activacdo do fenémeno de locking a partir de
uma dada relagdo L/h.

Este mesmo efeito pode ser recuperado na analise dos graficos representados na figura 20, onde
agora se representa, exactamente para os mesmos casos testados anteriormente, a evolugao
do valor do momento flector normalizado, m/m..

Quando se utilizam malhas constituidas por elementos de ordem superior, é de esperar que o
fenémeno de locking comece a ser activado para valores de espessuras inferiores. Este aspecto
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1.400
W/We
1.200 -
Reduzida e Selectiva

1.000 - & @
0.800 + —B—Completa

—+— Reduzida
0.600 - —6— Selectiva
0.400 +

Completa

0.200
0.000 T T T T T

0.00E+00 2.00E+01 4.00E+01 6.00E+01 8.00E+01 1.00E+02 1.20E+02

L/h

Figura 19: Efeito de locking no valor do deslocamento transversal; elementos de 4 nos.

1.200
M/Me
Reduzida e Selectiva
1.000 - @ & D
—B&— Completa
0.800 —— Reduzida
—O6— Selectiva
0.600 -
0.400 -
Completa
0.200 -
0.000 . . . . .
0.00E+00 2.00E+01 4 00FE+01 6.00F+01 8.00FE+01 1.00E+02 1.20E+02

L/h

Figura 20: Efeito de locking no valor dos momentos flectores; elementos de 4 nés.
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é visivel através da andlise da figura 21, onde na andlise da mesma laje, mas considerando
agora uma discretizacao envolvendo elementos rectangulares com 8 nés, o locking s6 comeca
a surgir para valores mais elevados da relagao L/h.

1.40E+00
W/We

iia)

1.20E+00

1.00E+00 im & \

8.00E-01

6.00E-01 —B—Completa

4.00E-01 A —+— Reduzida

2.00E-01

0.00E+00 T T T T T
0 00F+00 2 O0F+0?2 4 00F+02 A DOF+N2 R NOF+N? 1 00F+03 1 20F+03

L/h

Figura 21: Efeito de locking no valor do deslocamento transversal; elementos de 8 nds.

Embora os exemplos que aqui sao apresentados ndo o permitem observar, pode afirmar-se
que os elementos rectangulares com nove e dezasseis nés sao menos sensiveis ao locking que
os elementos com oito e doze nos, respectivamente.

5.2 Exemplo de aplicagao

Retome-se o exemplo de aplicacao definido na figura 8. Considere-se de novo uma discre-
tizagdo com dois elementos, mas onde agora sao utilizados os elementos isoparamétricos de
4 nés obtidos com a implementacao da teoria de lajes espessas. Note-se que os graus de
liberdade sao os mesmos que anteriormente, e encontram-se identificados na figura 9.

Considerou-se nesta analise uma espessura h = 0.01 m. O valor do médulo de elasticidade foi
escolhido por forma a garantir que a rigidez de flexao da laje, Dy, tenha um valor unitario.
Para evitar o fendmeno de locking foi utilizada uma integracao selectiva.

De seguida apenas se efectua a andlise critica da solugao aproximada obtida. O processo de
obtencao da equacao de equilibrio global nao encerra qualquer novidade em relagdo ao que
foi discutido no caso das placas e também no caso da aplicagdo do elemento ACM.

Utilizando o programa de calculo automético LAJE32, obtiveram-se os seguintes valores para
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os deslocamentos independentes.

47N 0.0656 (m)

0.1287 (m)
—0.0051 (rad)
0.2573 (rad)

0.1312 (rad)
0.1313 (rad)

Os valores dos deslocamentos nodais nos elementos 1 e 2 podem ser encontrados nas tabelas 6
e 7, respectivamente. Note-se que dada a convencao de sinais adoptada para as rotagoes no
elemento isoparamétrico de 4 nés (ver figura 17), os valores nodais de 6, e 6, aparecem com

o sinal trocado nas referidas tabelas.

Local

112

3

4

516 7 8 9110 11 12

Global

0.0656

0.1287

- |—-1-0.1312 | 0.0051 | — | — | -0.1313 | -0.2573

Tabela 6: Valores dos deslocamentos nodais no elemento 1.

Local

1

2

3

4

5167 8 19]10|11 12

Global

0.0656 | — | - | —|-0.1312 | — | — | — | -0.1313

Tabela 7: Valores dos deslocamentos nodais no elemento 2.

O campo de deslocamentos transversais no elemento 1 pode ser obtido substituindo-se na
equagao (27) os valores dos deslocamentos listados na tabela 6. Obtém-se desta forma:

w(z,y)

o))

= 7/)3(%31) us +¢4($7y) Uy
= ¢3($,y) w3 —|—¢4(.Z’,y) Wy
= 0.1287y — 0.06307 z y

Substituindo nas defini¢oes (28) e (29) os valores das rotagoes nodais do elemento 1 pode

obter-se:

oV

1/}3(‘%.7 y) u7 + ¢4(.Z', y) us
¢3($7 y) (em)3 + 7/)4(5137 y) (9(2)4
0.005123y — 0.136323 z y

P3(x,y) urr + Ya(z, y) urz

1/}3(‘T7 y) (Hy)?» + 1/}4(‘T7 y) (Hy)4
—0.2573y + 0.126 2 y

Como pode verificar-se com facilidade, os elementos rectangulares isoparamétricos de 4 nos
permitem obter aproximacoes bilineares para os campos de deslocamentos envolvidos na
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caracterizacdo do comportamento do elemento de laje. Nao é dificil verificar que a solugao
obtida para o campo de deslocamentos satisfaz todas as condigoes de fronteira cinemaética.
De facto, no bordo encastrado (onde y = 0) obtém-se de imediato:

wV(z,00=0 ; 6P(z,0)=0 ; 9?51)(33,0) =0

Os campos de curvaturas podem agora ser obtidos a partir da aplicacdo das equagtes de
compatibilidade definidas em (12).

00,
Wi(ey) = - =-0136323y
00
XD(zy) = a_yy = —0.2573 + 0.126 2
20, 00
2xWD(z,y) = S=+ % =0.005123 — 0.136323 2 + 0.126 y
Y oy  Ox
Por sua vez, as deformagoes de corte podem ser obtidas através das igualdades:
0
VD(ay) = 6.+ 8—: — 0.057947y — 0.136323 2 y
(1) ow
v (e y) = 0, + n = 0.1287 — 0.06307z — 0.2573y + 0.126 z y

A aplicacao das relagoes de elasticidade (13) permite neste instante determinar a aproximacao
para os campos de esforcos. Para os campos de momentos flectores e momentos torsores
obtém-se:

mM(z,y) = —0.07719 4 0.0378 z — 0.136323 y

xT

m{)(z,y) = —0.2573 +0.1262 — 0.0408969 y

m{)(z,y) = 0.00015 — 0.003976 2 + 0.003675y

Verifica-se que a utilizagao de elementos rectangulares com quatro nés conduz & obtencao de
uma aproximacao linear para os campos de momentos. Os esforcos transversos sao definidos
através das igualdades:

vW(z,y) = ¢Ghye=—202815y — 477132y

v\ (z,y) = &G hy, =45045 — 2207452 — 9005.5y + 4410. 2 y

Os resultados anteriores permitem verificar que a solucao aproximada nao verifica as condigoes
de equilibrio na fronteira. No bordo livre os momentos flector e torsor e o esforgo transverso,
em vez de tomarem valores nulos de acordo com as condicgoes de carregamento, sao definidos
pelas seguintes igualdades:

mp, =m{M0,y) = —0.07719 — 0.136323 y
my =m{)(0,y) = 0.00015 + 0.003675y

v, =00(0,y) = —2028.15y
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A solucao aproximada obtida também nao verifica as condigoes de equilibrio no dominio. Se
se calcularem as componentes do vector das forcas de massa, f, utilizando as condigoes de
equilibrio expressas na equacgao (14), obtém-se:

mi(z,y) = 0.041475 +2028.15y + 4771.3z y

i (,y) —4504.54 + 2207.45 2 + 9005.5y — 4410. 2 y

¢V (z,y) = —9005.5+4410.2 — 4771.3y
0 que nao corresponde ao carregamento aplicado a laje em analise.
No elemento 2, a aproximacao definida para os campos de deslocamentos permite obter:
w@(@,y) = Ya(z,y)u

= 1/}4('%7 y) Wy
— 0.06563y — 0.06563 2y

9§2) (.Z', y) = 1/}4('%7 y) us
= a(2,y) (0z)4
— 01312y +0.13122y

07 (x,y) = talz,y) e
= Ya(z,y) (Oy)a
— —0.1313y +0.1313zy

Estas expressoes permitem mais uma vez verificar que a solucao obtida verifica todas as
condigoes de fronteira cinematica. Permite ainda confirmar que a continuidade de desloca-
mentos nas fronteiras inter-elementares é verificada. De facto, obtém-se

w(1,y) = w?(0,y)
oM (1,y) = 02(0,y)

Os campos de curvaturas e os campos de momentos no elemento 2 sdo dados por:

XP(z,y) = 01312y
\P(z,y) = —0.1313+0.13132
2D (z,y) = —0.13124 013122 + 0.1313y

mP(z,y) = —0.03939 +0.03939 + 0.1312y
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mP(z,y) = —0.1313+0.1313z + 0.03936y
mP)(z,y) = —0.00382667 + 0.00382667 x -+ 0.00382958 y

Os resultados obtidos permitem confirmar que nao hé equilibrio de esforgos na fronteira entre
os elementos utilizados na discretizacao da laje. Com efeito, é simples verificar que:

m(Ly) = mP(0,y)

m{)(Ly) = mE(0,y)

v (y) = oP(0,) .
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