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Capitulo 1

Introducao

Neste capitulo introdutorio a analise de lajes definem-se, brevemente, os principais con-
ceitos envolvidos nesta area bem como as técnicas mais correntes que permitem analisar,
do ponto de vista estrutural, uma laje. Cada um dos temas aqui tratados serd objecto de
um estudo mais detalhado em capitulos seguintes.

1.1 Lajes - conceitos basicos

Antes de entrarmos propriamente no estudo das lajes sera conveniente recorrermos ao
Vocabuldrio da Teoria das Estruturas [7] por forma a explicitarmos de forma clara um
conjunto de defini¢oes que as lajes (e a outras estruturas laminares) diz respeito:

Peca laminar - Corpo em que uma das dimensoes é muito menor que as outras duas;
Folheto médio - Superficie média de uma peca laminar;
Plano médio - Folheto médio de uma peca laminar plana;

Placa - Pega laminar plana sujeita a esforcos existentes apenas no seu plano médio (ver
Fig. 1.1);

Laje - Pega laminar plana sujeita principalmente a esforcos nao existentes no seu plano
médio (ver Fig. 1.1);

Membrana - Peca laminar nao plana sujeita a esforcos existentes apenas nos planos
tangentes ao seu folheto médio (ver Fig. 1.2);

Casca - Peca laminar nao plana sujeita a esforcos nao existentes apenas nos planos
tangentes ao seu folheto médio (ver Fig. 1.2);
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Figura 1.1: Placa e laje - estruturas laminares planas.
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Figura 1.2: Casca/membrana - estruturas laminares nao planas.
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Figura 1.3: Comportamento de laje.

Uma laje é entdo uma estrutura laminar (porque a espessura é bastante menor que as
outras duas dimensobes), é plana e estd carregada transversalmente ao préprio plano. De
notar que caso nao existam cargas transversais ao plano a mesma estrutura laminar plana
é uma placa e nao uma laje. Isto é o que sucede para a maioria dos pavimentos de edificios
em que, para as acgoes ditas verticais (peso proprio ou sobrecargas correntes em edificios)
o pavimento se comporta como uma laje ao passo que para as accoes ditas horizontais
(sismo, por exemplo) o mesmo pavimento se comporta como uma placa.

A maior dificuldade na andlise deste tipo de estruturas face as estruturas formadas por
elementos unidimensionais (treligas, pérticos, grelhas) resulta precisamente do cardcter
bidimensional que o seu comportamento estrutural exibe. Isto é particularmente assim
para quem, como os alunos do 4° ano da Licenciatura em Engenharia Civil a quem estes
Apontamentos se dirigem, teve ainda muito pouco contacto com estruturas nao unidi-
mensionais.

Apesar de tanto placas como lajes exibirem comportamento bidimensional é objectiva-
mente mais simples (tanto em termos tedricos como intuitivos) compreender o funciona-
mento de uma placa do que o de uma laje.

De uma forma muito simplista podemos dizer que ao traccionar uma placa ela ird ”cres-
cer’ou "esticar’na direccao das traccoes e que, por forca do coeficiente de Poisson, ira
"encolher’na direccao transversal. Claro que nem sempre o comportamento das placas
¢é assim tao evidente como no caso de traccao pura numa direccao; bastam pequenas va-
riagoes no tipo de cargas aplicadas, na geometria ou no tipo de apoios para que a intuigao
se afaste um pouco da realidade.

No caso de lajes algo de semelhante vai ocorrer: flexao numa direccao leva, normalmente,
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Figura 1.4: Placa traccionada.

a que se desenvolva flexdo também na outra direccao. A anélise digamos ”intuitiva”’do
comportamento estrutural de lajes é, no entanto, mais dificil de fazer do que no caso das
placas ja que ha mais factores que podem concorrer para ”perturbar” aquilo que nds, mais
habituados a estruturas com comportamento unidimensonais, poderiamos esperar fosse o

comportamento estrutural da laje.

Pode entao dizer-se que, nestes Apontamentos, se introduz o estudo de lajes, ou seja, de
estruturas laminares planas sujeitas principalmente a esfor¢os nao existentes no seu plano
médio, nao se considerando a existéncia de esforgos (normais e de corte) nesse plano.

1.2 Definicao do modelo estrutural de analise de lajes

A semelhanca do que sucede no caso das estruturas reticuladas, a representacao do modelo
estrutural de uma laje passa pela simplificacao da geometria e, de forma particular, das

condicoes de apoio.

Nas pecas lineares apenas o eixo ¢ representado supondo-se sempre que quer as cargas
quer as condicoes de apoio existem ou localizam-se em determinados pontos desse eixo.
No caso das lajes representa-se o seu plano médio e admite-se que as condigoes de apoio
tém existéncia apenas em pontos desse plano e que as cargas sao tais que conduzem
principalmente a esfor¢os nao existentes nesse plano.

As condigbes de apoio em elementos unidimensionais (pegas lineares) tém caracter pon-
tual e ocorrem apenas nas extremidades dos elementos estruturais. Para o caso tipico
de elementos de pérticos planos (ou seja, vigas e pilares que sdo os elementos mais fa-
miliares para os leitores destes Apontamentos) em que cada extremidade tem até trés
formas possiveis de se deslocar (graus de liberdade) os seguintes tipos de apoios podem

ser definidos:

e ponto (extremidade de elemento estrutural) nao apoiado, ou seja, livre;
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Figura 1.5: Apoios em pérticos planos.

Figura 1.6: Apoios elasticos em pérticos planos.

ponto que permite a rotacao e uma translacao, ou seja, apoio simples;

ponto que permite apenas a rotagao, ou seja, apoio fixo;

ponto que permite apenas uma translagao, ou seja, encastramento deslizante;

ponto que nao permite nenhum deslocamento, ou seja, encastrado;

Para além destes casos é ainda possivel permitir apenas parcialmente qualquer um da-
queles movimentos, ou seja, € possivel considerar a existéncia de molas segundo qualquer
das direcgoes.

Para as lajes, e porque os esforcos existem quase exclusivamente fora do plano médio, as
formas de qualquer ponto da laje se deslocar sao diferentes das de elementos de portico
plano. Ao invés de duas translagoes (com existéncia no plano) e uma rotagao (que se
define como transversal ao plano, ou seja, que causa curvatura no préprio plano) temos
agora apenas uma translacao transversal ao plano médio e duas rotacoes no préprio plano
médio (que causam curvaturas apenas ”visiveis”fora do plano). (ver figura)
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Figura 1.7: Deslocamentos admissiveis em poérticos e em lajes.

A definicao dos tipos de apoios possiveis em lajes inclui os apoios que se distribuem se-
gundo todo um bordo e ainda os apoios pontuais. Estes ultimos podem, num modelo
estrutural, corresponder a existéncia de pilares, ou seja, a existéncia de restricao ao deslo-
camento transversal nesses pontos designando-se, por isso, por apoio pontual (ficamo-nos
pela restricao ao deslocamento transversal por nao se achar relevante a consideracao de
restrigbes as rotagoes). Quanto as condigoes de apoio nos bordos poderemos definir os
seguintes apoios:

e bordo (aresta da laje) ndo apoiado, ou seja, bordo livre;

e bordo que permite a rotacao paralela ao préoprio bordo mas nao o deslocamento
transversal nem a rotacao transversal ao bordo, ou seja, bordo simplesmente apoi-
ado;

e bordo que permite apenas a translacao, ou seja, bordo com encastramento deslizante;
e bordo que nao permite nenhum movimento, ou seja, bordo encastrado;
Ao contrario do que acontece nos pérticos planos para as translagoes, nao faz muito sentido
para lajes (pelo menos numa primeira abordagem) falar-se em bordos que permitam a

rotacao transversal ao bordo mas nao o deslocamento transversal a menos que se pretenda
simular um bordo eldstico como se vera adiante.

A representagao dos tipos de apoios pode ser vista na Figura 1.8

Também para as lajes é possivel considerar a existéncia de molas segundo qualquer uma
das direcgoes.
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Figura 1.9: Bordos elasticos.

A existéncia de molas, apesar de nao muito usual nas analises correntes, pode ter interesse
quando se pretende simular a curvatura do préprio bordo (em flexao ou em torg¢ao) ou a
deformagao axial do pilar. No primeiro destes casos admite-se a existéncia de uma viga
alinhada segundo o bordo a qual apresenta rigidez (de flexdao e/ou de tor¢ao) com valores
diferentes de zero ou de infinito.

Na Figura 1.10, extraida de [6], encontra-se um painel de laje vigada com caracteristicas
corrente e a sua representacao esquematica em termos de modelo estrutural. Esta laje
apresenta as seguintes condicoes de apoio:

e bordo livre (entenda-se sem viga de apoio);

e bordo apoiado - apoiado numa viga que se assume nao ter rigidez de torcao e
apresentar rigidez de flexao infinita; é a situacao mais usual. Daqui resulta que,
nesse bordo, a laje roda livremente em relagdo ao bordo (ou seja, ao eixo da viga)
mas nao roda transversalmente a viga nem se desloca transversalmente ao plano da
laje.

e bordo encastrado - na realidade estamos na presenca de bordos que pertencem si-
multaneamente a dois painéis, trata-se de um apoio de continuidade. Nesta situacao
apenas se impede a rotagao relativa entre os painéis, nao a rotacao global da laje
sobre o apoio. Apesar disso, e porque simplifica a andlise, é usual considerar-se, em
termos de modelo estrutural, que o bordo estd encastrado.
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Figura 1.10: Representagao esquemética das condigoes de apoio, [6].

E procedimento habitual na andlise estrutural de pavimentos de edificios (em particular os
pavimentos em laje vigada) efectuar a sua decomposi¢ao em painéis de laje independentes.
Desta forma a andlise é simplificada uma vez que quer a geometria quer, sobretudo, as
condigoes de apoio sao mais simples de simular. Claro que esta simplificacao pode conduzir
a diferencas apreciaveis entre os resultados obtidos para cada painel isolado em relacao aos
obtidos para os painéis adjacentes. Na realidade, para os bordos de continuidade (como
os da Figura 1.10) serd necesséario garantir que os esforgos preponderantes (tipicamente
o momento associado ao modo de flexdo dominante na vizinhanga do bordo) tomem
valores idénticos de ambos lados do bordo de continuidade. Isso requer um tratamento
posterior dos resultados obtidos para cada painel isolado. Este procedimento sera visto
em pormenor mais adiante.

1.3 Classificacao das lajes face ao comportamento es-
trutural

As lajes podem classificar-se sob diversos pontos de vista, nomeadamente quanto ao tipo
de apoio, a constituicao, ao processo de fabrico, ao modo de flexao dominante, ao com-
portamento estrutural; ver [6] para mais detalhes.
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No que diz respeito a Analise de Estruturas interessa sobretudo o seu comportamento
estrutural o qual é, em grande medida, ditado pelos seguintes factores:

pelos tipos de apoios e de cargas, ou seja, pelas condigoes de fronteira;

pela relacao entre os vaos, a qual condiciona a direc¢cao de flexao dominante;

o comportamento mecanico do material de que a laje é constituida;

a relacao da espessura com o menor dos vaos.

O dltimo destes factores, a relacdo da espessura com o menor vao (no caso de lajes
vigadas ou com o maior dos vaos no caso de lajes fungiformes), é da maior importancia
pois condiciona o tipo de modelo de andlise de lajes que se pode utilizar.

Nestes apontamentos sera considerada em mais pormenor a teoria elastica linear de lajes
finas apesar de ser também feita referéncia a andlise de lajes espessas.

A teoria elastica linear de lajes finas, tendo em conta os pressupostos considerados na sua
deducao como se vera a seguir , deve apenas ser aplicada a lajes que verifiquem, segundo
Bares [1], uma relagdo espessura/menor vao inferior a aproximadamente 1/5 ! e ainda
que os deslocamentos transversais maximos sejam inferiores a aproximadamente 1/5 da
espessura. Esta tltima restricao pode, ainda mais do que a da relagao da espessura com
o vao, ser condicionante.

Em qualquer dos casos deve ser salientado que sao raras as lajes de estruturas correntes
(ou mesmo especiais) que nao verificam estas condi¢oes podendo pois a sua andlise ser
feita com base na teoria de lajes finas. Como veremos adiante nao ha, porém, nenhum
impedimento a utilizacao da teoria de lajes espessas para a andlise de lajes finas.

1.4 Breve resenha de métodos de analise de lajes

Quando a geometria e as condigoes de fronteira da laje sao simples, é possivel encontrar
solucoes analiticas normalmente sob a forma de séries infinitas.

Muitas dessas solucoes estao tabeladas, em particular para os casos correntes de lajes, [1].
Este ¢, sem duvida, o processo mais utilizado pelos projectistas no dimensionamento de
painéis de laje que nao apresentem dificuldades de maior.

Nos casos mais gerais (nos quais se incluem quase todos os casos em que se pretende
analisar dois ou mais painéis de laje simultaneamente) nao é possivel encontrar solugoes
analiticas (nem mesmo na forma de série) e tem que se recorrer a técnicas numeéricas.

LOutros autores sao um pouco mais conservadores e recomendam relacoes espessura/menor vao infe-
riores a aproximadamente 1/10.
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As técnicas numeéricas mais utilizadas para a andlise de lajes baseiam-se nos seguintes
métodos:

e 0 método dos elementos finitos, [5];
e 0 método dos elementos de fronteira, [2];

e 0 método das diferencas finitas, [3].

A modelacao de lajes através de elementos de grelha é outra técnica correntemente utili-
zada para a anélise de lajes com geometria e/ou condigoes de fronteira mais complexas e
quando nao se dispoe de um programa de elementos finitos de laje ou nao se justifica a
sua utilizacao.

A modelagao através de elementos de grelha corresponde, na realidade, a definicao do
caminho ou trajectoria que as cargas tomam até descarregarem nos apoios.

Pode provar-se, com recurso a analise plastica limite, nomeadamente ao teorema estatico,
que as distribuicoes de esforgos assim determinadas estao sempre do lado da seguranca o
que é muito importante em termos de dimensionamento de lajes. E usual referir-se este
método como sendo o método das faixas ou das bandas.

Por tltimo deve referir-se ainda um outro método baseado no teorema cinematico da
analise plastica limite, o método das linhas de rotura. Este método é, talvez, o menos
utilizado por fornecer uma solucao que sobrestima a capacidade resistente da laje nao
estando, portanto, do lado da seguranca.

Todos estes métodos (a excepcao do método dos elementos de fronteira por ser o menos
utilizado) serao objecto de atencdo em préximas secgoes destes Apontamentos.



Capitulo 2

Lajes de Kirchhoff - Formulacao do
problema

Neste capitulo sao apresentadas as grandezas - deslocamentos, deformagoes e esforcos -
em funcao das quais se descreve o comportamento dos elementos de laje.

Num sélido elastico tridimensional, esta descrigao é efectuada com base na utilizacao da
Teoria da Elasticidade, determinando o vector dos deslocamentos e as componentes dos
tensores das deformagoes e das tensoes. Esta metodologia nao sé é bastante pesada de um
ponto de vista matematico, como os resultados que permite obter sao de dificil tratamento
por parte dos projectistas que pretendam dimensionar a estrutura analisada.

Desta forma, héa toda a conveniéncia em tirar partido do facto das lajes serem estruturas
laminares planas. Tendo em conta as particularidades do comportamento deste tipo de
elementos estruturais, que advém do facto da espessura ter uma dimensao muito menor
que o menor dos vaos da laje, é possivel exprimir o comportamento da laje em funcao de
grandezas definidas apenas sobre o seu plano médio.

Assim, surgem os deslocamentos no plano médio, as curvaturas (que substituem o tensor
das deformagoes) e os campos de esforgos (que substituem o tensor das tensoes). Para que
se possam definir estas grandezas, é necessario admitir como validas algumas hipoteses
sobre o comportamento destes elementos estruturais.

Estas hipdteses simplificativas sao apresentadas e discutidas na primeira seccao deste
capitulo. Depois sao apresentadas com detalhe todas as grandezas cinematicas e estaticas
que intervem na caracterizacao do comportamento dos elementos de laje.

As equagoes que permitem relacionar essas grandezas, as condicoes de compatibilidade,
equilibrio e elasticidade sao apresentadas de seguida. Conjugando estas trés condigoes
obtém-se a equacao diferencial que rege o comportamento da laje, a Fquag¢do de Lagrange.
Em simultaneo, sao discutidos os tipos de apoio que podem existir e as correspondentes
condicoes de fronteira que as grandezas devem satisfazer ao longo de cada um dos bordos

11
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da laje.

Uma vez apresentadas todas as grandezas e as equacoes fundamentais do problema,
discutem-se as diferencas entre solucoes exactas, solugoes compativeis e solugoes equi-
libradas. Tal como se vera no capitulo dedicado a Analise Plastica Limite de Lajes, a
obtencao de solucoes equilibradas é bastante importante, uma vez que a informacao re-
sultante estd do lado da seguranga. Os conceitos associados a determinacao de solugoes
compativeis serao recuperados quando se discutir a aplicacao do Método dos Elementos
Finitos na anélise de Lajes.

Este capitulo termina com a apresentacao de alguns exemplos de aplicacao e um conjunto
de problemas propostos.

2.1 Lajes de Kirchhoff - Hipd6teses simplificativas

Apresentam-se neste capitulo as hipdteses simplificativas que conduzem a obtencao da
teoria de lajes finas. Algumas dessas hipdteses sao gerais, semelhantes as que sao admi-
tidas para outros tipos de elementos estruturais. Ha também hipdteses especificas, que
se relacionam directamente com a especificidade do comportamento das lajes e que serao
apresentadas e discutidas de forma mais detalhada.

Como hipdteses gerais, assume-se:

e Linearidade fisica
e Linearidade geométrica

e Homogeneidade e isotropia do material estrutural

A hipétese da linearidade fisica corresponde a assumir para o material um comportamento
elastico linear. Este facto simplifica as relagoes constitutivas, permitindo o estabeleci-
mento de uma relacao linear entre esforcos e deformacoes.

A linearidade geométrica inclui a hipotese dos pequenos deslocamentos e das pequenas
deformacoes. E a hipotese que permite que as condicoes de equilibrio possam ser estabe-
lecidas com base na configuracao indeformada da estrutura.

Quando se formula uma teoria para elementos de laje, é usual admitir que:

e Fibras rectas inicialmente perpendiculares ao plano médio da laje permanecem rec-
tas apds a deformacao do elemento estrutural;

e As fibras rectas normais ao plano médio da laje sao inextensiveis.
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Esta tltima hipdtese corresponde a assumir que se despreza a extensao axial segundo a
direcgao normal ao plano médio da laje (e,,). Desta forma, todos os pontos pertencentes
a uma dada fibra vao apresentar o mesmo deslocamento transversal.

As hipdteses acima referidas sao comuns as teorias de Kirchhoff e de Reissner-Mindlin. Ha
portanto uma hipétese adicional que a teoria de Kirchhoff adopta e que esta intimamente
associada ao facto de se desprezar a deformacao por esforco transverso. Esta hipdtese
pode ser enunciada da seguinte forma:

e As fibras rectas inicialmente perpendiculares ao plano médio da laje, permanecem
rectas apds a deformacao e perpendiculares ao plano médio.

Esta hipétese encontra-se ilustrada na figura 2.1.

Figura 2.1: Tlustracao das hipoteses de Kirchhoff

Para terminar, convém referir que nada é dito sobre as tensoes normais segundo a direccao
z, 0,,. Uma vez que se consideram como nulas as extensoes segundo essa direcgao, a lei
de Hooke permite concluir que aquela componente do tensor das tensoes nao se podera
anular. No entanto, é razoavel admitir-se que os seus valores sejam pouco significativos
quando comparados com as restantes componentes desse tensor.

Para simplificar a apresentacao, considera-se que nao existe qualquer componente do
carregamento que actue no plano (zy). Como resultado desta restri¢ao, os pontos que se
situam sobre o plano médio da laje apenas podem apresentar deslocamentos transversais,
ou seja translacgoes com a direccao do eixo normal aquele plano.
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2.2 Definicao das grandezas estaticas e cinematicas

2.2.1 Definicao do campo de deslocamentos

A tarefa que se coloca neste instante consiste na determinacao de um conjunto de gran-
dezas, definidas apenas sobre o plano médio da laje, que permitam caracterizar de forma
unica o deslocamento de todos os pontos pertencentes ao sélido tridimensional em analise.
Seja dado um ponto P da laje, de coordenadas (x,y, 2). E necessério definir um conjunto
de grandezas tal que seja possivel obter a posi¢ao final desse mesmo ponto depois da
estrutura se deformar.

Desta forma, as grandezas que procuramos devem permitir obter as componentes inde-
pendentes do vector dos deslocamentos, u,(x,y, 2), u,(z,y, 2) e u.(x,y, 2).

(0]
———————— —_—_————,—_—_—————————— I
4P X
z  wey| U
//

-\

®X (x.y)

Figura 2.2: Determinagao do campo de deslocamentos

Considere-se agora a deformada representada na figura 2.2. Trata-se de um corte efectuado
num troco infinitesimal do elemento de laje. Este corte representa o que se passa no plano
(z,z). Os pontos O e P estao contidos na mesma fibra perpendicular ao plano médio da
laje. O ponto O pertence a esse plano, pelo que nao possui qualquer translacgao segundo
a direccao x. Tendo em conta as hipéteses de Kirchhoff apresentadas na seccao anterior,
é possivel escrever:

ug(,y,2) = 2z x0(x,y)
u(z,y,2) = w(z,y)

~—~~
e
N =

A equacao 2.2 tem um significado fisico imediato. Permite afirmar que todos os pontos
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pertencentes a mesma fibra vertical possuem o mesmo deslocamento transversal. Desta
forma, se se quiser determinar a translaccao segundo a direccao z de um ponto qualquer
do elemento de laje com coordenadas (z,y, z), basta apenas conhecer qual o deslocamento
transversal do ponto correspondente situado sobre o plano médio da laje, o qual tem por
coordenadas (z,y).

A equagao 2.1 permite caracterizar os deslocamentos segundo = em funcao de 6,(z,y),
que corresponde a rotagdo que a fibra com coordenadas (z,y) apresenta no plano (z, z),
tal como se encontra representado na figura 2.2.

Considera-se como positivo para a rotacao o sentido indicado nessa figura, pois pretende-
se que pontos com coordenada z positiva apresentem deslocamentos positivos segundo
x.

E fAcil adaptar o contetdo da figura 2.2 para ter em conta o que se passa no plano (y, z).
Um raciocinio em tudo analogo ao que foi apresentado permite escrever:

uy(z,y,2) = 2 X 0y(x,y) (2.3)

As equagoes anteriores permitem verificar que o campo de deslocamentos de um ponto
qualquer pertencente ao elemento de laje pode ser definido de forma 1nica se se conhece-
rem as trés grandezas w(x,y), 0,(z,y) e 0,(x,y), definidas sobre o plano médio da laje,
(x,y). Estes deslocamentos generalizados encontram-se representados na figura 2.3. E
importante salientar que na convencao utilizada, a rotacao 6, nao corresponde a rotacao
em torno do eixo z. Trata-se isso sim da rotagao definida no plano (z, z), ou, se se preferir,
de uma rotacao em torno do eixo y. O mesmo comentério se pode aplicar em relacao a
rotagao 0,.

0 y (X,Y)// J W (x,y)

0, (xy)

/

y

Figura 2.3: Campos de deslocamentos numa laje de Kirchhoff

Serao estas trés grandezas independentes? Ou serda que, a semelhanga do que acontece
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nos elementos de viga existe alguma relacao entre os campos de rotacoes e o campo de
deslocamentos transversais?

A resposta a esta pergunta é imediata se se tiver em consideracao que no caso das lajes
de Kirchhoff se despreza a deformagcao por esforco transverso. Desta forma impoe-se que
as componentes ;. € 7. do tensor das deformacoes se deverao anular.

_ Oup  Ou, ow(z,y)
_ Ouy  Ou, ow(z,y)
Y=, + T 0,(z,y) + o (2.5)

Quando se despreza a deformabilidade por corte, as expressoes anteriores permitem obter
de imediato:

0. (2, y) = —% (2.6)
Oy(x,y) = —%"Z’y) (2.7)

Verifica-se entao que os campos 0,(x, y) e 6, (z, y) nao sdo independentes do campo de des-
locamentos transversais, w(z,y). Este é por consequéncia o inico campo de deslocamentos
a determinar para se poder caracterizar de forma completa os campos de deslocamentos
numa laje fina.

A relacao entre o campo de rotacoes 6, e o campo de deslocamentos transversais w também
pode ser obtida utilizando-se um raciocinio mais intuitivo. Para tal, considere-se de novo a
figura 2.1. Geometricamente, é posivel verificar que o valor absoluto da rotacao 6, ¢ igual
ao valor da derivada do campo de deslocamentos transversais, dw/dz. Esta igualdade
decorre directamente do facto de se ter considerado que as fibras permanecem perpendi-
culares ao plano médio, mesmo apods a deformacao do elemento estrutural. Observando de
novo a figura em andlise, verifica-se que a rotacao é positiva (de acordo com a convengao
adoptada), mas o valor dos deslocamentos transversais estd a diminuir, pelo que a sua
derivada assume valores negativos. Este facto justifica o sinal negativo que existe nas
definicoes 2.6 e 2.7.

2.2.2 Definicao do campo de deformacoes

O campo de deformagoes generalizadas é obtido quando se substitui o tensor das de-
formacgoes por grandezas definidas sobre o plano médio da laje. As hipdteses admitidas
implicam que as deformacoes de corte, v, € 7., € as extensoes segundo a espessura, €.,
se anulam. As restantes deformacoes podem ser determinadas a partir das condicoes de
compatibilidade da elasticidade tridimensional:

Oug(x,y, 2)

> (2.8)

Ez(X,y,2) =
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auy(x, yv Z)

= P T 2.9
8?!3/(3:7 Y, Z) ay ( )
1 (Oug(x,y,2) Ouy(z,y,2)
= = 2.1
Eay(T, Y, 2) 5 ( o + 9 (2.10)
Tendo em conta as defini¢oes (2.1) e (2.3), as extensoes axiais podem ser escritas na forma:
90(z,y)
zz\Ls Y = 2.11
ey ) = 2x 220 2.11)
06
R 2.12)

Desta forma, é possivel determinar as extensoes axiais em todos os pontos da laje em
funcao apenas da taxa de variacao dos campos de rotacoes e da distancia da fibra ao
plano médio da laje.

O significado fisico da equagao (2.11) é claro. Indica que as fibras dispostas segundo a
direccao x sofrem uma extensao axial que é directamente proporcional a sua distancia ao
plano médio da laje. Tal como seria de esperar, as fibras situadas sobre esse plano (z = 0)
nao sofrem qualquer deformacao.

A constante de proporcionalidade referida acima é o parametro que se utiliza para carac-
terizar o estado de deformacao axial dessas fibras e costuma designar-se por curvatura de
flexao ao longo de , xu.(z,y). A substituigdo de (2.6) em (2.11) permite obter

Pw(z,y)

A definigao (2.11) permite concluir que para que haja deformacao axial das fibras dispostas
segundo x é necessirio que o campo de rotagoes 60,(z,y) varie ao longo de z. Caso
contrario, ou seja, quando o campo de deslocamentos transversais ao longo de x for
constante ou variar linearmente, a curvatura de flexao y,, € nula. Neste caso, a laje
apresenta ao longo desta direccao apenas um deslocamento de corpo rigido, tal como se
encontra ilustrado na figura 2.4.

Para caracterizar a extensao axial das fibras dispostas segundo y, surge a necessidade
de se definir uma outra curvatura de flexdo. A substitui¢do de (2.7) na igualdade (2.12)

conduz de imediato a: pe ( )
w(z,y
Xoy(T,Y) = _TJQ (2.14)

O significado fisico desta nova grandeza é idéntico ao que foi discutido para a curvatura
de flexao ao longo de .

Se se pretender obter um campo de deslocamentos transversais que apresente um campo
de curvaturas x,.(z,y) = 1.0 e xy,(7,y) = 0.0, qual é a resposta mais simples? Tendo em
conta as definigoes (2.13) e (2.14), nao é complicado concluir que uma resposta possivel
sera:

1
’lU(.ﬁL’,y) = _5 1’2
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Figura 2.4: Deslocamento de corpo rigido

Este campo de deslocamentos encontra-se representado na figura 2.5.

Figura 2.5: Campos de deslocamentos com curvaturas de flexdo unitarias

Na figura 2.5 encontra-se também representado o campo de deslocamentos

1

w(z,y) = —5 y?

ao qual esta associado o campo de curvaturas x,.(z,y) = 0.0 e xy,(z,y) = 1.0.

Para caracterizar de forma completa a deformacao por flexao do elemento de laje sao entao
necessarias duas grandezas definidas sobre o plano médio da laje. Sao essas grandezas as
curvaturas de flexao de segundo z € y, Xz2(%,Y) € xyy (7, y), respectivamente.

Sera que estas grandezas sao suficientes para caracterizar de forma completa todos os
estados de deformagao possiveis em elementos de laje? A reposta negativa aparece por
intuicao, uma vez que as deformagoes generalizadas até aqui apresentadas apenas permi-
tem caracterizar as deformacoes por flexao, nao conseguindo caracterizar as deformagoes
quando a laje apresenta torcao.
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Um raciocinio um pouco mais rigoroso também permite chegar a mesma conclusao. Da
tarefa inicialmente enunciada, ainda falta verificar qual a grandeza que nos vai permitir
substituir as distor¢oes no plano da laje, e,,(z,y, z). Substituindo na equacao (2.10) as
equagoes (2.6) e (2.7), obtém-se de imediato

1 90, (z,y) 00, (z,
Cal,9,2) = 5 % 2 X < 6(’2 Y, yéf; y)> (2.15)

Surge desta forma a defini¢do de curvatura de tor¢ao, x.,(z,y),

1 00, (x,y 20, (x,y
xxy(fv,y)=§><< éy )4 yé(,x )>

Esta equacao permite verificar que existe deformacao por torcao num determinado ponto
da laje sempre que a rotacao ¢, varie ao longo de y e a rotacao 6, varie ao longo de x.

(2.16)

A curvatura de torcao pode também ser expressa em funcao do campo de deslocamentos
transversais, w(x,y). Basta para tal substituir na equagao anterior as definigdes (2.6) e
(2.7). Obtém-se
Pw(z,y)
o1, Y) = ———2% 2.17

A figura 2.6 mostra a deformada de uma laje caracterizada pela existéncia de uma cur-
vatura de torcao unitaria e na qual ambas as curvaturas de flexdao se anulam. A equacao
do campo de deslocamentos transversais nessa deformada é dada por:

w(z,y) = -1y

Figura 2.6: Campo de deslocamentos com curvatura de tor¢ao unitaria

Por fim, convém salientar que as trés curvaturas definidas neste capitulo correspondem
as trés componentes independentes de um tensor simétrico de segunda ordem, que se
pode designar por tensor das curvaturas. Desta forma, as leis de transformacao tensorial
devem ser aplicadas sempre que se pretender caracterizar o estado de deformagao numa
laje referido a um outro sistema de eixos (7, 7).
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2.2.3 Definicao do campo de esforgos

Falta agora definir quais os esfor¢os que se torna necessario conhecer para que se consiga
caracterizar o estado de tensao existente numa laje de Kirchhoff.

Tendo em atencao os campos de deformacoes generalizadas - curvaturas - definidos na
seccao anterior, é possivel intuir que se deverao definir dois campos independentes de
momentos flectores e um campo de momentos torsores. A existéncia de momentos flectores
faz prever ainda a necessidade de se definirem dois campos de esfor¢os transversos.

Este raciocinio intuitivo pode ser confirmado se se utilizar um processo de definicao mais
rigoroso, que nos permita representar, num ponto qualquer do elemento de laje, as com-
ponentes independentes do tensor das tensoes em funcao de um conjunto de grandezas
definidas apenas sobre o plano médio.

Para se obter a defini¢ao rigorosa dos diferentes campos de esforcos envolvidos na analise
da laje, considere-se o bordo com normal exterior com a direccao do eixo x.

Figura 2.7: Componentes do tensor das tensoes aplicadas no bordo normal ao eixo x

Tal como se encontra representado na figura 2.7, os pontos O e P pertencem a uma
mesma fibra normal ao plano médio da laje. As componentes independentes do tensor
das tensoes no ponto P também se encontram representadas na mesma figura. E o célculo
de resultantes dessas distribuicoes de tensoes que conduz a determinagao de alguns dos
esforgos intervenientes na caracterizagao do estado de tensao no elemento de laje.

A integragdo na espessura da componente o,.(x,y,2) da origem ao esfor¢o transverso
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vz (,y). Define-se:
h/2
v (x,y) = / 0z (2,9y,2) dz (2.18)
—h/2

O momento flector m,,(x,y) e o0 momento torsor my,(x,y) correspondem a resultante
dos momentos (em relacdo ao ponto O) provocados pelas componentes o,.(x,y,z2) e
0.y(2, Yy, z). Pode entdo escrever-se:

h/2

Mye(T,y) = /_h/2 20.:(2,y,2) dz (2.19)
h/2

May(T,y) = /—h/2 2 04y(2,y,2) dz (2.20)

Qual o sentido que se deve considerar como positivo para os esforcos definidos nas equagoes
(2.18), (2.19) e (2.20)7 A resposta tem em conta o sentido positivo do tensor das tensoes.
Assim, o esfor¢o transverso positivo resultara da integracao de tensoes o, positivas. Os
momentos (flector e torsor) serao positivos quando causados por componentes positivas do
tensor das tensoes (0, (x,y, 2) € 04y (2, y, 2)) actuando em pontos da laje com coordenadas
z positivas. Desta forma, os sentidos positivos para os esforcos que actuam neste bordo da
laje s@o os que se encontram representados na figura 2.8. Em bordos nos quais a normal
exterior aponta no sentido negativo do eixo z, os esfor¢os positivos my,(z,y), Mg, (z,y) e
vz(z,y) tém o sinal contrario, tal como se encontra indicado na mesma figura.

X X

s
w P

mxy

Figura 2.8: Esfor¢os mg,,mg, € v, positivos

E importante salientar desde ja que o momento flector m,,(x,y) ndo é um momento em
torno do eixo x. Trata-se na realidade do momento flector associado a deformacao por
flexdo no plano (z, z). De um ponto de vista de comportamento fisico, pode considerar-se
que se trata do momento flector que surge se se considerar o comportamento a flexao de
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um conjunto de vigas com o eixo paralelo a . Pode ainda considerar-se que o momento
M. (2,y) é 0 que condiciona directamente o dimensionamento das armaduras longitudi-
nais com a direccao x em lajes de betao armado.

De um ponto de vista um pouco mais formal, os indices nos campos de momentos m, e
Mgy indicam directamente quais as componentes do tensor das tensoes (0, € 04,y) que se
consideraram na sua definicao.

Outro aspecto importante na definicao dos campos de esforcos nas lajes esta também
presente nas definigoes (2.18), (2.19) e (2.20). Ao contrério do que se acontece no caso
da teoria das pecas lineares, a integragao envolvida na definicao dos diferentes campos
de esforgos é efectuada apenas ao longo da espessura. Como consequéncia, os esforcos
transversos tém a dimensao fisica de for¢a por unidade de comprimento, (F L™1), e os mo-
mentos flectores e torsor tém a dimensao fisica de momento por unidade de comprimento,

(FLL™).

Para se definirem os campos de esfor¢os que ainda estao em falta (da intuigao inicial
falta surgir ainda um momento flector e um esforgo transverso), considere-se agora um
bordo da laje com a normal exterior segundo o eixo y. Na figura 2.9 estao representadas
as componentes do tensor das tensoes que actuam num ponto () existente numa fibra
recta perpendicular ao plano médio da laje. Seguindo um raciocinio em tudo andlogo

yz

Figura 2.9: Componentes do tensor das tensoes aplicadas no bordo normal ao eixo y

ao considerado atrds, o esforco transverso v, (z,y) é definido como sendo a resultante, ao
longo da espessura da laje, da distribui¢do de tensoes tangenciais, 0,.(x,y, z). Escreve-se

desta forma:
h/2

vy(z,y) = /h/2 oy (x,y, 2) dz (2.21)

O esforco transverso v, (x,y) positivo nesse bordo terd o sentido indicado na figura 2.10.
O momento flector m,, (z,y) e 0 momento torsor my,(x,y) = myy(z,y) sdo definidos por:
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/ / m vy
y
m Xy Vy

Figura 2.10: Esforcos m,,,m,, e v, positivos

h/2

Myy(2,y) = /h/2zayy(x,y,z) dz (2.22)
h/2

My (2, y) = /_h/QZny(SU,y,Z) dz (2.23)

O sentido positivo desses momentos encontra-se representado na figura 2.10. De novo,
considera-se que tensoes o, (z,y, 2) € 04,(x,y, 2) positivas, actuando em pontos com co-
ordenada z positiva tém que originar momentos positivos. Nos bordos da laje com normal
exterior paralela a y mas com sentido negativo, os esforcos serao positivos se tiverem o
sentido indicado na figura 2.10.

De novo, sao validos os comentarios efectuados acima quanto ao significado fisico destas
duas grandezas e quanto a sua dimensao fisica.

Na figura 2.11 representam-se finalmente todos os esforgos que intervém na caracterizagao
do comportamento de uma laje de Kirchhoff.

Repare-se que se pode considerar, de uma forma muito simplificada, que o comportamento
da laje pode ser representado pela consideracao de um conjunto de barras com eixo
paralelo a x e por um outro conjunto de barras com eixo paralelo a y. Os esforcos
Mge, Uz € My, sa0 aqueles que se relacionam directamente com o comportamento das
primeiras, enquanto que my,, v, € My, sao os esforgos necessarios a caracterizacao do
segundo conjunto de elementos de viga.

Esta interpretacao é bastante simplista. No entanto, sera utilizada em capitulos subse-
quentes, muito em especial quando se discutir a modelacao de lajes com elementos de
grelha.

Por fim, convém salientar que os campos de momentos flectores e de momentos torso-
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Figura 2.11: Campos de esforgos numa laje de Kirchhoff

res constituem um tensor simétrico de segunda ordem. Como tal, quando se tratam as
grandezas m,, 3, devem utilizar-se todas as regras utilizadas no tratamento de entidades
tensoriais. Nomeadamente, quando ha a necessidade de se efectuar uma mudanca de co-
ordenadas, é sempre necessario ter em conta a lei de transformacao tensorial, que pode
ser escrita no formato:

[ Marar My ] _ [ cos(a)  sen(a) ] [ My My ] [ cos() —sen(a) |y o))

My My —sen(a) cos(a) My My sen(a)  cos(a)

onde « é o angulo entre os dois referenciais (ver figura 2.12) e My, Myny € My, corres-
pondem aos campos de momentos flectores e torsores expressos no novo sistema de eixos

(xt, yt).

y

Figura 2.12: Definicao da mudanca de coordenadas

Quem tiver em conta que a definicao de esforcos tem por finalidade substituir a utilizacao
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do tensor das tensoes na andlise de lajes, facilmente verificard que em nenhuma das
defini¢oes apresentadas nesta secgao surgiu a componente o, (z,y, z). Importa salientar
que essa componente do tensor das tensoes nao é nula. Alias, a lei de Hooke tridimensional
permite assegurar que nunca se podem anular em simultaneo as tensoes o,.(x,y, 2) e as
extensoes axiais €,,(z,y, 2).

No desenvolvimento da teoria de Kirchhoff é no entanto normal admitir-se que o valor de
0., é substancialmente inferior aos das restantes componentes do tensor das tensoes e por
tal motivo pode ser desprezada. Esta fora do ambito deste texto detalhar este aspecto,
mas pode demonstrar-se [9] que no desenvolvimento da teoria de Kirchhoff basta garantir
que:

h/2
/ 20, (x,y,z)dz=0
—h/2

2.2.4 Recuperacao das grandezas tridimensionais*

Uma vez conhecidas as grandezas generalizadas definidas nas secgoes anteriores, é possivel
efectuar o trajecto inverso e calcular-se o valor das grandezas tridimensionais habituais
na teoria da elasticidade. No entanto, este raciocinio nao é regral geral aplicado, uma vez
que para o dimensionamento corrente dos elementos de laje a informacao relevante estd
contida nas grandezas definidas sobre o plano médio.

A relac@o entre as componentes do vector dos deslocamentos, u,(z,y, 2), u,(z,y,2) e
u,(x,y,2), e os campos de deslocamentos generalizados w(z,y), 0.(x,y) e 0,(z,y), estd
descrita pelas equagoes (2.1), (2.2) e (2.3). Se forem conhecidos estes trés campos em
todos os pontos do plano médio da laje, é entao possivel recuperar:

Ug(,y,2) = 2 x0(x,y)

uy(z,y,2) = zx6,(z,y)

u(z,y,2) = w(z,y)
Todas as componentes do tensor das deformacoes podem ser expressas em funcao dos
campos de curvaturas X..(z,y), Xy (%, y) € Xzy(7,y). E assumido a partida que as com-
ponentes €,,(z,y, 2) € g,.(z,y, 2) sdo nulas, uma vez que se despreza a deformacao por

corte. Também a hipdtese da inextensibilidade axial das fibras rectas paralelas ao eixo z
implica que a componente ¢, (x,y, z) se anule.

As restantes componentes do tensor das deformacgoes podem ser obtidas tendo em conta
as definigoes (2.11), (2.12) e (2.16):

Em(x,y,z) = zX Xm(ﬂf,y) (225)
8yy(x7y7z) = zX ny(l’,y) (226)
E‘:my(IE,y,Z) = zX Xxy($ay) (227)
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Até aqui nao surgiram quaisquer novidades, tendo sido apenas necessario recuperar in-
formagao ja anteriormente apresentada e discutida.

O mesmo ja nao se passa quando se pretende obter o valor das componentes do tensor
das tensoes a partir do conhecimento do valor dos campos de esforcos. Na seccao anterior
apenas se definiram os esfor¢os como resultantes (ou momentos resultantes) de distri-
buigoes de tensoes ao longo da espessura da laje. Neste instante, o problema é o inverso,
ou seja, é preciso determinar a distribuicao de tensoes na espessura da laje a partir do
conhecimento do valor dessas resultantes.

O primeiro aspecto a ter em conta na resolucao deste problema relaciona-se com o facto
das hipdteses de Kirchhoff conduzirem a uma distribuicao de deformacoes €,,, €4y € €4y
que variam linearmente ao longo da espessura, tal como se encontra patente nas equagoes

(2.25), (2.26) e (2.27).

Ao desprezarem-se as tensoes o, ., a lei de Hooke permite escrever:

E v B
O-x:v<x7y7z) = m Exx + m gyy
v E F
A p R
FE
O-:By<x7y7z) = 1_'_—1/ Emy

Substituindo as igualdades (2.25), (2.26) e (2.27) nas expressoes anteriores vem:

E vE
0us(T,y,2) = 2 {m XmﬂLmey}
v E E
ow(o2) = 5[50 et g
E
Omy(xayaz) = 21+VXa:y

Daqui resulta que também as tensoes o, 0,y € 0., apresentam uma variacao linear ao
longo da espessura, anulando-se em pontos pertencentes ao plano médio. Na figura 2.13
encontram-se representadas as distribuicoes de tensoes normais, 0., € 0,,, ¢ de tensoes
tangenciais, 04, que resultam directamente das hipéteses de Kirchhoff.

Considere-se a distribuicao do campo de tensoes o,.(z,y, z). A defini¢ao (2.19) permite
obter:

h/2 2
Mye(T,y) = / 20.:(T,y,2) dz = —o®
—h/2 6
Desta forma, poder-se-a escrever:
6
lope | = M|

2
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|4 3

Figura 2.13: Distribuicao das tensoes 0., 0y € 04, Na espessura

A inclinacdo do diagrama de tensoes serda dada por

|Jg;“m 2 /6
2= :ﬁ(ﬁ) |

0 que permite obter
12

=73 2 M (2.28)

U$$

A aplicacao de um raciocinio analogo para as outras duas componentes do tensor das
tensoes permite escrever:

12

Ty = 73 % Myy (2.29)
12

oy = 3 % May (2.30)

Os valores extremos destas tensoes encontram-se instaladas em pontos pertencentes aos
planos superior e inferior da laje. O moédulo desses valores extremos pode ser determinado
a partir das igualdades:

6 ' 6

mazr| __ mazx

yy | — ﬁ |myy| ) |ny - ﬁ ‘mmy‘

lo

Mais complicada é a determinacao da distribuicao de tensoes tangenciais, o,.(x,y, 2) e
oy.(x,y, 2). Neste caso, a utilizacdo das relagoes constitutivas

FE
0 (T,y,2) = T Exz (2.31)
E

1+1/€yz

oy.(x,y,2) = (2.32)
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nao é valida por se ter admitido que o material é rigido ao corte e nao elastico.

Se por absurdo se se utilizassem essas equagoes, a conclusao seria que sendo nulas as
distorcoes também seriam nulas as tensoes tangenciais, pelo que por sua vez resultariam
nulos os esforcos transversos v,(x,y) e vy(x,y) em todos os pontos do plano médio da
laje. Ora tal nao faz sentido, como é facil concluir.

Para se conseguir recuperar o andamento das tensoes tangenciais o, e 0., torna-se desta
forma necessario desenvolver um raciocinio baseado em consideracoes de equilibrio.

Recorde-se que as condigoes de equilibrio da elasticidade tridimensional sao [10]:

00 00y 00y,
+ +

ox dy 0z Tl =0
0oy 0oy 00y, B

ox + oy + 0z =0
0 0y +8ayz 0azz+fz _ 0

Ox dy 0z

Considerando f, = 0, a primeira destas equagoes pode ser escrita na forma:

0 0y 00z 00y

0z Oz dy
Substituindo nesta equacao (2.28) e (2.30), obtém-se

0 0y 12 0 Mgy 0 My,
_ 12 2.3
0z e < ox + y ) (2:33)
ou ainda, tendo em atencao (2.36),
00y, 12
5, — s il (2.34)

Admitindo que nas faces superior e inferior nao existem quaisquer tensoes tangenciais
aplicadas,

(022).ciny =0 5 (0yz),_ypyp = 0
e integrando a equagao (2.34) entre z = —h/2 e a coordenada genérica z, obtém-se:
12 =
vy = —— z dz vx
“ h3 /—h/2

s

A mesma técnica aplicada agora a segunda equacao de equilibrio permite obter:
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As tensoes tangenciais o,.(, y, 2) e 0. (2, y, 2) associadas aos esfor¢os transversos v, (x, y)
e vy(z,y) apresentam na espessura da laje uma distribui¢do parabdlica. Anulam-se nos
pontos das faces superior e inferior e apresentam o valor maximo ao nivel do plano médio.
Estes valores maximos sao dados por:

| ‘ max 3 | Uy |
Ozz - o
2 h
max 3 Uy |
|y - 97

Na figura 2.14 representam-se as distribuicoes obtidas para as tensoes tangenciais o, e

Oyz-

—————— Xz

AN

Figura 2.14: Distribuicao das tensoes tangenciais o, e 0,, na espessura

2.3 Relagoes Fundamentais

Neste instante estao definidas com rigor as grandezas generalizadas em funcao das quais
se descreve o comportamento das lajes finas. Estas grandezas encontram-se representa-
das de forma esquematica no diagrama representado na figura 2.15. Falta agora definir
as equagoes de compatibilidade que permitem determinar a relagao entre as grandezas
cinematicas, deslocamentos generalizados e curvaturas. As grandezas estaticas, esforcos
e cargas aplicadas, devem respeitar as condigoes de equilibrio. Por fim, as condigoes de
elasticidade permitem estabelecer a relacao entre esforcos e curvaturas.

A obtencao deste conjunto de equacoes e a identificacao do seu significado fisico é tratada
em detalhe nesta seccao.
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Esforgos Deformagoes

myy(X,y)

L xx (%)
vx (X.y) XX
MyyCay) X ) ELASTICIDADE Lyy ()
Myy(xy) ¥ Ty ()
EQUILIBRIO COMPATIBILIDADE

W (x,y)
q(x.y)

0,(y)  By(xY)

Cargas Deslocamentos

Figura 2.15: Grandezas a conhecer para se caracterizar o comportamento de lajes finas

2.3.1 Condicoes de compatibilidade

As condigoes de compatibilidade permitem relacionar os campos de curvaturas x..(z,y),
Xy (Z,Y) € Xay(z,y) com o campo de deslocamentos transversais, w(z,y). Estas equagoes
foram ja obtidas na secgao 2.2.2. As equagoes (2.13) e (2.14) definem as duas curvaturas
de flexao, e a condic¢ao (2.17) permite obter a curvatura de torgao.

CONDICOES DE COMPATIBILIDADE

Pw(r,y)
Xaz(T,y) = T o2

Pw(z,y)
Xy(T,y) = — D2

Pw(z,y)
Xxy(xay) = _Tﬁy

Tabela 2.1: Condicoes de compatibilidade

Recorde-se que as curvaturas medem as taxas de variacao das rotagoes

00,
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_ 08,
Xoy(2,Y) = By

1 (00, 09,
Xay(®,y) = B y + Or

as quais dependem dos deslocamentos transversais em consequéncia das hipoteses de Kir-
chhoff

ow
Hx(a:,y) = _8—1‘
ow
ey(x7y) = _8—y

A analogia com as condi¢oes de compatibilidade em elementos de viga é imediata. Neste

tipo de estruturas, a condicao de compatibilidade no dominio pode ser expressa na forma:

d*w(z)
dz?

x(z) = (2.35)

2.3.2 Condicoes de equilibrio

As condigoes de equilibrio relacionam os campos de esforgos na laje, my,(z,y), my,(x,y),
May, Vz(2,y) € vy(z,y), com a carga aplicada, ¢(x,y). Como se demonstrard na seccao
seguinte, as condig¢oes de equilibrio podem ser expressas da seguinte forma:

CONDICOES DE EQUILIBRIO

0 Mgy 0 My
pu— 2-
e + o Vg (2.36)

0 My, n 0 My,

e o vy (2.37)
Ov, 0Oy B
5ty Ty =0 (2.38)

Tabela 2.2: Condigoes de equilibrio

Frequentes vezes, as trés condicoes de equilibrio acima indicadas sao transformadas numa
equagao apenas. Basta para tal substituir (2.36) e (2.37) na condicao (2.38). Obtém-
se uma tUnica equagao que relaciona os dois campos de momentos flectores, m,.(z,y)



32 GRUPO DE ANALISE DE ESTRUTURAS

CONDICOES DE EQUILIBRIO

0% Mys N 0% my, Lo 0? my,
0x? 0y? Ox Jy

T qlz.y) =0 (2.39)

Tabela 2.3: Condicoes de equilibrio; formato condensado

e myy(z,y), o campo de momentos torsores, my,(z,y), e a carga distribuida aplicada,
q(z,y)-

Este é o formato mais usual para as condicoes de equilibrio. A semelhanca com os ele-
mentos de viga é mais uma vez quase imediata. Neste tipo de elementos, as condig¢oes de
equilibrio podem ser escritas na forma:

d M (z)
-V 2.40
- («) (2.40)
dV(x)
=0 2.41
. o) (2.41)
ou, reunindo as duas condi¢oes numa sé,
d* M(z)

2.3.3 Obtencao das condicoes de equilibrio*

As condigoes de equilibrio acima enunciadas podem ser obtidas utilizando um raciocinio
semelhante ao seguido na determinacao das equacoes de equilibrio em elementos de viga.
Para tal, é necessario estabelecer as equacoes de equilibrio global num elemento infini-
tesimal de laje. Na figura 2.16 representa-se o correspondente diagrama de corpo livre.

Como se analisa um trogo infinitesimal da laje, pode considerar-se que a carga distribuida
é constante e que a variacao dos esforcos ao longo de x e de y € linear. A imposicao das
trés condigoes de equilibrio global conduz directamente & obtengao das equagoes (2.36),
(2.37) e (2.38).

A equacao de equilibrio de forcas verticais permite desta forma estabelecer que:

ZFz:O:>—vxdy+ <vx+%dx> dy — v, dx + <vy+%dy> dr + qdxdy =0
Z Y

Simplificando a expressao anterior vem

v, dx dy + %dyderqudy =0
ox dy
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Figura 2.16: Diagrama de corpo livre de um elemento infinitesimal de laje

Tendo em conta que esta equagao se deve verificar para qualquer valor de dx e de dy nao
nulos, recupera-se a equacao de equilibrio (2.38),
Ov,  Ovy

o "oy 14170

Considere-se agora a resultante de momentos em torno do eixo y calculada em relacao ao
ponto A, de coordenadas (0,0). Pode escrever-se:

Z MA*=0 = —my, dy + | Mg + Oniza dx | dy — myydz + | myy + Oy dy | dx
4 Ox dy
dx ov dx v,
+vydx7 — (vy + 8—yydy> dx? — (vw + o dx) dy dx
—qdxdy dg =0

Simplificando a expressao anterior e desprezando os infinitésimos de ordem superior,
obtém-se a equacao

amm_i_@mmy B

Ox oy Ue

Finalmente, a terceira equacao de equilibrio é obtida quando se impoe que a resultante
dos momentos em torno do eixo z, e calculada em relacao ao ponto A se deve anular
também. A andlise do digrama de corpo livre apresentado na figura 2.16 permite escrever
que:

Oy,

y

om,
ZM;‘ =0 = —my,dr+ <myy + dy) dx — myg, dy + <m$y+ %dw) dy
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dy Ov, dy ov
+v$dy7 — (vw + o dx) dy; — (vy + 8—yydy> dx dy

d
—qd:cdy;y =0

Deprezando de novo os infinitésimos de ordem superior e simplificando a expressao, resulta
de imediato que

0 My, n 0 My,

ox oy Yy

2.3.4 Relacoes de elasticidade

A relagao entre os campos de momentos e os campos de curvaturas é dependente do tipo de
comportamento que se admite para o material constituinte da laje. Tendo sido admitida
como valida a hipotese da linearidade fisica, a relacao esforcos-deformacoes é linear e
dependente das caracteristicas geométricas da laje (nomeadamente da sua espessura) e
das caracteristicas mecanicas que permitem caracterizar o comportamento elastico linear
do material estrutural (médulo de elasticidade, F, e coeficiente de Poisson, v).

As relacoes de elasticidade podem ser escritas na forma:

RELAGOES DE ELASTICIDADE - FORMATO DE RIGIDEZ

mm(:c,y) Eh3 I v 0 Xmm(xa y)
myy(z,y) | = 20— | I 0 Xy (7, Y) (2.43)
mxy(xay) 00 (1 - V) Xﬂ&y(xay)

Tabela 2.4: Relagoes de elasticidade escritas no formato de rigidez

Este é o formato de rigidez para as relagoes de elasticidade e é, regra geral, o que mais
interessa na resolugao dos problemas que se surgirao no seguimento. No entanto, situagoes
ha em que é necessario determinar as curvaturas associadas a um determinado campo de
momentos. Para tal, é possivel inverter a equagao (2.43) e obter as relagoes de elasticidade
escritas num formato de flexibilidade, tal como se indica no quadro 2.5.

2.3.5 Significado fisico das relagoes constitutivas

Antes de se discutir a forma através da qual se podem deduzir as relacoes de elasticidade,
importa salientar o significado fisico da informagao contida na equagao (2.43).
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RELAQ@ES DE ELASTICIDADE - FORMATO DE FLEXIBILIDADE

Xmm(xa y) 12 I —v 0 mm‘(% y)
ny(.l’, y) = E—h3 -V 1 0 Myy (.T, y) (244)
Xay(,9) 0 0 (1+v) My (2, Y)

Tabela 2.5: Relagoes de elasticidade escritas no formato de flexibilidade

Antes de mais, é possivel verificar que os comportamentos flexdo/tor¢ao se encontram
perfeitamente desacoplados. Desta forma, se na laje apenas estiverem instaladas curvatu-
ras de flexao, apenas existirao momentos flectores, sendo nulos os momentos torsores. Por
outro lado, se apenas existirem curvaturas de tor¢ao, os campos de momentos flectores
resultarao de imediato nulos.

A leitura da informacao contida no formato de flexibilidade das relacoes constitutivas
permite recuperar exactamente o mesmo comportamento. Para que surjam na laje cur-
vaturas de flexao, é necessario que existam momentos flectores nao nulos; para que a
curvatura de torcao tome valores diferentes de zero, é necessario que exista instalado na
laje um campo de momentos torsores.

Outra informagao relevante resulta da identificagao do significado fisico de cada uma das
colunas da matriz de rigidez da laje,

1 v
v 1 0 (2.45)
0 0

A primeira coluna desta matriz corresponde aos esforcos que se instalam na laje quando
se impoe uma deformada caracterizada por xu.(z,y) = 1.0 e xyy(2,y) = xay(z,y) = 0.
Recorde-se que na figura 2.5 se encontra representada uma deformada que é caracterizada
por apresentar esse campo de deformagoes. Os esforcos que aparecem nesta situacao sao
dados por:

m 1

xrx E h3
Myy | = — | ¥ (2.46)
Mgy 12 (1 v ) 0

Sao vérios os comentérios que se podem efectuar a partir da anélise de (2.46). Desde logo,
é possivel verificar que o parametro

Eh?

Dy=——""
T= 1201 -1?)

(2.47)
corresponde ao valor do momento m,, que é necessario aplicar para que na laje surja
uma deformacao por flexao x,, com valor unitario. A esse parametro Dy é usual chamar
rigidez a flexao do elemento de laje.
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O segundo ponto a ter em conta é algo surpreendente se se tiver em conta apenas o que
é conhecido para o caso dos elementos de viga. Se se considerar de forma simplificada a
laje como um somatério de um conjunto de vigas com eixo paralelo a x e outro conjunto
de barras com eixo paralelo a y, o campo de deformacgoes imposto faz com que as pri-
meiras barras apresentem deformacao por flexao, enquanto que as segundas permanecem
indeformadas. Desta forma, seria a primeira vista de esperar que o campo de momen-
tos my,(x,y) fosse diferente de zero, enquanto que o campo de momentos my,(z,y) se
anularia.

Ora a equagao (2.46) permite verificar de imediato que esta conclusao estd errada. De
facto, de (2.46) obtém-se:
Ma(z,y) = Dy
myy(:c,y) = vDy
ou, ainda,
myy(% y) = ymm(x, y) (248>

S6 quando o coeficiente de Poisson se anula ¢ que o campo de momentos m,, se anula
também.

Existe uma explicagao simples fisica bem simples para este facto. Considere-se que a laje
resulta de um somatoério de vigas com eixo paralelo a x colocadas uma ao lado das outras
(ver figura 2.17).

\*:

v

Figura 2.17: Conjunto de vigas com eixo paralelo ao eixo x

Quando se impoe o campo de deformagoes xu.(z,y) = 1.0 e xyy(2,y) = Xuy(z,y) = 0,
estas vigas vao flectir, tal como se encontra representado na figura 2.18.

As fibras longitudinais inferiores encontram-se traccionadas, as superiores comprimidas.
O que se passa entao ao nivel da seccao transversal se se tiver em conta o efeito de Poisson?
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e ——

Figura 2.18: Deformacao por flexao das vigas com eixo paralelo ao eixo x

y

Figura 2.19: Deformacao da seccao transversal
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Na figura 2.19 representa-se a deformada da seccao transversal de uma das barras em que
se considera sub-dividida a laje.

e\ {el} representa a extensdo axial das fibras longitudinais na face superior {inferior} da
viga. O que aconteceria a laje se todas as vigas consideradas anteriormente se deformassem
desta forma?

Figura 2.20: Deformada das secgoes transversais

A figura 2.20 permite verificar que a “soma” das deformadas conduz a uma situagao
absurda, na qual existem zonas de sobreposicao de material e outras onde surgem buracos
na deformada. Para que esta situacao nao ocorra, é necessario que as secgoes transversais
consideradas se mantenham sem deformacoes, para que a deformada global permaneca
compativel. Isto faz com que tenha de existir um momento flector aplicado ao longo da
direccao transversal, momento esse que provoque deformagoes iguais e de sinal contrario
as que sao induzidas pela deformada de flexao ao longo de x. Nao é dificil verificar que
esse momento ¢ dado por my, = v m,,, tal como se encontra esquematicamente ilustrado
na figura 2.21. Encontra-se desta forma justificada de forma intuitiva a equagao (2.48).

VM xx o= - VMxx

Figura 2.21: Momento a aplicar segundo a direccao transversal

Serd agora interessante comparar a rigidez a flexao da laje, Dy, com a rigidez a flexao de
um elemento de viga. Como os esforcos na laje sao definidos por unidade de comprimento,
a comparacao deverd ser efectuada com o comportamento de um elemento de viga com
secgao rectangular onde a altura é igual a altura da laje e a largura é unitaria. Na viga
tem-se

M = EIy (2.49)
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M = E=x (2.50)

No elemento de laje, a identificacao do significado fisico dos elementos da matriz de rigidez
(2.45) permite recuperar

h3
12 (1 —v?)

Comparando as equagoes (2.50) e (2.52), verifica-se que hé uma ligeira diferenca entre as
rigidezes a flexao das vigas e das lajes. Estas grandezas serao coincidentes apenas quando
se considera como nulo o coeficiente de Poisson (v = 0). Pode dizer-se que a “inércia
equivalente” de uma faixa de laje com um metro de largura é dada por:

Mypy = E Xzz (2.51)

h3

Ig= ——sr
1201 —v?)

(2.52)

Esta informagao sera retomada no capitulo em que se descreve a modelagao de lajes com
elementos de grelha.

Interessante ainda é verificar qual apresenta uma valor maior, se a rigidez a flexao da
viga, ou a rigidez a flexao da laje. Ou seja, o momento m,, que é necessario aplicar para
instalar uma curvatura de flexdao unitaria ao longo de x na laje é maior ou mais pequeno
que o momento que é necessario aplicar na viga para ter exactamente o mesmo tipo de
deformagao?

As equagoes (2.50) e (2.52) permitem verificar que a rigidez de flexao da laje é ligeiramente
superior a da viga. Existe uma justificagao simples para este facto, que de novo estd
relacionado com a existéncia do constrangimento lateral que existe nos elementos de laje
e que esta ausente no caso dos elementos de viga.

A segunda coluna da matriz de rigidez (2.45), corresponde agora aos esforgos que surgem
na laje quando se impoe que xy, (2, y) = 1.0 € Xz2(2, ¥) = Xay(z,y) = 0. Um dos campos
de deslocamentos representados na figura 2.5 é caracterizado pelos campos de deformacoes
acima indicados. E possivel escrever-se:

My v
Myy | =Dy | 1 (2.53)
My 0

Os comentarios que aqui se podem tecer sao em tudo semelhantes aos que foram efectuados
a proposito da identificacao do significado fisico da primeira coluna da matriz de rigidez.

Finalmente, a terceira coluna da matriz de rigidez corresponde aos esfor¢os que surgem na
laje quando se impoe uma curvatura de tor¢ao com valor unitdrio, x,, = 1, e se garante
que as curvaturas de flexao se anulam, x,, = Xy, = 0. Obtém-se nesta situagao:

Myy | =—=—-——| 0 |=D, |0 (2.54)

Mgy 1—v 1
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O parametro

Eh?
C12(1+v)
corresponde a rigidez a torcao da laje, ou seja, o valor do momento torsor que é necessério
aplicar para que se instale na laje uma curvatura de tor¢cao com valor unitario.

(2.55)

t

De novo sera interessante efectuar um paralelo com o que se passa na teoria das pecas
lineares. Qual é a rigidez a tor¢cao de uma viga com secgao transversal rectangular com
b=1me h = hy? Recorde-se que se tem

M, =GJ¢ =3 Jé

(1+v)

em que M; é o momento torsor na viga e ¢ corresponde a deformagao por torcao. Consi-
derando que se trata de uma secgao rectangular e assumindo que b >> h, pode escrever-se

E h3
My=GJ]¢p=———— 2.56
! ¢ 2(14+v) 3 ¢ (2.56)
As relagoes constitutivas da laje permitem escrever
Eh3
= — 2.
E__ K (2.58)
My = ———— Xaz :
YT 91ty 6

A comparagcao entre as igualdades (2.56) e (2.58) permite concluir que a “rigidez a torgao
equivalente” de uma faixa de laje com um metro de largura é fornecida por

h3
6

Esta informacao sera de novo relevante quando se discutir mais a frente a modelacao de
lajes com elementos de grelha.

Jog =

As igualdades anteriores permitem ainda concluir que a rigidez a torcao da laje é igual
a metade da rigidez a torcao de um elemento de viga com a sec¢ao transversal com
as dimensoes anteriormente indicadas. Mais uma vez, existe uma explicacao simples e
intuitiva. B que no caso das lajes, e tal como foi discutido na seccao 2.2.3, existem dois
momentos torsores que actuam em simultaneo. De uma forma um pouco mais rigorosa,
pode afirmar-se entao que para o aparecimento de uma curvatura de tor¢ao unitaria
contribuem os momentos torsores ao longo de x (my,) e os momentos torsores ao longo
de y (mym = mmy)-

2.3.6 Obtencao das relacoes de elasticidade”

Para se determinarem as relagoes de elasticidade, considerem-se as relagoes tensoes-
deformagoes definidas pela lei de Hooke. Se se assumir que as tensoes normais o,, sao
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desprezaveis, é possivel escrever-se

o 1 v 0 €
xrxr E xrxr

Uyy = ﬁ 1% ]_ O €yy

Oy =) 19 o (1-v) Exy

Conhecida a relagao tensoes-deformacoes e a relacao entre estas grandezas e as corres-
pondentes grandezas generalizadas (esfor¢os e curvaturas), é possivel obter-se a relagao
de elasticidade procurada. Para tal, basta substituir as igualdades (2.25), (2.26) e (2.27)
na equacao anterior, obtendo-se

Oz E I v 0 Xzz

ayy = T o z v 1 O ny
(1—-122) 00 (1-—

Ozy ( v) Xay

Se se considerarem agora as defini¢oes (2.19), (2.22) e (2.20), é possivel obter-se

Myy h/2 Oz
= d
:’nlyy /h/2 z Zyy z
Ty ry
hy2 E 1 v 0 Xz
— / 2’2 dZ ﬁ v 1 0 ny
—h/2 (1 =) 00 (1-v) Xay
Myy = oaq_.n Y Xyy
Mgy 12(1-v?) 00 (1-v) Xay

2.4 Equacao de Lagrange

Nas secgoes anteriores definiram-se as grandezas em fungao das quais se descreve o com-
portamento das lajes finas e obtiveram-se as equacoes que permitem relacionar essas
mesmas grandezas.

O diagrama da figura 2.22 resume toda a informacao apresentada e discutida nas secgoes
anteriores.

Para que um dado campo de deslocamentos possa ser considerado como a solucao exacta,
é necessario que as curvaturas obtidas a partir das condi¢oes de compatibilidade permitam
dar origem a um campo de esforcos que satisfaga as condigoes de equilibrio.

Pode desta forma dizer-se que uma dada solucao s6 poderd ser exacta se satisfizer em
simultaneo as condicoes de equilibrio, compatibilidade e elasticidade.

A semelhanca do que se passa no elemento de viga, também é possivel obter uma equacao
que resulta da condensacao das trés equagoes fundamentais atrés descritas. Recorde-se
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_ Omgg(m,y) | Omgy(x,y)
_ amxy(xv ) amyy(ma y)
Uy(ma y) - 8:17 + ay
Mz (,Y) My (T, y) 1 v 0 Xz (T, Y) Xzz (2, Y)
My (2, Y) myy(z,y) | =Df | v 1 0 Xyy (2, Y) Xy (2,9)
mxy(x,y) mxy(x,y) 0 0 (1 - V) Xxy(may) bey(zay)
P Mgy 0Py, 0% my, _ Pw(z,y)
92 ayg +2 Oz 8:1/ + q(:Z?, y) =0 XII(:E) y) = 2
Pw(z,y)
Xyy(2,y) = *Tﬁ
Pw(z,y)
a(z,y) LG ey
_ 8w(x,y) w(m, y)
ow(z,y)

Figura 2.22: Grandezas e equagoes fundamentais nas lajes de Kirchhoff
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que no caso do elemento de viga, a jun¢ao das condigdes (2.35), (2.42) e (2.49) permite
obter a equacao

d'w _ p(z)

dzt  ET
que relaciona a quarta derivada do campo de deslocamentos transversais com a carga
distribuida aplicada e com a rigidez de flexao da viga, FI. No caso das lajes finas também
é possivel efectuar a juncao das condicoes de equilibrio, compatibilidade e elasticidade
na obtencao de uma tunica equagao. Desta forma, se se substituirem as condicoes de
compatibilidade nas relacoes constitutivas obtém-se:

- 82—’11] -
. 0 0 x?
Mgy 3 v 2
My, 12?h ~lv 1 o0 %% (2.59)
My E=) 10 0 (1-v) af
w
L 0z 0y

Se se substituirem estes campos de momentos na equagao de equilibrio (2.39), resulta
apos a execucao de algumas simplificacoes:

EQuAGAO DA LAJE (EQUAGAO DE LAGRANGE)

4 4 4
Tuw(zy) Owy) 0wy =y (2.60)
B ay4 8x28y2 Df

Tabela 2.6: Equacao de Lagrange

Esta é a equagao diferencial que rege o comportamento da laje e é geralmente conhecida
como Equacao de Lagrange. A analogia com o que se passa nos elementos de viga é mais
uma vez notéria. A equacao de Lagrange também relaciona quartas derivadas dos campos
de deslocamentos transversais com a carga distribuida aplicada e com a rigidez a flexao

da laje, Dy.

A semelhanca entre as equacoes da viga e da laje ainda é maior se se escrever a equacao

de Lagrange na forma:

q(z,y)
Dy

Viw(z,y) = (2.61)

onde
ot ot ot

4
= 2
v 8x4+8y4+ 0x20y?

Para se conseguir determinar a solugao para uma dada laje sera suficiente a utilizacao da
equacao de Lagrange? Tal como no caso das pecas lineares, a consideracao da equagao
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diferencial no dominio nao permite, por si s, que se consiga determinar a solucao para
o problema que se coloca. Para que a analise se possa efectuar, torna-se indispensavel
que se especifiquem as condicoes de fronteira para o problema. As condicoes de fronteira
podem ser de dois tipos: as condicoes de fronteira cinematicas, nas quais se especifica qual
o valor dos deslocamentos num determinado bordo, e as condicoes de fronteira estaticas,
que passam pela imposi¢ao de um determinado valor para as cargas directamente aplicadas
nesse bordo.

2.5 Definicao das condicoes de fronteira

Discutem-se nesta seccao quais as condigoes de fronteira mais usuais em problemas de
lajes. Considera-se que os trogos da fronteira de uma laje, aos quais se costuma chamar
bordos, se podem encontrar encastrados, simplesmente apoiados ou ainda livres.

Encastrado Apoiado Livre

Ll L

Figura 2.23: Tipos de apoios a considerar

A simbologia adoptada para referenciar cada um desses tipos de apoio encontra-se repre-
sentada na figura 2.23. Por simplicidade, considera-se na apresentagao que se segue que
todos os bordos sao paralelos a algum dos eixos do sistema de coordenadas, (z,y). No
entanto, e sempre que tal se justifique, discutir-se-a a generalizacao dos resultados obtidos
para o caso mais geral em que o bordo se encontra inclinado em relacao ao referencial
adoptado.

2.5.1 Bordos encastrados

Considere-se a laje rectangular representada na figura 2.24. Todos os bordos encontram-se
encastrados. Quais sao entao as condigoes de fronteira a verificar neste caso?

Comecemos por analisar o bordo I. Numa primeira abordagem, e sobretudo se se tiver em
conta o que se passa nos nés encastrados de um elemento de viga, poder-se-a dizer que as
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Figura 2.24: Laje rectangular com todos os bordos encastrados

condicoes a impor sao:

w(0,y) = 0 (2.62)
0-(0,y) = 0 (2.63)
0,(0,y) = 0 (2.64)

E importante salientar desde ja que para que uma dada condicao de fronteira se verifique
ao longo de um determinado bordo, é necessario que essa condicao seja verdadeira em
todos os pontos pertencentes a essa fronteira. Basta que haja um sé ponto onde a equagao
em causa nao seja verificada, para que se possa dizer de imediato que a condicao de
fronteira nao esta satisfeita.

-

ey(o,w X
woy @ 4D

0 0.y &

Figura 2.25: Condigoes de fronteira a considerar ao longo do bordo 1

A pergunta que se coloca neste instante é a seguinte: serda que no bordo I é necessario
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impor directamente as trés condigoes indicadas nas equagoes (2.62), (2.63) e (2.64)7 Ou,
pelo contrario, hé alguma das condi¢oes que dependen das restantes?

Tendo em conta a equacgao (2.7), é possivel verificar de imediato que a condi¢ao w(0,y) = 0
implica que 6,(0,y) = 0. Desta forma, neste bordo da laje encastrada as condigdes de
fronteira a considerar sao:

w(0,y) = 0
0:(0,y) = 0

De uma forma geral, pode afirmar-se que num bordo encastrado ha sempre duas condigoes
de fronteira cinematica a verificar. O deslocamento transversal deve ser nulo, assim como
deve ser nula a rotagao em torno do bordo em causa. Na laje representada na figura 2.24,
essas condigoes correspondem a

W(x0)=0

/ ey(X:O) =0

X
W(O0,y)=0 / W (ay) =0
05 (0¥ =0 0, (ay) =0
W (x,b)=0
g 6y<x,b) =0

Figura 2.26: Condicoes de fronteira a considerar na laje com todos os bordos encastrados

Vamos considerar agora que o bordo encastrado se encontra inclinado em relagao ao
sistema de eixos considerado. Ter-se-a, por exemplo, uma situacao semelhante a que se
encontra representada na figura 2.27.

Tratando-se de um bordo encastrado, deverao ser nulos os deslocamentos transversais e
as rotacgoes em torno da recta y = r x + s, representados na figura 2.27 respectivamente
por w(z,rx + s) e O,(x,rx+ s). Qual a relacdo entre esta rotacao e as rotagoes 0,(z,y)
e 0,(x,y)? A maneira mais facil de responder a esta pergunta consiste em efectuar a
mudanga de coordenadas representada na figura 2.28.

Podem agora escrever-se as condigoes de fronteira no formato
w(z,re+s) = 0

Oy(z,rx+s) = 0
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X

@ W (X,rx-s)

Figura 2.27: Condigoes de fronteira a considerar num bordo encastrado inclinado

Figura 2.28: Mudanga de coordenadas

47
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Tendo em conta que os campos de rotacoes sao grandezas vectoriais, é simples verificar
que:
0, = —0, sin(o) + 0, cos(a)

A figura 2.29 resume as condigoes de fronteira a considerar num bordo encastrado, onde
f,, representa a rotacao em torno de um bordo com normal exterior com a direccao de n.

Encastrado

) W(.)=0

e 0,() =0

Figura 2.29: Condigoes de fronteira a considerar num bordo encastrado

A existéncia de duas condigoes de fronteira em cada bordo é uma caracteristica que vai
estar presente também no caso dos bordos simplesmente apoiados e no caso dos bordos
livres.

2.5.2 Bordos simplesmente apoiados

Considere-se agora a laje rectangular simplesmente apoiada em todo o seu contorno e
que se encontra representada na figura 2.30. Neste tipo de apoio, e a semelhanca do que

Figura 2.30: Laje rectangular simplesmente apoiada em todo o seu contorno

acontece nos nos simplesmente apoiados dos elementos de viga, as condigoes de fronteira
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passam pela imposicdo do valor de uma grandeza cinemética (campo de deslocamentos
transversais) e de uma grandeza estética (campo de momento flector ao longo da direcgao
da normal exterior ao bordo). Na figura 2.31 encontram-se todas as condigoes de fronteira
a considerar para a laje apresentada na figura 2.30. Nesta figura, my, My, M7, € My,
correspondem a distribuicoes de momentos aplicados ao longo do contorno da laje. Caso
nao existam distribuigoes de momentos aplicados sobre os bordos em causa, os valores de
m; devem ser considerados como nulos.

W(x,0)=0
/ myy(X,O) =myy
I .
|
|
W(O(’g))“’/ | I\ way-o
m ,Y) =m ‘
XX I _
‘ J my, @y =my,
W (x,b)=0
y Y myy(X»b) =m,,

Figura 2.31: Condicoes de fronteira a verificar numa laje rectangular simplesmente apoi-
ada

A figura 2.32 resume as condigoes de fronteira a considerar num bordo simplesmente
apoiado. Nessa figura, m,,(z,y) representa o campo de momentos flectores existente ao
longo da direccao definida pela normal exterior ao bordo em anélise.

Simplesmente apoiado

Figura 2.32: Condigoes de fronteira a verificar num bordo simplesmente apoiado

Para finalizar a discussao deste tipo de apoios, falta apenas verificar o que se passa quando
o bordo simplesmente apoiado se encontra inclinado. Tendo em conta a mudanga de coor-
denadas referida acima, é possivel verificar que o momento que se deve anular ao longo do
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Figura 2.33: Condicoes de fronteira a verificar num bordo simplesmente apoiado inclinado

bordo apoiado ¢ o momento flector m,,,,. Tendo em atengao que os campos de momentos
flectores e torsores definem um tensor simétrico de segunda ordem, a mudanga de coorde-
nadas indicada implica a utilizacao das leis de transformacao tensoriais. Desenvolvendo
as equagoes (2.24), obtém-se:

Megrer = My c08°(Q) + My, sen’(a) + 2my,cos(a) sen(a)
My = Mgz s€N°(Q) + My cos* (@) — 2myycos(a) sen(a)

1
—(—myy sen(2 a) + my, sen(2 a) + 2my,cos(2 a))

Myryr = 5

2.5.3 Bordos livres

Y

S

Figura 2.34: Laje com bordos livres

E no tratamento dos bordos livres que surge uma novidade em relagao ao que é habitual
considerar na teoria de vigas. Considere-se entao a laje representada na figura 2.34,
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onde todos os bordos se encontram livres, a excepcao do bordo z = 0, que se encontra
encastrado.

Quais sao as condigoes a impor no bordo I1I? Tratando-se de um bordo onde nao é imposto
qualquer deslocamento, é natural considerar que todos os esfor¢os se devem anular (a
menos que existam distribuigoes de cargas ou momentos aplicados ao longo desse bordo).
Numa primeira andlise, deverao entao considerar-se as condigoes (ver figura 2.35)

ve(a,y) = 0 (2.65)
Maa(a,y) = 0 (2.66)
May(a,y) = 0 (2.67)

—~— M@y
) | & vy @y-o

Myy (ay)=0

Figura 2.35: Condigoes a considerar no bordo III

A existéncia de trés condicoes ao longo de um mesmo bordo contradiz desde logo o que
foi dito anteriormente. Recorde-se que se afirmou que independentemente das condigcoes
de apoio, apenas é possivel impor duas condicoes de fronteira independentes por bordo.
Esta afirmagao tem uma justificacao matematica rigorosa. E possivel demonstrar-se que
as equacoes diferenciais do tipo da Equacao de Lagrange apenas permitem a imposicao
de duas condicoes em cada troco em que se considera sub-dividida a fronteira do dominio
em estudo.

Tal como no caso do bordo encastrado, ha a necessidade de se transformarem duas des-
sas condicoes em apenas uma. No bordo encastrado, as dependéncias existem entre a
imposicao do deslocamento transversal e a imposicao da rotagao em torno da normal ao
bordo. Transpondo essa informacao para o bordo livre, a intuicao diz-nos que as duas
condigdes a fundir deverao dizer respeito aos esforgos transversos v, (forga vertical) e ao
momento torsor m,, (momento em torno da normal ao bordo).

Para se definir uma grandeza estaticamente equivalente ao esfor¢o transverso e ao mo-
mento torsor, considere-se a informacao contida na figura 2.36, onde se encontram repre-
sentados de forma esquematica esses dois esforgos ao longo do bordo III.
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/
V ] X
el

Figura 2.36: Esforcos tranversos e momentos torsores no bordo I11

Considere-se que a laje se encontra sub-dividida num conjunto de “fatias”, também indi-
cadas na mesma figura. O nimero de sub-divisoes é arbitrario e pode ser considerado tao
grande quanto se queira.

A forma mais facil de se poder efectuar a “soma’” destes dois esforcos, consiste em trans-
formar a distribuicao de momentos torsores numa distribuicao de forcas verticais estatica-
mente equivalentes. Para tal efeito, substitui-se em cada uma das fatias consideradas na
figura 2.36 o momento torsor resultante por um bindrio que lhe seja estaticamente equi-
valente. Obter-se-4 entao a distribuicao de forgas verticais representadas na figura 2.37.

Figura 2.37: Equivaléncia estatica no bordo III

O que acontece se o momento torsor for constante ao longo de todo o bordo? Todas
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as forgas verticais que surgem nesta transformacao tém o mesmo valor. Desta forma,
a resultante dessas forgas nas fronteiras entre fatias é nula. O momento torsor no lado
sera entao estaticamente equivalente a duas forcas concentradas aplicadas nos vértices do
bordo considerado.

Figura 2.38: Aparecimento de forcas de canto no bordo III

O esforco transverso “efectivo” continua a ser idéntico a distribuicao v,, surgindo apenas
a necessidade de se considerar a existéncia de forcas de canto, F;. Para verificar quanto
valem estas forcas, considere-se o que se passa na transformagao momento torsor/binario
numa fatia de laje de comprimento infinitesimal dy.

/
_dy /\/ C
\

\

F

Al
= iy

Figura 2.39: Determinacao do valor das forcas de canto

Nao esquecendo que nas lajes os momentos tém uma dimensao fisica de momento por
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unidade de comprimento, é possivel escrever:
May X dy = Fy X dy = Fy = my, (2.68)

Considere-se agora que toda a laje estd sujeita a um campo de momentos torsores cons-
tante e com um valor positivo. A transformacao destes momentos torsores em bindrios
permite de imediato obter

Figura 2.40: Equivaléncia estatica em toda a laje

Sendo m,, constante, todas as forcas na interface entre fatias se anulam e apenas restam
as forgas concentradas nos cantos, que terao um valor dado por 2 my,, tal como se encontra
indicado na figura 2.41.

2m 2m

Xy

2m
/y/ 2m

Figura 2.41: Valor das forgas de canto em toda a laje

Xy

A construcao anterior foi efectuada considerando que a distribuicao de momentos torsores
é constante. Ora esta situacao é pouco frequente, pelo que se torna necesséario averiguar
quais as alteracoes a introduzir quando o valor de m,,, varia ao longo do bordo. Considere-
se de novo o que se passa no bordo III, quando se assume que m,, aumenta ao longo de

y.
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Figura 2.42: Equivaléncia estatica ao longo do bordo III com momento torsor variavel

As forgas componentes dos binarios variam agora de fatia para fatia. Assim, a resultante
nas interfaces entre fatias deixa de ser nula, surgindo um conjunto de forcas verticais
distribuidas que é possivel somar a distribuicao de forcas verticais correspondendo ao
esforgo tranverso v,.

A soma do esforgo transverso v,(z,y) com a distribuigao de forcas f, que resulta da
passagem momentos torsores-bindrio é usual chamar esfor¢o transverso efectivo, r,(x,y).
Define-se

re(,y) = ve(z,y) + fl (2.69)

Eem funcao dos esforcos transversos efectivos que se impoe uma das condicoes de fronteira
nos bordos livres. Para se poder determinar a expressao que define esta nova grandeza, é
necessario obter a relacdo entre f, e a variacio do campo de momentos torsores que lhe
da origem. Considerem-se para o efeito duas fatias infinitesimais de lajes colocadas uma
ao lado da outra.

Figura 2.43: Variagao do momento torsor entre fatias adjacentes



56 GRUPO DE ANALISE DE ESTRUTURAS

dy “/

7 e
AR

1’nxy-i- ay

dy

Figura 2.44: Determinacio do valor de f,

Na figura 2.43 representa-se a evolugao de m,, ao longo dessas duas fatias. Os correspon-
dentes bindrios sao obtidos tendo em conta (2.68), tal como se encontra representado na
figura 2.44. Desta forma, na interface a resultante valera

om
F, = Y d
dy Y
Se se distribuir esta forca concentrada pelo comprimento da fatia, obtém-se finalmente
— om,
Fo= g
Y

Sendo assim, o esfor¢o transverso efectivo r,(z,y) serd dado pela equacao

0 my,
dy

ro(7,y) = vao(z,y) + (2.70)

A analise desta equacao permite recuperar o comportamento discutido de forma mais
intuitiva. Quando ao longo de bordo com normal exterior segundo x o momento torsor é

constante,
0my
Y

dy
o esfor¢o transverso efectivo r, é igual ao esforco transverso v,. Quando esse momento

torsor varia, ao campo v, € necessario somar uma parcela adicional referente a “trans-
formacao” do momento torsor num conjunto de binarios.

=0

Tendo em conta a equagao de equilibrio (2.36), é possivel escrever

0 My 8mxy> Omgy  OMygy O myg, (2.71)

rx(:p,y):< Ox + oy oy " Oz 2 oy
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Efectuando um raciocinio semelhante para os bordos com normal exterior segundo y, é
possivel verificar que o esforgo transverso efectivo ao longo dessa direccao é dado por:

0 My,

ry(@,y) = vy(2,y) + —- (2.72)

A equacao de equilibrio (2.37) permite agora escrever:

O my, 8mxy> N Omgy  Omy,

0 My,

dox Oy ox

(2.73)

E importante ter sempre presente que ao longo da fronteira da laje a distribuicao de
esforcos transversos v,(x,y) e vy(x,y) e o campo de momentos torsores mg,(x,y) sao
estaticamente equivalentes as distribui¢oes de esforgos transversos efectivos, r,.(z,y) e
ry(z,y), e as forgas de canto. Esta equivaléncia encontra-se ilustrada na figura 2.45.

Vy mx\, r vy
T / R(0,0) T
W Vx X X ‘ X
|
‘*Tnxv R(a,0)
/ J Vi /l ‘ l T
y / l Y R(0,b) J R(a,b)
m s 5
Xy Vy ry

Figura 2.45: Equivaléncia estatica na laje

Os valores das forcas de canto continuam a ser dados pelas igualdades
|R(0,0)| = 2 |my,,(0,0)] |R(0,0)] = 2|myy(0,0)]
R(a, )] = 2[may(@,b)]  |R(,0)] = 2[mey(a,0)

Como agora os momentos torsores podem tomar valores diferentes em cada canto, as
reaccoes de canto também serao diferentes se tal vier a acontecer. Quanto ao sentido
dessas forgas, ele serd o que se encontra indicado na figura 2.41 se o momento torsor no
canto em causa for postivo. Se m,, for negativo, torna-se necessario trocar o sentido a
forca correspondente.

A figura 2.46 resume as condigoes de fronteira a verificar em bordos livres. Nesta figura,
n indica a direccao da normal exterior ao bordo livre; ¥ e T sao distribuicoes de forcas
verticais e momentos aplicadas directamente ao longo do bordo.

No caso da laje representada na figura 2.34, as condigoes de fronteira a verificar nos
bordos II, IIT e IV, sao as que se encontram indicadas na figura 2.47. Por simplicidade,
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Bordo livre

Figura 2.46: Condigoes de fronteira a verificar em bordos livres

considera-se que neste caso nao existem cargas aplicadas nos bordos livres, pelo que
My =My =My =0 =0 =0y =0.

myy (x,0) =m

/ Ty =v,
X
\ m,, (ay)=m,

I @y = =V

v

—

myy (x,b) = Eln

al Iy (eb) = vy

Figura 2.47: Condigoes de fronteira na laje da figura 2.34

E interessante verificar que a imposicao da condicao

0 mmy(au y)

oy =0

rz(a,y) = ve(a,y) +

nao implica necessariamente o anulamento dos campos de esforcos v, e mg, ao logo desse

bordo.

Por fim, as condicoes de fronteira a verificar nos cantos livres sdo R(a,0) = 2my,(a,0) =
R(a,0) e R(a,b) = 2my,(a,b) = R(a,b), onde R(a,0) e R(a,b) correspondem a forgas
directamente aplicadas nos respectivos cantos da laje. Por simplicidade, considera-se neste
caso que nao existem forcas aplicadas nos cantos livres, pelo que R(a,0) = R(a,b) = 0.
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2.6 Identificacao de solucoes exactas

Um campo de deslocamentos transversais corresponde a solucao exacta se:

1. No dominio se encontra verificada a equacao de Lagrange, (A.10);

2. Na fronteira estao satisfeitas todas as condigoes de fronteira.

Na tabela 2.7 encontram-se sumarizadas estas condicoes.

SOLUCOES EXACTAS

No dominio

Nuw(z,y)  w(zy)  ,00w(zy) _qy)

0xt oy* 0 x? 0 y? Dy

Na fronteira

Bordo encastrado | Bordo simplesmente apoiado | Bordo livre

g
Il
g|

wW=w Tp =Ty

S
3
I
|
3

Mpn = Mapnp Mpp = Mpp

Tabela 2.7: Condigoes para que uma solugao possa ser considerada como exacta

Problema 2.1
Considere-se a laje simplesmente apoiada representada na figura 2.48.

Para que a funcao

w(z,y) = % (4 — xZ) (4 — yg) (2.74)

possa representar a solucao exacta da laje, qual deverd ser o carregamento a aplicar no
vao e nos bordos da laje?

Resolucao

O campo de deslocamentos transversais fornecido encontra-se representado na figura 2.49.
Os valores representados foram escalados na forma w = —w x Dy.
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Figura 2.48: Defini¢ao da laje a analisar.

Figura 2.49: Campo de deslocamentos transversais
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a) Verificagdo da equagao de Lagrange

Derivando a solugao (2.74), podem obter-se as seguintes expressoes:

8w(:c,y) o 1 2
8w(x7y) 1 2
YO I) 2 (4

o 4Df( 7)Y ;

8211)(33‘,3/) 1 2
o2 D, “4-y),
82w(x,y) 1 2
TOBI) T g

8y 4D, (=27,
Pw(x,y) 1 o

0xdy 2Dy v

ort N ’
Mt w(x,y) B 1

or2y?  2D;’
Pw(zy) _ .

Oyt -

Substituindo as igualdades anteriores na equacao de Lagrange, obtém-se a condicao:

1 q 2
0+2X — +0=— = ¢=10EkN
+ ><2Df+ D, q /m

Como conclusao, pode dizer-se que para que o campo de deslocamentos apresentado em
(2.74) possa ser considerado como a solu¢ao exacta do problema, é necessario que es-
teja aplicada na laje uma carga uniformemente distribuida com valor unitério, q(z,y) =
1.0 kN/m?.

No entanto, ainda nao se pode garantir que a equacao dada corresponda de facto a solugao
do problema. Falta ainda averiguar se a solucao verifica as diferentes condigoes de fronteira
especificadas.

b) Verificagao das condigoes de fronteira

Como todos os bordos da laje se encontram simplesmente apoiados, é preciso verificar se
em todos eles o valor dos deslocamentos transversais e dos momentos flectores é nulo.

Nos bordos I e III a coordenada em y é constante e vale y = 2 e y = —2, respectivamente.
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Substituindo estas igualdades em (2.74), obtém-se para ambos os casos:

w(r, £2) = (4—2*)(4—-2%)=0.

8D;

Para os bordos II e IV, onde se tem respectivamente que z = 2 e x = —2, a situagao é
semelhante. De facto, verifica-se com facilidade que:

wiE2) = g1 ) - 1) = 0.

Ficam desta forma verificadas as condi¢oes de fronteira cineméticas. Para se determinar
o valor dos momentos flectores em cada um dos bordos da laje, é necessario determinar
primeiro o campo de momentos através da aplicacao das equacgoes de compatibilidade e
das relacoes constitutivas.

Utilizando a equacao (2.59), os campos de momentos flectores, m,, e m,, resultam

v (4 — 22 4 — 2
( )Jr y

m : 1 (2.75)
4—2* v (4-—1vy?
Myy = ——+ 1 (2.76)
Nos bordos II e IV verifica-se que
Mye =1 — 92/4 ’

enquanto que nos bordos I e III se tem
_ 2
My, =1 —2/4 .

Em qualquer um dos casos, o campo de momentos flectores no bordo nao é nulo. Conclui-
se entdao que para que o campo de deslocamentos apresentado em (2.74) corresponda a
solugao do problema, é necessario que o carregamento seja constituido, nao sé pela carga
unitaria uniformemente distribuida, mas também por um conjunto de momentos flectores
aplicados em cada um dos bordos da laje e cuja distribuicao deve ter a seguinte expressao
genérica:

My =1 — 52/4

onde s representa y{x} nos bordos I e IV {I e III}. O carregamento encontra-se repre-
sentado na figura 2.50.

c¢) Caracterizagao do comportamento da laje

O problema definido inicialmente encontra-se neste instante completamente resolvido.
Apenas com o intuito de ilustrar algumas das relagoes e conceitos que usualmente surgem
na analise de lajes finas, calculam-se de seguida os campos de rotagoes, os campos de
curvaturas, os campos de esforgos e as reacgoes de apoio.
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1-x 94

Figura 2.50: Cargas na laje simplesmente apoiada.

c.1) Célculo das rotagoes

Tendo em conta as derivadas apresentadas no ponto anterior, resulta de imediato que:

1
Gz:Ex(él—gf)
Hy—ﬁ (4—1;2)31

Os campos de rotagoes encontram-se representados na figura 2.51, na qual foi utilizado o
factor de escala 0; = 6; x Dy.

Figura 2.51: Campo de rotagoes

E interessante verificar agora qual a distribuicao das rotagoes 6, ao longo dos bordos II e
IV e das rotagoes 6, ao longo dos bordos I e III.
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Nao é dificil verificar que ao longo do lado II, para o qual se tem x = 2, o valor das
rotacgoes normais ao bordo sao dadas por:

1
O, = — (2—9%) .
2D, 2-vy7)
Verifica-se desta forma que o campo de rotacoes 6#,, toma valores diferentes de zero ao
longo deste bordo, sendo nulo apenas nos pontos correspondentes aos cantos da laje.
Comentarios semelhantes podem ser efectuados para os restantes trés bordos da laje.

Interessante é ainda verificar que para todos os cantos da laje se verifica que w = 0,
0, = 0e 0, = 0. Isto faz com os vértices da laje se encontrem encastrados, efeito esse que
é visivel na deformada representada na figura 2.49.

c.2) Célculo das curvaturas

Os campos de curvaturas sao determinados utilizando-se as condi¢oes de compatibilidade
(2.13), (2.14 e (2.17)

1
112—4_ 2
X 4Df( y°)
1
ny = 4Df (4 - xZ)
1
oy =—5—7
Xew="9p,; "V

As curvaturas de flexdo encontram-se representadas na figura 2.52, enquanto que o campo
de curvaturas de torcao se encontra representado na figura 2.53. Os valores estao norma-
lizados na forma X; = xi X Djy.

Figura 2.52: Campo de curvaturas de flexao.

c.3) Célculo dos momentos

Uma vez determinadas as deformacoes na laje, os campos de momentos sao calculados
aplicando as relacoes constitutivas (2.43), Os campos de momentos flectores, m,, e my,,
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Figura 2.53: Campo de curvaturas de torgao

sao definidos pelas igualdades

4_2 4_2
_r(@-a) d-y

4—2 v (4—1y?
T Tr T '

Os respectivos diagramas encontram-se representados na figura 2.54.

O campo de momentos torsores, representado na figura 2.55, tem a seguinte expressao:

(1-v)ey

. (2.77)

Myy = —

-2

2

Figura 2.54: Campo de momentos flectores.

c.4) Célculo dos esforgos transversos
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Figura 2.55: Campo de momentos torsores.

Os esforcos transversos podem ser obtidos a partir das definigoes:

o OMyy ~ Omy,
T Ox y

o Omygy — Omy,

Y ox oy

A substituicao nas definicbes anteriores das expressoes obtidas para os campos de mo-
mentos permite obter:

—-1-v)z vz x
’U$:7__:__
2 2 2
_—(0=-vy vy _y
vy =——">>"—-—=-2
2 2 2

E possivel verificar agora que o campo de esforgos transversos verifica a equagao de
equilibrio de forcas transversais:
Ov,  Ovy

1 1
— =0—>——=—=+4+1=0
3x+8y+q 2 2jL

Os campos de esforcos transversos encontram-se representados na figura 2.56.
c.5) Célculo do esforgo transverso efectivo e das forgas de canto

Nos bordos perpendiculares ao eixo dos = (bordos II e IV) o esforgo tranverso efectivo é

definido a partir da igualdade,
Oy,

dy
Nos bordos I e III, perpendiculares ao eixo y, os esforcos transversos efectivos sao dados
por:

Ty = Ugp +

Oy,

ozr

Ty = Uy +
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Figura 2.56: Campo de esforgos transversos.

No bordo II, a definicao anterior permite obter

x 1—v oz
2 "9 "7T3

Ty = — (—2+v),

ou ainda, tendo em atencao que naquele lado x = 2,
Tp=—2+4+Uv.

A repeticao deste calculo para cada um dos restantes bordos da laje, permitira verificar
que o esforco transverso efectivo em cada um deles é constante. Pode verificar-se também
que em qualquer um dos casos o valor absoluto do esforco transverso efectivo é o mesmo,
Ire] =2 —v.

Figura 2.57: Distribuicao dos esforcos transversos efectivos nos bordos da laje.

Na figura 2.57 encontra-se representada a distribuicao dos esforcos transversos efectivos
nos bordos da laje, esforgos esses que podem ser vistos como correspondendo as reacgoes
de apoio no contorno da laje. E importante verificar que o sentido dessas reacgoes é
sempre negativo (forgas verticais aplicadas no sentido negativo do eixo z).
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A resultante dessas reacgoes é dada por:
Rge:—4></(2—y)ds:—4><4>< (2—v) =32+ 16vkN .
0
Se se verificar que a resultante das cargas verticais aplicadas é dada por:
2 2 2 2
Ry = / / q(z,y) dx dy = / / 1.0dxdy = 16.0kN ,
—2.J-2 —2.J-2

chega-se a estranha conclusao de que aparentemente nao se encontra verificado o equilibrio
global em termos de forcas verticais.

ay 4(1-Y
2y ’y

Figura 2.58: Reacoes de canto no elemento de laje.

Esta conclusao estd de facto errada, uma vez que nao foram ainda contabilizadas as forcas
que se desenvolvem nos cantos da laje. Se o valor do momento torsor for positivo em cada
um dos cantos da laje, o sentido das forgas verticais concentradas que ai surgem é o que
se encontra indicado na figura 2.58 a). Como nos cantos B e D (ver figura 2.48) o valor
do momento torsor é negativo, as reacgoes de canto que se desenvolvem na laje tém o
sentido apresentado na figura 2.58 b).

O valor de cada for¢a de canto é dado pela igualdade:

(1

Fcanto:2><|mxy|:2><;y)><2x2:4><(]_—l/),

A resultante das forcas de canto é dada entao por:

Regnto =4 x4 x (1 —v)=16— 16vEkN.

Conclui-se entao que o equilibrio de forcas verticais, envolvendo cargas aplicadas, esforgos
transversos efectivos e forcas de canto é de facto verificado:

Ry, + Ropi + Reanto = —32 + 16v 4+ 16 + 16 — 16v = 0 kN.
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2.7 Distribuicoes de esforcos equilibradas

Para que uma dada distribuicao de esforgos possa ser considerada como equilibrada (ou
estaticamente admissivel) é necessario que:

1. No dominio se encontrem verificadas as condigoes de equilibrio, (2.39);

2. Na fronteira estejam satisfeitas todas as condicoes que envolvem a especificacao de
uma qualquer componente dos campos de esforcos.

Na tabela 2.8 encontram-se sumarizadas estas condicoes.

ESFORCOS ESTATICAMENTE ADMISSIVEIS

No dominio

?m 0% my, P m
X 9 ry —
Ox? oy? + Ox Oy +a(z,y) =0

Na fronteira

Bordo encastrado | Bordo simplesmente apoiado | Bordo livre

- - Tn:Tn

- Mppn = Mnpn Mpn = Mapp

Tabela 2.8: Condigoes para que uma distribuigao de esforgos seja estaticamente admissivel

Varias sao as questoes que se podem colocar neste instante:

e Como identificar distribuicoes de esforgos estaticamente admissiveis?
e Como “construir” distribuigoes de esforgos equilibradas?

e Como verificar se uma dada distribuicao de esforcos que equilibra um carregamento
corresponde a solucao exacta para o problema?

A resposta a primeira destas perguntas corresponde a aplicacao das verificagoes sumari-
zadas no diagrama da tabela 2.8. J& a resposta as duas questoes seguintes nao ¢ tao ime-
diata. Para facilitar a apresentacao, os conceitos envolvidos na resposta a estas questoes
sao apresentados e discutidos com base na resolugao de problemas concretos.



70 GRUPO DE ANALISE DE ESTRUTURAS

Problema 2.2

Considere-se a laje rectangular simplesmente apoiada representada na figura 2.59. Esta
laje esta sujeita a accao de uma carga uniformemente distribuida com valor unitario.

|
Y

Figura 2.59: Laje rectangular simplesmente apoiada

a) Serd que os campos de momentos
Mao(2,y) = 2 — 0.25 27
myy(z,y) = 0.75y — 0.25 y*

May(z,y) =0

equilibram o carregamento?

b) Caso se trate de uma distribuicdo de esforcos equilibrada, serd também a solugao
exacta?

Resolucao

a) Para que a distribuigao de esforgos possa ser considerada como equilibrada, é necessario
que:

1.
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(condigoes de fronteira)

Dos dados do problema tira-se com facilidade

0% My

92 -0.5
0? My

o
O may _
dxdy

pelo que a condicao de equilibrio no dominio (2.39)
(—0.5) +(—0.5) +2(0)+1.0=0

se encontra verificada. E também imediato verificar que as condig¢oes de fronteira estatica
também se encontram satisfeitas. Tendo em conta os campos de momentos dados, pode
escrever-se,

0,y) =0—0.25x 0* =0
Mae(4,y) =4 —0.25 x 42 =0
0
3

como se pretendia verificar.

Conclui-se desta forma que a distribuicao de esforcos dada é estaticamente admissivel
(equilibra o carregamento dado). Mas serd a distribui¢ao de esforgos exacta?

b) Uma anélise das expressoes dadas para os campos de esfor¢os permite desde logo dizer
que s6 muito dificilmente estes campos de momentos flectores e torsor serao os exactos.
Isto porque nao é de esperar que numa laje simplesmente apoiada sujeita a ac¢ao de uma
carga uniformemente distribuida os momentos torsores sejam nulos (o que seria entao
feito das forgas de canto?). Também nao é razoavel que o campos de momentos m,, SO
dependa da coordenada x enquanto que o campo de momentos m,, dependa apenas da
variavel y.

Trata-se entao de uma distribuicao de esforcos equilibrada, mas que nao corresponde
a solucao exacta. Saliente-se desde ja que a laje, como estrutura “hiperstatica” que
é, permite que se construa uma infinidade de solucoes equilibradas. De entre todas as
solugoes equilibradas possiveis, havera uma que corresponde a solucao exacta, mas a sua
obtencao é, regra geral, bem dificil.

Como se pode demonstrar que a solugao equilibrada obtida nao é de facto a solucao exacta?
Se o fosse, os campos de esforcos dados deveriam dar origem a um campo de curvaturas
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(aplicando as relagoes de elasticidade) que por sua vez deveriam permitir a obtengao de
um campo de deslocamentos transversais (aplicando as condigoes de compatibilidade) que
respeitasse todas as condicoes de fronteira cinematica.

Sera que a obtencao de um campo de deslocamentos que respeite estas condigcoes é possivel
neste caso? Para responder a esta questao, comecemos por calcular as curvaturas de flexao
Xz associadas aos campos de esfor¢os dadas. Como se assume que v = 0, obtém-se

1
mmw)zj@mﬂnw
Xaz(T,y) = i(56—025562)
T Y Df *

Sera agora possivel determinar um campo de deslocamentos que respeite todas as condigoes
de fronteira
w(z,0) = w(z,b) = w(0,y) = w(a,y) =0

e que respeite a condicao de compatibilidade

O w(x,y)

X:m:(x7y> = O 12

A resposta é de imediato negativa se se tiver em conta que
w(z,0) =0 = x4z(x,0) =0

ou seja, a satisfacao das condicoes de fronteira e da condicao de compatibilidade impoe
que seja nulo o campo de curvaturas de flexao ao longo da fronteira y = 0. Ora, do campo
de curvaturas obtido a partir do campo de momentos dado vem

Xesl,0) = == (2-0.252%) #0
f

pelo que a solugao nao é a exacta, como queriamos demonstrar.

A obtencao de solugoes equilibradas desempenha um papel muito importante na andlise
de lajes, uma vez que a determinacao de solucoes exactas ou é bem complicada, ou de
todo impossivel. Tendo em conta o teorema estatico da analise plastica limite, o dimen-
sionamento efectuado com base em distribuigoes de esforgos equilibrados esta sempre do
lado da seguranca.

A segunda das perguntas enunciadas logo no inicio desta seccao é entao a que de um ponto
de vista pratico maior importancia tem. Como construir/obter distribui¢oes de esforgos
equilibrados?

A andlise dos campos de esforcos do problema anterior permite-nos ter uma ideia de
como essa construcao podera ser efectuada. Para comecar, é importante verificar que se
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assume logo a partida que mg,(x,y) = 0. Isto corresponde a afirmar que o carregamento
é equilibrado apenas com recurso a momentos flectores.

Qual é o diagrama de m,, e de m,,? Tendo em conta as expressoes fornecidas, obtém-se
os diagramas representados na figura 2.60

Figura 2.60: Diagramas de momentos mg, € my,

E possivel verificar que m,,(x,y) corresponde ao diagrama de momentos flectores que se
obtém da andlise da viga representada na figura 2.61. Esta viga tem um comprimento
igual a dimensao da laje segundo essa direccao e as condigoes de apoio nos nds inicial e final
reflectem o que se passa nos bordos x = 0 e x = 4. Tratando-se de bordos simplesmente
apoiados, também os nés extremos do elemento de viga considerado devem ter o mesmo
apoio. Esta aplicada uma carga uniformemente distribuida ¢, = 0.5.

///r—qu:05
bbb edbadba) =

4m4-1

®

m, =x-025x?

Figura 2.61: Viga para obtencao de my,

O campo de momentos m,, (z,y) pode agora ser determinado com base na analise de um
elemento de viga com a direccao do eixo y e com um comprimento de trés metros. Tendo
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em conta as condigoes de apoio existentes em y = 0 e y = 3, a viga a utilizar é a que se
encontra representada na figura 2.62.

///r~fqy:05
b blilil)

—

3m4-1

®

m, =0.75y-025 y?

Figura 2.62: Viga para obtencao de m,,

Para se garantir a obtengao de uma distribuicao de esforgos equilibrada, é necessario
garantir que

0(z,y) = qu(z,9) + qy(z,y) (2.78)
ou seja, que a soma da parcela da carga a equilibrar na direccao x, ¢,, com a parcela da
carga a equilibrar na direccao y, g,, seja igual a carga distribuida total, ¢(z,y).

Neste problema tem-se ¢, = 0.5 e ¢, = 0.5. No entanto, qualquer outra reparticao
de cargas, desde que satisfazendo a condigao (2.78), permite obter uma distribuigdo de
esforcos que equilibre o carregamento. No limite, pode considerar-se que ¢, = g e ¢, = 0
ou g, = 0eq, = q. Esta tltima reparticao de cargas permite simplificar a obtengao
de diagramas equilibrados, mas os campos obtidos, embora se encontrem do lado da
seguranga, podem afastar-se significativamente do comportamento real da estrutura.

Esta forma de “construir” distribuigoes de esforcos estaticamente admissiveis em lajes
rectangulares de dimensoes (a x b) encontra-se sumarizada na tabela 2.9.

Para validar este processo, basta verificar que com a reparticao de cargas assumida em
(2.78) e considerando m, = 0, se pode escrever
P My 0% My,
ozt o TETW=Y

Ora o passo 3 permite obter um campo de momentos que satisfaz

9% Mys
ox?

e 0 passo 4 permite a verificacao da condicao
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OBTENGCAO DE DISTRIBUIGOES DE ESFORGOS EQUILIBRADAS

1. Arbitrar my,(z,y) =0

2. Repartir o carregamento em duas direccoes, considerando sempre
(2, y) = ¢:(z,y) + ¢, (2, y)

3. Determinar o campo m,,(z,y) através da determinagao de um campo de momentos
que equilibre a carga ¢, numa viga com a direc¢ao x, comprimento L = a, e com
as condicoes de apoio ditadas pelas condi¢oes de fronteira da laje nos bordos x = 0
er=a.

4. Determinar o campo my,(z,y) através da determinacao de um campo de momentos
que equilibre a carga g, numa viga com a direcgao y, comprimento L = b, e com as
condigoes de apoio ditadas pelas condigoes de fronteira da laje nos bordos y =0 e
y=b.

Tabela 2.9: Construgao de solugoes estaticamente admissiveis

Como consequéncia, a equacao de equilibrio no dominio é verificada. As condigoes de
fronteira estatica estao também satisfeitas porque se consideraram nas vigas utilizadas na
construgao do campo de momentos os apoios correspondentes aos que que existem nos
bordos da laje.

Problema 2.3

Considere a laje representada na figura 2.63. Tendo em conta que a laje estd subme-

[ 4m —

‘

Figura 2.63: Laje rectangular com tipos de apoios diferentes
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tida a accao de uma carga uniformemente distribuida com valor unitario, obtenha uma
distribuicao de esforcos que equilibre o carregamento.

Resolucao

Aplicando um procedimento semelhante ao que foi descrito atrds, poder-se-4 construir a
distribui¢ao de esforcos pretendida. Desta forma, comeca-se por considerar m,, = 0. Os
campos de momentos flectores sao obtidos considerando o equilibrio dos elementos de viga
representados na figura 2.64.

/qx /qy
bbb bba) o« ﬂlHHHﬁy

4m —— - 3moo

Figura 2.64: Elementos de viga para a determinagao dos campos de momentos flectores

Determinando as reaccoes nos apoios e considerando o equilibrio do corpo livre obtido
cortando a viga numa secgao genérica de coordenada x ou y, respectivamente, obtém-se:

mua(e,y) = 5 (4 — a?)

v 9

My (7,y) = gy (3y — o 5)

Para que esta distribuigao seja estaticamente admissivel, s6 falta impor que ¢, + ¢, = ¢.

E facil verificar agora que a distribuicao de esfor¢os obtida é equilibrada. Estao satisfeitas
a condicao de equilibrio no dominio e todas as condicoes de fronteira estaticas. De facto,

P my,. O?m 9% m,
0z T ap T largy TIWY =G —ata=0

Na fronteira tem-se:

Qx
Mz (0,y) = 5(0 —-0)=0

Maa(4, ) = %‘”(4 x4—42) =0

9 9

myy<xv3):qz/<9_§_§):0

O my, 0 my, Qy)
= 2 = _ =
ry(x,3) < 7y + 52 >y3 qy (3 2 ), 0
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Embora seja o mais simples quando os apoios permitem considerar m,, = 0, ¢ impor-
tante reforcar que este método de construgao nao é o Uinico que permite a obtencao de
diagramas de esforgos estaticamente admissiveis. Um processo alternativo poderd passar
pela consideracao e tratamento directo das condicoes indicadas no quadro 2.8, o que é
necessario quando se considera mg,, 7 0.

Problema 2.4

Considere-se de novo a laje representada na figura 2.63. Sera possivel equilibrar o carre-
gamento considerando agora que my,(x,y) = my,(x,y) = 07

Resolucao

Pretende-se verificar se é possivel equilibrar na laje em estudo uma carga uniformemente
distribuida com recurso apenas a um campo de momentos torsores. Para que a equacao
de equilibrio no dominio venha satisfeita, é necessario considerar que

9?m 9% my, 0? m
il 2 Y 11.0=0
Ox? 0y? + Ox Jy +
o que implica
0% My, 1 1
—_ —— :> oy — — =

Qualquer que sejam as fungoes f(x) e g(y), o campo de momentos torsores assim deter-
minado permite verificar a condicao de equilibrio no dominio.

O que se passa agora com as condigoes de fronteira? Tendo em conta que a partida se
considerou my,(z,y) = my,(z,y) = 0, apenas falta tratar a condigao r,(x,3) = 0.

Como my,(z,y) = 0, esfor¢o transverso efectivo r,(x,y) pode ser calculado através da
igualdade:

0 My
Ty(7,y) :2#

Obtém-se entao

0T xvy B
2 [ @) )] =0
y  0f(x) _
2 [_§+ ox =3 =0
_§+8gf) — o;»f(x)zgx+c
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A carga uniformemente distribuida pode ser entao equilibrada pelo seguinte campo de
esforgos:

Mo (T,y) =0
Mmyy(z,y) =0
1 3

Verifique-se agora se o campo de esforcos construido desta forma corresponde a solugao
exacta para o problema. Mais uma vez a resposta intuitiva é imediata, se se tiver em con-
sideragao que fisicamente nao faz sentido serem nulas as duas distribuicoes de momentos
flectores.

E no entanto necessario demonstrar formalmente que a distribuicao de esforcos obtida
¢é apenas equilibrada. Se fosse exacta, os campos de curvaturas associados ao campo
de esforcos deveriam permitir a obtencao de um campo de deslocamentos transversais
(através da aplicagao das condigoes de compatibilidade) que respeitasse ainda todas as
condicoes de fronteira cinematica.

Tendo em conta que se considera v = (0, os campos de curvaturas associados ao campo de
esforgos anteriormente construido sao dadas pelas seguintes igualdades:

Xz (2, y) =0

Xyy(T,y) =0

1
r,Y)=—(—zy+3zx
Xay(2,) = 5 D; (—zy )
Para que possam corresponder a solucao exacta, estas curvaturas devem poder ser obtidas
a partir de um campo de deslocamentos transversais que satisfaca todas as condigoes de
compatibilidade (tanto no dominio quanto na fronteira).

Tal como referido na resolucao da alinea b) do Problema 2.2, a verificacao das condigdes
de fronteira implica que:

w(x,0) =0 = Xupu(z,0) =0
w(0,y) =0 = xuy(0,y) =0
w(d,y) =0= xu,(4y)=0

O campo de curvaturas acima obtido permite verificar de imediato este conjunto de
condigoes. Serd entao possivel dizer-se que a solucao é exacta? A resposta a esta per-
gunta tem de ter em consideracao que hé ainda equagoes de compatibilidade por verificar.
Nomeadamente, falta ainda averiguar se estes campos satisfazem as condi¢oes de compa-
tibilidade no dominio. Por outras palavras, pode dizer-se que falta ainda discutir se existe
um campo de deslocamentos transversais que permita recuperar, através da aplicacao das
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condigoes de compatibilidade no dominio, os campos de curvaturas acima indicados. Serd
pois um erro grosseiro afirmar desde ja que a solugao obtida corresponde a exacta.

Para que um conjunto curvaturas possa ser compativel, é necessario que se verifiquem as
condicoes seguintes:

e Osl,) = 57 () =0 (2.79)
5 Q) = 5 () =0 (2.80)

Para recuperar as condigoes (2.79) e (2.80) basta ter em conta as defini¢oes (2.13), (2.14)
e (2.17).

Substituindo agora em (2.79) as curvaturas em questao obtém-se:
0 0 1 1
—0) =5 | 7= (= 3 =0+—7(@wy—3)#0
oy ¥ 8:10(2Df( vy x)> Tap, W37

A nao verificagao da condigao (2.79) permite desde logo afirmar que os campos de curva-
turas apresentados nao sao compativeis, pelo que o campo de esforcos equilibrado acima
construido nao corresponde a solucao exacta.

Embora tal nao fosse ja necessario, é possivel averiguar se a condi¢ao (2.80) se encontra
satisfeita. Resulta de imediato que:

0 g (1 1
a—x(O)—8—y<m(—xy+3x)> :O+2—Df(:c)7é0

2.8 Campos de deslocamentos compativeis

Para que um determinado campos de deslocamentos possa ser considerado como com-
pativel (ou cinematicamente admissivel), é necessario que

1. No dominio se encontrem verificadas as condigoes de compatibilidade, (2.13), (2.14)
e (2.17);

2. Na fronteira se encontrem satisfeitas todas as condi¢oes que envolvem a especificacao
de um qualquer campo de deslocamentos.

Na tabela 2.10 encontram-se sumarizadas estas condicoes.

De novo, podem desde ja colocar-se as seguintes questoes:
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CAMPOS DE DESLOCAMENTOS COMPATIVEIS

No dominio

Pw(z,y)

Xmm(xay) = = Or2
Pw(z,y)

Xow(T,y) = — Oy?
_ Pw(z,y)
X:vy(xay) - &'an

Na fronteira

Bordo encastrado | Bordo simplesmente apoiado | Bordo livre

w=w -

0, =0 - -

gl

w =

3

Tabela 2.10: Condigoes para que o campo de deslocamentos seja cinematicamente ad-
missivel
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e Como identificar campos de deslocamentos cinematicamente admissiveis?
e Como construir campos de deslocamentos cinematicamente admissiveis?

e Como verificar se um dado campos de deslocamentos compativel corresponde também
a solucao exacta do problema?

A semelhanca do que se passa nas solucoes equilibradas, também neste caso é possivel
obter uma infinidade de campos de deslocamentos transversais que satisfacam as condig¢oes
de compatibilidade. No entanto, o interesse pratico deste exercicio ja nao é tao relevante
quanto o era no caso das distribuicoes de esforcos equilibradas. Isto porque tendo em
conta o teorema cinematico da analise plastica, campos de deslocamentos compativeis
fornecem solugoes contra a seguranga.

Tal como na seccao anterior, os conceitos serao apresentados através da resolucao de
problemas.

Problema 2.5
Considere-se de novo a laje representada na figura 2.59
a) Sera que o campo de deslocamentos
w(z,y) = (4z —2?) (3y — y*)
é compativel?

b) Caso se trate de uma solugdo compativel, serd também o campo de deslocamentos
exacto?

Resolucao

a) Para que o campo de deslocamentos possa ser considerado como compativel, é ne-
cessario que

_ Puw(z,y) _ PPw(r,y) _ QPw(a,y)
Xaa (2, y) = T orz Xyy (T, ) = T a2 Xay (2, Y) = T ozdy

(condi¢ao no dominio)

(condigoes de fronteira)
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As condicoes de compatibilidade no dominio impéem apenas que o campo de deslocamen-
tos fornecido permita a determinacao dos campos de curvaturas Xzz, Xyy € Xzy. D€ uma
forma pouco rigorosa, poder-se-a dizer que as condi¢oes no dominio impoem apenas que as
segundas derivadas envolvidas nas equagoes (2.13), (2.14) e (2.17) se possam determinar.
Para que tal aconteca, é necessario que a fungao de deslocamentos dada seja continua e
apresente primeiras derivadas continuas.

Como no caso em estudo o campo de deslocamentos é dado por uma funcao polinomial,
as condigoes anteriores resultam satisfeitas de forma imediata. Os campos de curvaturas
induzidos pelo campo de deslocamentos sao assim dados por

Xao(2,y) =23y — 9%
ny(:L‘,y) =2 (41‘ - $2)
Xay(T,y) = —(4 = 22)(3 — 2y)

Também ¢é facil verificar que:

w(0,y) = (0-0%) 3y —y*) =0
w(d,y) =4 x4-4)By—y") =0
w(z,3) = (4z — 2%) (0 —0%) =0
w(z,3) = (4o —2?) (3 x 3 —3%) =0

o que permite concluir de imediato que o campo de deslocamentos é de facto compativel.

b) A solugao serd exacta se o campo de deslocamentos satisfizer todas as condigoes ex-
pressas no diagrama da tabela 2.10. Tendo em conta que v = 0, obtém-se
0 que permite verificar

o que por sua vez implica que a solug¢ao nao pode ser considerada como exacta, uma vez
que uma das condigoes de fronteira nao se encontra verificada.

Problema 2.6

Considere-se de novo a figura representada na figura 2.63. Pretende-se construir um
campo de deslocamentos que satisfaca as condicoes de compatibilidade.

Resolucao

Para se construir um campo de deslocamentos compativel, é necessario garantir a veri-
ficacao de um conjunto de condigoes no dominio e na fronteira.
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Se se utilizar uma funcao polinomial para definir o campo de deslocamentos transversais
em todo o dominio da laje, as condicoes de compatibilidade no dominio vém automati-
camente verificadas. Isto acontece porque as fungoes assim construidas sao continuas e
apresentam primeiras derivadas continuas, permitindo sempre a definicao dos campos de
curvaturas.

Fica desta forma a faltar apenas a verificacao das condigoes de fronteira. Um processo
simples para efectuar a construcao pretendida passa pela utilizacao da seguinte funcao:

w(z,y) = fiz) x fa(z) X g91(y) X g2(y) (2.81)

Em (2.81), fi(z) e fo(z) representam polindmios que permitem satisfazer as condigoes de
fronteira cinematica nas fronteiras z = 0 e £ = a. Do mesmo modo, os polinémios g (y)
e go(y) verificam as condigoes de admissbilidade cinemética nas fronteiras y = 0 e y = b.

Se cada uma das funcoes f;(z) e g;(y) verifica as condi¢oes de fronteira cinemdtica em
cada trogo da fronteira da laje, o seu produto, definido em (2.81), permite assegurar a
verificacao simultanea de todas as condigoes de admissibilidade cineméatica na fronteira.

Na laje em estudo, as condicoes de fronteira cinematica a considerar sao as seguintes:

wa)—O emz =0

w(4,y) =0, em x =4

(
(4,

w(z, )—Oeé’(x,O):O, emy =0
)

Quais as fungoes fi(z) e fo(z) a considerar? Ou seja, quais os polinémios que permitem
garantir as condigbes w(z,y) = 0, para x = 0 e para © = 47 E facil verificar que os
polinémios pretendidos sao dados pelas igualdades:

Dado que no bordo y = 3 nao hé qualquer condicao de fronteira cinematica a verificar
(trata-se de um bordo livre), a funcdo g»(y) pode ser retirada do produto definido na
equagao 2.81. Desta forma, fica apenas a faltar a definicao da fungao g;(y).

A consideragao de ¢g1(y) = y permite verificar de imediato a condigao w(z,0) = 0. No
entanto, a segunda das condicoes, 6,(z,0) = 0, ndo vem verificada. Desta forma (e
sempre que surjam bordos encastrados), é necessario utilizar-se um polinémio que se
anule ao longo do bordo considerado, mas que tenha também derivada nula. Nao é dificil
de verificar neste caso que a fungao go(y) = y? satisfaz estas condigoes.

Recorrendo agora a definigao (2.81), é possivel escrever o seguinte campo de deslocamentos
compativeis para a laje:

w(z,y) =z (z—4)y°

E importante ter em conta que a utilizacao de fungoes polinomiais nao é condi¢ao ne-
cessaria para que se possam construir campos de deslocamentos compativeis. Muitos
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outros tipos de funcoes poderiam ser utilizadas. Trata-se, no entanto, do procedimento
mais simples.

Considere-se agora um procedimento alternativo (um pouco mais formal) para se resolver
este mesmo problema. Para tal, considerem-se de novo as vigas equivalentes utilizadas na
construcao de distribuicoes de esforgos estaticamente admissiveis.

—— 4m ——o

- NN
+ | -
\
3m
\
\ 1v=0
Iy
g
X

Figura 2.65: Vigas equivalentes

Se se obtiverem campos de deslocamentos compativeis nas vigas representadas na fi-
gura 2.65, a fungao

w(z,y) = wi(x) X wa(y) (2.82)
corresponde a um campo de deslocamentos transversais que garantidamente satisfaz as
condicoes de compatibilidade na laje.

Como construir as fungoes w;(z) e we(y)? Comecemos pela primeira. Pretende-se deter-
minar uma funcao de classe C' (fungio continua com primeira derivada continua), para
que a existéncia de segundas derivadas e por consequéncia a satisfacao de compatibilidade
no dominio possam ser garantidas a partida. O tipo de funcao mais simples serd uma
funcao do tipo polinomial.

Deve impor-se ainda que a fungao wi(x) satisfaca as condigoes de fronteira w;(0) =
wy(4) = 0. Para satisfazer estas duas condigbes e apresentar um valor diferente de zero
ao longo de x, o campo de deslocamentos, se for considerado como polinomial, devera ter
pelo menos grau dois. Terd entao a seguinte forma geral:

2
wi(z) =crz°+cr+c3
Impondo as condicoes de fronteira obtém-se sucessivamente,

wi(0) = 0=¢3=0
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w1(4) = 0=16c1+4c=0=c=—4¢
O campo de deslocamentos pretendido sera entao da forma
w(z) =c1 2> —4de o

Qualquer que seja o valor considerado para c¢;, o campo de deslocamentos na viga é
compativel. Por simplicidade, considera-se que ¢; = 1.0.

Na direccao y, we(y) poderd ser uma funcao polinomial que satisfaca as condigoes wy(0) = 0
e 6(0) = —0wy(0)/0y = 0. A imposicao de duas condi¢bes implica que de novo o po-
linémio a utilizar seja pelo menos do segundo grau. Pode entao escrever-se:

wa(y) = diy? + dyy + ds
Tendo em conta as condicoes de fronteira, conclui-se que
wy(0) = 0=d3=0
0(0) = —0wy(0)/0y = 0= —-2d; X0+ —-dy=0=dy =0
O campo pretendido terd a forma geral
wy(y) = dv y?
Considera-se de novo d;=1.0

De (2.82), resulta que o campo de deslocamentos

w(z,y) = wi(z) X wa(y) = x (x —4) y?

é um campo de deslocamentos compativel na laje. E também possivel verificar que este
campo de deslocamentos nao é exacto.
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Capitulo 3

Analise elastica de lajes finas

No capitulo anterior descreveu-se, com a profundidade possivel para um curso de in-
troducao a analise de lajes, a teoria de Kirchhoff para a andlise de lajes finas. Este
capitulo dedicar-se-a a aplicagao dessa formulagao a casos correntes de lajes. De entre
esses casos o mais simples é o de uma laje rectangular sob flexao cilindrica. Como in-
trodugao a este tipo de lajes sao recuperados os conceitos basicos da analise de vigas a
flexao e é feita uma comparacao, sob o ponto de vista estrutural, do comportamento das
vigas e das lajes.

3.1 Flexao de vigas

A equagao diferencial da eldstica (a equagao que define a deformada assumindo compor-
tamento eldstico linear) de uma viga submetida a uma carga p(x) é, admitindo que o eixo
da viga se encontra alinhado com o eixo z,

d*w

E[yy@ = p(z), (3.1)
sendo o momento flector dado por:
d*w

em que E1,, ¢ arigidez de flexao da viga e o termo as derivadas parciais do deslocamento
transversal representa a curvatura, Figura 3.1.

Esta equagao assume que as secgoes transversais se mantém planas e ortogonais ao eixo
da peca linear apds a deformagao (hipétese de Bernoulli). De notar as semelhancas com
as hipdteses de Kirchhoff.

Daqui resulta que, para uma dada seccao transversal e para momento flector positivo, a
deformacao das fibras longitudinais na face superior é —e sendo de € nas fibras da face
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A

Figura 3.1: Deformada de uma viga.

€transy — V€

€transy — —VE

Figura 3.2: Deformada da secgao transversal de uma viga.

inferior. Esta deformacao implica, por efeito de Poisson, que se desenvolvam deformacoes
transversais que sao positivas na face superior e negativas na face inferior.

Nao havendo restricoes a essa deformagcao transversal nao se desenvolvem tensoes trans-
versais.

Admita-se agora que a seccao transversal da viga é rectangular. Se alinharmos uma
série de vigas com os eixos paralelos entre si como que a formar uma laje (quer dizer, sem
espagos vazios entre vigas) pode dizer-se que as deformagoes transversais estao restringidas
(devem ser nulas para que se mantenha a continuidade) o que leva ao aparecimento de
tensoes transversais o,, = V0,,, produzindo um momento flector

Myy = / 20yydz = VMg,

na direccao transversal a do eixo.
As componentes de deformacao e de tensao segundo o eixo sao:

(1—12)04s

€z = E
 Bepe Ez d*w
Tee =10 T T1 2 da?

obtendo-se, por integragao na altura da seccao, h,

20y dz = —

B /h/2 EnR®  d*w
e = ) e 121 — 12) da?’
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Figura 3.3: Vigas lado a lado.

Para vigas com seccao rectangular de largura unitaria e altura h nota-se que ha um
acréscimo de rigidez quando se passa a restringir a deformacao transversal, ou seja, quando
se passa de uma viga isolada para um conjunto de vigas paralelas encostadas umas as
outras.

. . 3 g2
e viga isolada, m,, = —£-41

. lel _ Eh3  dPw
e vigas paralelas, mae = — 1375 GF

De notar que esse aumento de rigidez apenas se verifica nos casos em que o coeficiente de
Poisson nao é nulo.

3.2 Lajes rectangulares em flexao cilindrica

O modelo acima descrito para a andalise de conjuntos de vigas paralelas pode ser usado
para a andlise de lajes que se comportem de forma semelhante ao conjunto de vigas
paralelas.

Estao nestas condicoes lajes em que nem o carregamento nem a geometria ou tipos de
apoios variam ao longo da sua maior dimensao. Falamos, pois, de lajes rectangulares.
Nao de qualquer laje rectangular mas de lajes rectangulares longas apoiadas ao longo da
maior dimensao, ver Figura 3.4.

De notar que mesmo para lajes longas livres nos vaos menores (o caso mais evidente de
aproximacgao ao conjunto de vigas paralelas) nao se pode garantir que toda a laje estd
em flexao cilindrica. Basta constatar que as faixas de laje adjacentes aos bordos livres
nao podem apresentar a mesma restricao transversal que qualquer faixa afastada desses
bordos. Apenas no caso em que o coeficiente de Poisson é nulo se pode garantir que a
flexao é cilindrica.
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Figura 3.4: Deformada de laje sob flexao cilindrica.

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, ‘

Figura 3.5: Laje rectangular longa.

Assumindo que a flexdo é cilindrica (para a zona especifica da laje na qual isso seja
verdade) a equagao de Lagrange resume-se a:

d'w _ p(x)
— =" (3.3)
Eh3 .
com D = —— . Notar que nao ha variacao em y.
12(1 — v?)

Seja entao a laje rectangular longa, apoiada nos vaos maiores e livre nos menores, repre-
sentada na Figura 3.5 e sujeita a carga uniforme p.

As condigdes de fronteira sdo correspondentes a bordo livre nos vaos paralelos a x (as
quais sdo automaticamente satisfeitas por nao haver variagdo em y) e a bordo apoiado
nos vaos paralelos a y a que correspondem as seguintes condigoes:

d*w
w‘x:O:O @Lr:o:o

d*w
w‘x:azo @h:azo
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Como apenas ha flexao segundo x a integracao directa da equacao 3.3 pode ser feita sem
dificuldade conduzindo a:
p, 2t ard Pz

wizy) =55~ 15+ 57) (3.4)

Recorrendo as relacoes constitutivas podem determinar-se as componentes do tensor dos
momentos na laje:

2
pax pr
zx\L) = I T T4 3.5
ma(wy) = Lot (35)
myy(l‘,y) = mex(xay)

May(z,y) = 0

3.2.1 Lajes rectangulares em flexao cilindrica - solugao geral

A integragao directa da equacao 3.3 nao apresenta, como vimos, dificuldades. No entanto,
sera conveniente relembrar, desde ja, a forma mais geral de obter a solucao de um sistema
de equagoes diferenciais.

Pense-se entao na solugao geral w(z,y) como a que resulta da sobreposigao de duas outras
solugoes de mais facil determinagcao:

w(z,y) = we(z,y) + wp(z,y)
onde w, é a solucdo complementar e w,(z,y) uma solucao particular.

~ . . ~ . . 4
A solugao particular w, apenas tem que satisfazer a equacao diferencial flTﬁ’ = % a0
passo que a solucao complementar w, deve ser construida de forma tal que satisfaca, por
sz s ~ . dw .
si 86, a parEe homogénea da equacao (o que correspoqd? a satlsfazer‘ o4 = 0) e permita
que a solugao geral w, + w, satisfaca também as condicoes de fronteira.

Como exemplo de aplicacao desta técnica considere-se a laje rectangular longa apresentada
na Figura 3.6 e cujas condicoes de fronteira sao:

dw
=0 — 0 7 |z=0 = .
We=o T la=0 =0 (3.8)
d*w
Wp—q =0 T3 lo=a =0 (3.9)
A solucao da equacao homogénea é imediata:
we(w,y) = C1a° + Cha® + Csz + Cy (3.10)

onde C; sao constantes a serem determinadas apds satisfacao das condicoes de fronteira.
Notar que, nesta situagao, a carga aplicada transversalmente a laje é nula. As componen-
tes do tensor dos momentos sao:
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y"

Figura 3.6: Laje rectangular longa encastrada num dos bordos maiores e apoiada no bordo

oposto.

Figura 3.7: Deformada e distribuicao de momento m,, correspondente a solugao comple-
mentar genérica, ou seja, em funcao das constantes C; a Cy.

myy(l‘, y) = mex(xa y)

May(z,y) = 0

A variacao linear de m,, segundo = s6 podera querer dizer que o carregamento é cons-
tituido exclusivamente por momento m,, aplicado nos bordos. Representa-se na Fi-
gura 3.7 a deformada e a distribuicao do momento flector.

Para solugao particular podemos tomar a equacao 3.4 anteriormente obtida. Representa-
se na Figura 3.8 a deformada e a distribuicao do momento flector.

A solugao geral corresponde a sobreposicao das solugoes particular e complementar,

4 3 3
— O 4+ Cpr? 4+ O + Oy + 2 2 4% 311
w(z,y) 127 + Cox” + C3x + 4+D<24 19 + 24)7 ( )
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Figura 3.8: Deformada e distribuicao de momento m,, correspondente a solugao particular

exigindo-se agora a satisfacao das condigoes de fronteira 3.8 o que resulta em:

3 CL2 LL’2
+

24 48 16

p z*  Bax

wiz,y) = 5

) (3.12)

com as constantes C; a tomarem os valores:

pa

C, = ——

! D48

3pa’®

G2 = D48

3

pa

Cy = —2

3 D24
Cy = 0

Substituindo agora as constantes na equacao 3.10 e no respectivo momento m,, obtém-se:

__pa_y 3pa’ ,  pa®
we(t,y) = 5™ T Dg® ~ paa”
pa  pa’

Mae(T,y) = gx—?

sendo estas expressoes também representadas na Figura 3.9

Na Figura 3.10, representam-se a solugao geral e as suas componentes, particular e com-
plementar.

Desta forma julga-se ter sido posto em evidéncia que a resolucao de problemas de andlise
de estruturas pelo método das forcas nao é mais que a resolugao de equacgoes diferenciais
pela sobreposicao de solucoes particular e complementar.
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Figura 3.9: Deformada e distribuicao de momento m,, correspondente a solugao comple-
mentar

Figura 3.10: Sobreposi¢ao das solugoes particular e complementar.
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ev]

y

Figura 3.11: Lajes a funcionar predominantemente numa direcgao.

3.2.2 Lajes rectangulares apoiadas em todo o contorno - apro-
ximacgao a flexao cilindrica

Para outras lajes rectangulares longas sujeitas a outros tipos de condigoes de fronteira
podera ser ainda possivel falar-se em flexao cilindrica, pelo menos em parte da laje, e
analisar apenas o que se passa ao nivel do menor vao. E isto que, na realidade, se faz em
termos de dimensionamento de lajes rectangulares de betao armado. Nestas lajes é usual
admitir-se que a flexao se da (ou seja, a laje funciona) predominantemente numa direcgao
sempre que o vao maior é superior (ou igual) a duas vezes o vao menor. Em consequéncia
a laje é armada numa s6 direccao sendo também disposta armadura na direcgao do maior
vao mas apenas numa proporc¢ao proxima a do coeficiente de Poisson tal como se viu na
equacao 3.7.

3.3 Flexao simétrica de lajes circulares

O comportamento de lajes circulares finas, em particular aquelas que sao carregadas de
forma simétrica em relacao ao centro, é, depois das lajes em flexao cilindrica, o mais
simples de descrever. Na realidade, havendo flexao simétrica ha dependéncia apenas da
distancia ao centro da laje sendo os deslocamentos iguais para todos os pontos da laje
equidistantes do centro.

Para lajes deste tipo é conveniente utilizar a representacao em coordenadas polares tal com
descrito no Apéndice A. No caso de flexao simétrica a equacao de Lagrange simplifica-se
e pode ser escrita, em coordenadas polares, na forma:

Z? 1d ? 1d p(r)
<W *;a) - (d— *m) w="p (3:13)
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o que se pode também escrever como:

1d d|1d d p(r)

——r— |- | r— =—" 3.14

rdr {Td'r l'rdr (Tdrﬂ} D ( )
forma esta que torna claro o processo de integracao que permite conduzir a solucao da

equacao diferencial ja que basta ir integrando sucessivamente.

Para lajes circulares uniformemente carregadas o processo torna-se ainda mais simples se
se tiver em conta que a resultante do esforco transverso a distancia r do centro da laje
deve equilibrar a resultante da carga na area envolvida, ou seja:

2mrQ, = 7rip (3.15)

d|1d d pr
ar [;% (d_ﬂ =90 (3.16)

Integrando sucessivamente obtém-se, ver [4], para uma laje circular de raio a uniforme-
mente carregada:

e que, ver equacao A.7:

4 2
pr Cyr r
w=os 1 + O oga+Cg (3.17)

A determinagao das constantes C; é feita, para lajes especificas, impondo as condigoes de
fronteira apropriadas.

Seja, por exemplo, o caso de uma laje circular encastrada. As condigoes de bordo encas-
trado correspondem a anular o deslocamento transversal e a rotacao em todos os pontos
do bordo, ou seja, a distancia a da origem. Resta apenas uma constante cuja indeter-
minacao pode ser levantada notando que a rotagao é também nula no centro da laje ja
que a laje se encontra em flexao simétrica.

Assim, a solucao para esta laje é:

p

_ P 2 2
w = 64D(a %) (3.18)

Os esforcos e demais grandezas de interesse sao facilmente obtidos recorrendo as expressoes
apropriadas que constam do Apéndice A.

Um outro caso que nao apresenta dificuldades de maior é o da laje circular simplesmente
apoiada a qual se obtém da solugao para a laje encastrada sobrepondo-lhe a accao de
momentos uniformemente distribuidos a actuar no bordo com intensidade igual e de sinal
oposto aos momentos no bordo encastrado. Esta mesma técnica da sobreposicao é usada
para encontrar a solugao para lajes circulares com uma abertura circular concéntrica sujei-
tas a carga uniforme, a momento flector ou a esforgo transverso uniformemente distribuido
no bordo da abertura.
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Figura 3.12: Representacao da deformada de uma laje.

3.4 Analise de lajes finas - caso geral

A andlise de lajes que nao se possam considerar longas (ou de lajes que nao apresen-
tem sequer forma rectangular) requer a consideragao da flexdo em ambas as direcgoes,
ver Figura 3.12. Havendo flexao em ambas as direcgdes, ha também curvaturas com
momentos a desenvolverem-se necessariamente em ambas as direcgoes. Cada um dos mo-
mentos depende, principalmente mas nao s6, da curvatura na direccao correspondente.
Porque existe compatibilidade dos deslocamentos transversais (w(x,y) é tnico para um
determinado ponto) as curvaturas sdo necessariamente maiores para o menor dos vaos.
Observa-se assim que os momentos segundo o menor vao sao superiores aos do vao maior
para iguais condigoes de fronteira em todos os bordos de uma laje rectangular. Claro que
para diferentes condigdes de fronteira ja isso nao tem, forgosamente, de se verificar (basta
pensar no caso de uma laje apoiada nos vaos menores e livre nos maiores).

3.4.1 Solucgao analitica

Na seccao 3.2.1 vimos que a solucao analitica da equacao de Lagrange passa normalmente
(a menos dos casos simples em que isso pode ser evitado) por encontrar a combinagao de
duas solugoes, as solucoes complementar e particular, que, conjuntamente, devem verificar
as condicoes de fronteira do problema. A solucdo complementar, recorda-se, é solucao da
equacao homogénea e a solucao particular, por si s6, nao tem que verificar as condig¢oes
de fronteira do problema.

Para uma laje geral, havendo flexao em ambas as direcgoes, os varias grandezas, ci-
nematicas e estdticas, envolvidas na solucao do problema variam em ambas as direcgoes
e deverao verificar a equacao de Lagrange, tal como formulada no capitulo anterior, con-
juntamente com a satisfacao das condicoes de fronteira:

Fuwle,y) 0wy  Owlry)

q
Ox? 0x20y? oy* D’

(3.19)
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A busca do campo de deslocamento transversal w(x,y) corresponde, entdo, a encontrar
uma solucao particular w, e uma solucao complementar w, que, sobrepostas, satisfacam
todos os requisitos.

Laje rectangular simplesmente apoiada sujeita a carga sinusoidal

Este é um caso simples para o qual ha uma solucao analitica também simples. Para
ajudar a compreensao das varias grandezas envolvidas num qualquer problema de lajes
finas sera feita, com base na solucao analitica, a determinacao e representacao grafica nas
péaginas seguintes de todas elas bem com a demonstracao de que a solugao é compativel
e equilibrada, ou seja, é exacta.

Considere-se uma laje rectangular de dimensoes a, b sujeita a carga sinusoidal

7= q ”—”"”—;’ (z,y) € [0,d][0, 1], (3.20)

em que ¢p € a intensidade da carga no ponto médio da laje.

A solucao da equacao de Lagrange sujeita as condigoes de fronteira de bordo simplesmente

apoiado é:
w = Kl 5 sin 2 sin 2. (3.21)
4D (a% + b%) a b

E relativamente facil obter os campos de esforcos correspondentes a esta solugao bastando
para isso recorrer as expressoes apropriadas.

Particularizando para uma laje quadrada de lado 4m sujeita a uma carga sinusoidal com
intensidade méxima gy = 1kN/m? e resultante R, = 64/72, representada na Figura 3.13, e
admitindo que a rigidez de flexao é unitaria (com v = 0.15) obtém-se o campo de desloca-
mentos transversais representado na Figura 3.14. Nesta Figura optou-se por representar
—w(z,y) para que a deformada surgisse com a concavidade para baizo; o programa utili-
zado na elaboragao dos graficos usa um referencial directo com o eixo z para cima o que
é contrario a convencao normalmente utilizada na anélise de lajes.

De notar que, pelo facto da equacao 3.21 ser uma solucao exacta para a laje e carrega-
mento em andlise, existe satisfacao plena das condicoes de fronteira. Na Figura 3.14 pode

s

observar-se que o deslocamento transversal, na forma w(x,y) = ksin Z¥ sin 5¥, ¢ sempre
nulo nos bordos da laje (w(z,y) = 0 paraxz =0, x = a, y = 0 e y = b) verificando-se

assim uma das duas condigoes de fronteira,

Os campos de rotagoes encontram-se representados na Figura 3.15 e os campos de curva-
turas de flexao e de torcao respectivamente nas Figuras 3.16 e Figura 3.17. Notar que as
rotacgoes tangentes aos bordos sao nulas mas nao as rotagoes normais. Por exemplo para
o bordo = = 4, logo, paralelo ao eixo y, a rotacao normal é a que se desenvolve segundo o
eixo y sendo essa rotagao designada por 6,, ver Figura 3.12. A rotacao tangente, ou seja,
segundo o eixo x, é nula nesse bordo.
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Figura 3.15: Campo de rotacoes.
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Figura 3.17: Campo de curvaturas de torcao.

Os campos de momentos flectores e de momento torsor representam-se nas Figuras 3.18 e
3.19, respectivamente. Na Figura 3.18 é possivel verificar a satisfacao da segunda condicao
de fronteira, ou seja, o momento flector normal, devido as tensdes normais, é nulo nos
bordos da laje.

Constata-se que a equacao 3.21 representa a solugao exacta da laje estudada uma vez que
tanto a equacao diferencial como todas as condicoes de fronteira sao verificadas.

Nao é dificil verificar o equilibrio global em termos de forgas verticais bastando para isso
calcular a resultante dos esforcos transversos no bordo e comparar com a resultante das
cargas aplicadas R, = 64/7% como se viu atrés.

Assim e sabendo que o campo de esforcos transversos, Figura 3.20, é dado por:

2 T . MY
Uy = — COS——sin—
T 4 4"’
2 Ty . 7T
Uy = —COS—sin—,

T 4 4
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Figura 3.18: Campo de momentos flectores.

Figura 3.19: Campo de momentos torsores.
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a integragao destes ao longo dos bordos tem como resultante o valor 4 x 16/72 ou seja o
mesmo que a resultante das cargas aplicadas.

Figura 3.20: Campo de esforgos transversos.

Sempre que exista variacao dos momentos torsores nos bordos, e tendo em conta a equi-
valéncia estatica entre o momento torsor e forcas de corte, as reacgoes de apoio nos bordos
da laje sao representadas pelos esforgos transversos efectivos:

3—v T . MY
Ty = cos — sin —,
T 4 4
3—v Ty . T
T, = cos —= sin —
v s 4 47

também representados na Figura 3.21.

A resultante destes esfor¢os ao longo dos bordos tem o valor 4 x 8(3 —v)/7? ou seja difere
da resultante das cargas aplicadas.

Para que se verifique o equilibrio global na direc¢ao vertical devem também ser adicionadas
as reacgoes de canto. Assim, ao valor 4 x 8(3—v) /7% da resultante dos esforgos transversos
efectivos deve ser adicionada a resultante das reaccoes de canto a qual toma o valor
4 x 8(1 — v)/m? verificando-se o equilibrio global na direc¢ao vertical.

3.4.2 Solucgoes em forma de série

Para diversas situacoes nao é possivel encontrar solucoes analiticas em forma fechada
apenas existindo solucao sob a forma de séries infinitas. Incluem-se nestas as solugoes de
Navier e de Lévy que veremos de seguida.
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0.8 0.8
0.6 0.6
0.4 0.4
0.2 0.2
Tz Ty
1 2 3 4 1 2 3 4

Figura 3.21: Esforcos transversos efectivos nos bordos x = 0 e y = 0, respectivamente.

Laje rectangular simplesmente apoiada - solugao de Navier

Normalmente as cargas a actuar sobre as lajes nao sao, como no exemplo anterior, sinu-
soidais.

E, no entanto, possivel descrever qualquer funcdo (leia-se qualquer carregamento) por
meio de uma série dupla de Fourier.

Recorrendo a essa representacao, Navier sugeriu que se tomasse como solucao geral da
equacao de Lagrange (para o caso da laje rectangular simplesmente apoiada) a sobre-
posicao das solugoes para infinitos carregamentos, cada um da forma duplamente sinusoi-
dal como a do exemplo anterior.

Assim, para uma carga genérica ¢ = f(x,y) Navier propos a seguinte solugao,

_L > 0 Amn, . mmxr | nTy
w—““D;h;(m_j 2_3)25“1 g SmT (3.22)

com a carga genérica a ser representada por

f@,y) =YD amysin m;m: sin % (3.23)

m=1n=1

Para o caso de carga uniformemente distribuida de intensidade ¢y , toma-se a,,, =
16qo/7*mn para m e n inteiros {mpares.

Apesar da solucao de Navier s6 poder ser aplicada, directamente, a lajes rectangulares
com todos os bordos simplesmente apoiados pode ser, de uma forma indirecta, usada para
a analise de outros tipos de lajes rectangulares uma vez que se tome esta solugao como a
solucao particular. Existem ainda solugoes para muitos outros carregamentos, tais como:
carga linear numa direccao e uniforme na outra, carga de faca constante ou nao, carga
concentrada, etc.
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Laje rectangular simplesmente apoiada uniformemente carregada - solugao de
Lévy

Esta solugao é um pouco mais simples que a anterior ja que tira partido da regularidade do
comportamento numa das direc¢bes o que permite separar as varidveis (separar o efeito
numa direccao do efeito na outra direc¢ao) e usar uma expansao em série simples em
oposicao a dupla série da solucao de Navier.

E um método mais geral que o de Navier ja que nao se restringe ao caso de todos os bordos
terem que ser simplesmente apoiados. Neste método basta que dois bordos paralelos sejam
simplesmente apoiados podendo os outros ter outras condicoes de apoio. Se, por exemplo,
os vaos segundo y forem simplesmente apoiados pode admitir-se que:

mmnx
)

w= Y Y,sin (3.24)
m=1

a

com Y,, adepender de y apenas. Nas expressoes seguintes considera-se (z,y) € [0, a][—b/2,b/2].

A solucao de Lévy para uma laje rectangular simplesmente apoiada é:

4 oo
w = %(zd‘ — 2a13 + agx) + % mZZI (Am cosh % + B,, m;ry sinh m;ry) sin m;r:p’
(3.25)
em que
4 2(ayy, tanh oy, + 2)
"o mmdcosh o,
2
Bn = ————7F—,
75mb cosh o,
mmb
&y = )
2a

para m inteiro impar.

Comentario as solugoes em série

Os métodos de Navier e de Lévy e as suas variantes nao sao de tao facil utilizagao quanto
parecem. Em primeiro lugar porque sé ha solugoes para os casos mais simples (também é
verdade que s@o esses os casos de maior interesse em estruturas correntes) e depois porque
mesmo casos simples podem nao apresentar a convergéncia tao rapida quanto se espera.

Nos casos mais simples nao ha duvida que dois ou trés termos da série sao suficientes para
obter uma razoavel aproximacao para o deslocamento transversal maximo, por exemplo.
No entanto, se se tentar obter o momento flector ja provavelmente esses trés termos nao
sao suficientes e seis ou sete terao de ser usados. Se os esforcos transversos também
forem necessarios provavelmente outros trés ou quatro termos terao de ser considerados.
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E isto para o caso mais simples da laje rectangular simplesmente apoiada sujeita a carga
uniformemente distribuida.

Fernandes [8] refere que, para se obterem resultados com precisdo a sexta casa decimal
(o que é um exagero evidente em termos préticos mas ja nao tanto assim quando se
tenta validar uma nova técnica numérica como foi o caso do trabalho citado), podem ser
necessarios centenas ou mesmo milhares de termos das séries.

3.4.3 Solucoes em forma de tabela

Para obviar as dificuldades referidas acima em relagao as solugoes em forma de série
recorre-se a tabelas, ver [1], em que os termos das séries ja estao devidamente calculados.

Considerem-se as expressoes apropriadas para os momentos flectores obtidos com base no
campo de deslocamentos da laje, nomeadamente:

o0

Mz |y=0 = w — ga’m® m? (2vB,, — (1 — v)A,,) sin m;r:p’
m=1,3,

myy|y:0 — VW — qa27r2 Z m? (ZBm + (1 — V)Am) sin m;r:c
m=1,3

Nao é dificil verificar que se podem tabelar os coeficientes destas séries numa forma
conveniente, por exemplo em funcao de ga®. A partir daqui é muito simples a obtencao
dos momentos bastando para isso fazer, por exemplo para o momento segundo x:

Myy ‘ y=0,2=a/2 — ﬁqag )

com o coeficiente § a ser lido de uma tabela.

Sensibilidade dos resultados a variacao do coeficiente de Poisson

Para lajes de igual geometria, condicoes de fronteira e médulo de elasticidade, a influéncia
do coeficiente de Poisson sobre os resultados pode ser significativa no que diz respeito aos
valores dos esforcos ja nao o sendo em relacao aos deslocamentos transversais.

Estes sao inversamente proporcionais a rigidez de flexao da laje D. Se calcularmos esta
para v = 0.15 e v = 0.0 obtém-se, respectivamente, D,_q 15 = 0.085Eh?> ¢ D,_gg =
0.083Eh3. A diferenca, menos de 3% no que diz respeito aos deslocamentos, é pequena.
Sendo a rigidez de flexdo menor para v menor, sao os momentos menores também ao
passo que os deslocamentos sao maiores. Os esforcos transversos efectivos sao também
afectados, mas em menor grau, nao o sendo em absoluto no caso de bordos encastrados.

Mais em particular pode provar-se, ver Timoshenko [4], que para lajes cujos bordos sao
simplesmente apoiados (e rectos) ou encastrados (mesmo que curvos) a quantidade Dw é
independente de qualquer das constantes elasticas, E e v.
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Figura 3.22: Laje rectangular simplesmente apoiada.

Em lajes cujos bordos sao do tipo acima referido é possivel encontrar expressoes que
permitem obter os esforcos para um dado coeficiente de Poisson v/ uma vez conhecidos
os esforcos para outro coeficiente de Poisson v:

ml, = T (1 — v )mg, + (V' = v)my,] (3.26)
m, = : —1y2 (1= v Ymy, + (V' — )My, (3.27)

A existéncia destas expressoes justifica que em [1], por exemplo, se encontrem diversas
tabelas obtidas para a situacao de coeficiente de Poisson nulo.

3.5 Solucoes nao exactas

A obtencao de solugoes exactas para o problema da flexao de lajes finas é, na maioria dos
casos, bastante dificil sendo mesmo impossivel. A utilizacao de técnicas numéricas (como
o método dos elementos finitos ou o das diferengas finitas) constitui a ferramenta que
permite obter solu¢oes aproximadas (na pratica, com o nivel de qualidade que se deseje)
para a generalidade das lajes. Estas técnicas, que atingem ja um grau de sofisticagao
elevado, serao objecto de atencao mais adiante.

Mesmo sem o recurso a essas técnicas numéricas € possivel, também, obter solucoes apro-
ximadas com interesse pratico e de uma forma muito mais ”ligeira”.

Considere-se, por exemplo, a laje rectangular representada na Figura 3.22 e sujeita a carga
uniformemente distribuida de intensidade p.

Apesar desta laje se poder considerar longa (ja que a sua maior dimensao é o dobro da
menor) e ser, em principio, dimensionada como funcionando numa direc¢do apenas em
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termos praticos, é ébvio que a solucao exacta inclui flexao em ambas as direc¢oes pois
todos os bordos estao apoiados.

Contudo, é possivel aceitar o erro subjacente a consideragao da hipotese de flexao cilindrica
e tomar como razoavel (para determinados fins) uma aproximagao em que a laje sé fun-
cione numa direcgao.

Neste caso, para £ = 1, a = 1, h = a/10, v = 0.3, p = 1, tem-se, recuperando os
resultados obtidos na seccao 3.2:

1 2t 28 2
wizy) = 55135+ (3.29)
2
Xz T
M (T,y) = 5 9 (3.30)
Myy(2,y) = vmg(z,y) (3.31)
May(z,y) = 0 (3.32)

Para se aferir o grau de aproximacao desta solucao face aos resultados exactos foi feito
o célculo dos valores maximos (ou seja, exactamente no centro da laje) do deslocamento
transversal e componentes do tensor dos momentos, resultados esses representados, de
forma normalizada!, na Tabela 3.1. Para a obtencao dos valores exactos utilizou-se a
solucao de Navier com cerca de 20 termos.

w My Myy | May
sol. aprox | 0.0130 | 0.1250 | 0.0375 | 0.0
Navier 0.0101 | 0.1017 | 0.0464 | 0.0

Tabela 3.1: Resultados aproximado e exacto no centro da laje rectangular.

Como transparece dos resultados o grau de aproximacao é, para esta laje, aceitavel.

Faz-se notar, contudo, que esta solugao nao é equilibrada nem compativel (para mais por-
menores ver capitulo 2). Apenas na zona central da laje, para a qual condigbes proximas
de flexao cilindrica existem, tal solugao aproxima convenientemente a laje real.

A solucao aproximada nao é compativel porque, a partida, nao apresenta variacao em y
logo nao é possivel a existéncia de curvatura de flexao nessa direccao a qual tem de existir
uma vez que todos os bordos da laje sao simplesmente apoiados.

A solucao aproximada também nao é equilibrada. De facto, apesar da equacao de
equilibrio ser satisfeita, basta ver que nao é satisfeita a condicao de fronteira estatica
(myy = 0) nos bordos paralelos a z.

Concluindo, os resultados mostram que o facto da solucao para esta laje nao ser compativel
nem equilibrada nao é determinante. Sera que haveria algo a ganhar se a compatibilidade
ou o equilibrio fossem verificados?

!Consiste em multiplicar o deslocamento transversal por D/pa?, e os momentos por 1/pa?.
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Defina-se a mais simples das solucoes que podera pertencer a familia das solugoes com-
pativeis para esta laje:

wie,y) = 5 — 17y~ 2)° (3.33)

Verifique-se agora se a solucao é realmente compativel. Esta solugao para o campo de
deslocamento transversal é compativel porque, para além de ser continua e conduzir a
curvaturas de flexao possiveis, verifica as condig¢oes de fronteira do tipo cinemético w|,—g =
0, Wly=1 =0, wly—o =0 e w|y—y = 0.

Os esforcos correspondentes a esta solucao compativel sao, recorrendo as relagoes consti-
tutivas:

Maa(t,y) = —[2(y —2)* + v2(x = 1)7] (3.34)
myy(z,y) = —[2(z = 1)* +v2(y — 2)°] (3.35)
May(2,y) = —(1=v)d(z—1)(y —2) (3.36)

E evidente que esta solugao nao é equilibrada. Para comegar a equacao de equilibrio (ap6s
simplificagao) nao é verificada:

v —vd—21— V) A+ 140 (3.37)

E possivel encontrar uma solucao compativel do mesmo tipo da anterior mas que verifique
o equilibrio. Como? tendo em consideracao que se, por acaso, a carga fosse p = 2 ja a
equacao de equilibrio se verificaria. Entao, a resposta ébvia é escalar a solucao compativel
com esse valor o que resulta em:

wiz,y) = 5w — 17y — 27 (3.39)
M) = Iy =2 + vz~ 1) (339
my(e,y) = I~ 1+ vly — 27 (3.40)
Myl y) = —(1— )2~ 1)y ~2) (3.41)

As condigoes de fronteira do tipo estatico - myyl,—0 = 0,myyls=1 = 0, Myzly—0 = 0,
My |y—2 = 0 - contudo, nao sao satisfeitas. Consequentemente, os esforgos determinados
com esta solugao compativel nao tém utilidade.

Representam-se na Tabela 3.2 os resultados, normalizados, obtidos com esta solucao.

E claro que os resultados nao sao aceitaveis. Esta solucao compativel nao serve. Outras
solugoes compativeis podem ser testadas mas acabamos sempre por nao conseguir apro-
veita-las a menos que consigamos uma aproximagao razoavel das condicoes de fronteira
estaticas o que pode ser uma tarefa ingloria.
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w Mg My Mgy
sol. compativel | 0.1250 | -1.0750 | -0.5500 | -0.700
Navier 0.0101 | 0.1017 | 0.0464 0.0

Tabela 3.2: Resultados aproximado - solucao compativel mas nao equilibrada - e exacto
no centro da laje rectangular.

E se tentarmos com uma solucao equilibrada mas nao compativel?
Defina-se a mais simples das solugoes que podera pertencer a familia das solucoes equili-
bradas para esta laje:

IL‘2

| 8

Mea(t,y) = 5= (3.42)
Mmyy(z,y) = 0 (3.43)
May(z,y) = 0, (3.44)

solucao esta que corresponde a assumir que toda a carga se distribui apenas na direccao
do menor de vao e que apenas a componente m,, é envolvida. A equacao de equilibrio é
automaticamente satisfeita bem com as condigoes de fronteira estaticas.

As curvaturas correspondentes a estes esforcos sao

Xyy(2,y) = ﬁ B - %1 (3.46)
Xay(z,y) = 0, (3.47)

E também facilmente verificavel que estas curvaturas nao permitem que sejam satisfeitas
as condicoes de fronteira do tipo cinemdtico. Notar que para y = 0 ou y = 2, X,y ¢
diferente de zero o que faz com que a condicao nesse bordo nao possa ser satisfeita. Em
resumo, o campo de deslocamento transversal que pudesse vir a ser construido com base
nas curvaturas também nao teria sentido.

Representam-se na Tabela 3.3 os resultados, normalizados, obtidos com esta solucao.

w My Myy | May
sol. equilibrada - 0.1250 | 0.0 0.0
Navier 0.0101 | 0.1017 | 0.0464 | 0.0

Tabela 3.3: Resultados aproximado - solucao equilibrada mas nao compativel - e exacto
no centro da laje rectangular.

Esta solucao equilibrada nao permite obter estimativas razoaveis para o deslocamento
transversal mas ja permite a obtencao de resultados razoaveis para os esforgos.
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Figura 3.23: Lajes continuas.

Seria, no entanto, tao dificil conseguir aproximar razoavelmente a compatibilidade para
uma solucao inicial equilibrada como o é conseguir aproximar razoavelmente o equilibrio
para uma solucao inicial compativel e essa ja vimos nao ser nada facil.

Este exercicio mostra que nao é de todo irrelevante qual a condigao (equilibrio ou com-
patibilidade) que se quer ver verificada por determinada solugdo aproximada. Em geral,
e para efeitos de dimensionamento de lajes, é mais 1til e facil proceder a definicao de
solugoes estaticamente admissiveis ao invés de tentar definir solugoes cinematicamente
admissiveis.

3.6 Analise de lajes vigadas continuas

Até aqui so se referiu o caso de um painel de laje isolado. Quando, como é corrente em
edificios, as lajes sao continuas, ou seja, existem bordos que servem de interface entre
painéis adjacentes de laje, é necessario, nomeadamente, compatibilizar os momentos e o
esforco transverso de um painel para outro.

Se a laje continua for analisada por meio de programas de calculo automatico de grelhas ou
com elementos finitos nao ha nenhuma dificuldade extra em relacao a andlise de painéis
isolados. Apenas aumenta a dimensao do problema, ou seja, o nimero de barras ou
elementos a considerar.

E possivel analisar lajes continuas com base nas tabelas de lajes isoladas. Na realidade,
este é o procedimento normalmente seguido em estruturas correntes em que se faz uma
andlise em separado de cada painel de laje, considerando-se o bordo interface como en-
castrado, equilibrando-se os esforcos a posteriori.

O equilibrio é feito considerando-se que, nesse bordo, o momento instalado é a média
dos momentos de um e outro painel (desde que o valor médio seja igual ou superior a
uma determinada percentagem do maior dos momentos, por exemplo 80%). Claro que se
um dos painéis estiver em consola o momento na interface é precisamente o momento do
painel em consola, como ¢é natural.

Alterar o valor do momento num determinado bordo obriga a alteracao dos restantes
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Figura 3.24: Laje continua com dois tramos.

momentos em particular a meio vao. Considere-se o caso em que a média dos momentos
na interface é inferior ao momento inicialmente ai calculado para um determinado painel.

Em termos de momentos a meio vao, e para que se continue a estar do lado da seguranca,
o que se faz é adicionar ao momento de meio vao (admitindo, como é usual, que este
momento seja positivo) metade da diferenga entre a média dos momentos (normalmente
negativos) na interface e o momento na interface do painel que se estd a considerar.

Com este procedimento garante-se, de certa forma, a satisfacdo do equilibrio (no bordo) e
da seguranca. Se, por acaso, a média dos momentos na interface é superior ao momento
inicialmente ai calculado para um determinado painel entao é usual nao tirar partido disso
na diminuicao do momento a meio vao deixando-o como esta.

3.6.1 Resolucao analitica de lajes continuas

A resolugao analitica, rigorosa, de alguns tipos de lajes continuas é possivel com base nas
técnicas anteriormente descritas.

Considere-se, em particular,o caso de uma laje rectangular suportada em viga em todos
os bordos e ainda numa viga interior tal como representado na Figura 3.24.

Admitindo que a laje pode rodar livremente em torno da viga de interface, a solugao pode
ser obtida recorrendo ao método das forcas, ou seja, admitindo em primeiro lugar que os
painéis estao isolados, o que origina uma rotagao relativa de cada lado da interface, e
compatibilizando essa rotacao com base na solucao de laje simplesmente apoiada sujeita
a momento distribuido no bordo (respectivamente, solugdes particular e complementar).

A solucao complementar, correspondente a ac¢ao de momento distribuido (simétrico ou
anti-simétrico sendo, por isso, possivel representar qualquer tipo de momento distribuido
nos bordos) varidvel nos bordos de coordenada y constante, é dada em Timoshenko [4] na
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forma: -
w= > Y,sin mmc’ (3.48)
m=1 a
com as funcgoes Y,, a tomar a forma:
Y, = Apcosh —2 + g,y o, MYy Yy p Y g BT (3.49)
a a a a a a

em que as constantes sdo determinadas a partir das condigoes de fronteira estaticas (fa-
zendo a decomposi¢do simétrico/anti-simétrico) as quais representam o carregamento e
sao do tipo:

mmx

. (3.50)

f(z) = i E,, sin

com os termos F,, a serem determinados de forma andloga a representacao de cargas
uniformes nos métodos de Navier e de Lévy.

Convenhamos que esta forma, rigorosa, de resolucao de lajes continuas vigadas nao é das
mais faceis e, dai, ser mais utilizada a técnica aproximada de redistribuicao dos momentos
vista atras.

3.7 Lajes apoiadas em pilares - lajes fungiformes

A andlise de lajes predominantemente apoiadas em pilares apresenta algumas carac-
teristicas especiais mas nao deixa de ser calculada por métodos semelhantes aos usados
para lajes vigadas.

Timoshenko [4] sugere, como passo intermédio, a utilizacdo da solu¢do para laje rectan-
gular suportada por vigas flexiveis. Apds essa solucao ter sido obtida (o que nao é facil)
é relativamente simples encontrar o limite para o caso de rigidez de flexao das vigas nula.

Existem solugoes um pouco mais simples para o caso de laje suposta infinita apoiada
numa grelha uniforme de pilares.

Em qualquer caso o que faz sentido dizer no ambito destes apontamentos é que nao
¢é tarefa facil resolver, por métodos analiticos, lajes apoiadas em pilares. O recurso a
tabelas (que sdo relativamente escassas), a métodos simplificados baseados no teorema
estatico da analise plastica ou a técnicas numéricas ¢, em geral, indispensavel.

Nao se pode, no entanto, dizer que a utilizacao de técnicas numéricas, como a dos elemen-
tos finitos, na andlise de problemas deste tipo nos isenta de qualquer problema. De facto,
como se verda mais adiante, a modelacao de efeitos muito localizados, como os pilares ou
cargas concentradas, nao é uma das caracteristicas melhores do método dos elementos fini-
tos e os resultados a que somos conduzidos vao depender bastante do grau de refinamento
considerado.



Apeéendice A
Lajes finas em coordenadas polares

(Extraido de Fernandes [8]) Considere-se um sistema de coordenadas polares (r, ) cen-
trado no ponto O. A relagao entre coordenadas polares e cartesianas é dada pelas
equacoes:

Y3

f = arctan %

A matriz jacobiana da transformacao, J, é:

% g_; cos 0 sind
J=1 0 o |= | sinf cost |. (A.1)
ox Oy r r
A inclinacao na direccao x é dada por
ow Owdr OJwdld Ow 1 0w
— = ——+4+ —— = —cosf — ——sinb. A2
gr  oror  o0or or ' v M (A.2)
Para a direccao y tem-se
ow Ow 10w
T g i . A.
o o Sm9+'r’89 cos (A.3)

Utilizando sucessivamente os operadores diferenciais (A.2) e (A.3) as derivadas de ordem
superior podem ser obtidas. Substituindo estes resultados nas expressoes das componentes
do tensor dos momentos e as dos esforcos transversos obtém-se as expressoes dos momentos
flector e torsor e esforcos transversos, em coordenadas polares:

0*w 1 0w 1 9%*w
M. = —D la_w+i82_w aQ_w (A 5)
o= ror 12002 V8T2 '
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1 0%w 10w
Mo = Mp=-{1-0)D (iﬁ‘ﬁ@)

0
= —-D-V?
Q- arv w,
Q@ = —D;%V w,

onde V2 é o operador harménico em coordenadas polares, dado por

P 10 1

2 [ —_ [ —
Vi= or? +T8T +T2802'

A equacao diferencial governativa do problema é, recorde-se,
P
Viw =%
D Y

onde V* = V% (V?) é o operador biharménico.

(A.6)

(A7)

(A.8)

(A.10)

Ao longo de um bordo de normal exterior 77, para a rotacao normal, momentos flector e

torsor normais e esfor¢o transverso normal tem-se, respectivamente,

ow Oow  sin ¢ Jw
= oS Qp— —

on or | r 06’
M, = M, cos? ¢+ My sin? ¢ 4+ 2M,.¢ sin ¢ cos @,

M, = M,g(cos® ¢ — sin® ) + (My — M,) sin ¢ cos ¢,
Qn = COs (b Qr + sin (b Q€7
onde ¢ = o — 6.

O esforco transverso efectivo normal, V,,, é dado por:

V — D 83—10 ia_w+182w 382w+i a3w ¢
"o ord  r2or  ror?2  r3002  r20ro? o8
+1 Pw +182w +i83w o+ (1—v) 1low
r\0r200 " roroo 2 o6 )" 2 or
+182w B 38210 N 1 OPw B OPw
ror2 390602  r20r002  Ord
< 2 Pw 1 Pw 2 Ow
+

) sin ¢ cos ¢

= - Eaidhed 2 o 2 o
r2 Orof + r Or2o0 + r3 80) <COS ¢ —sin gb)) (=sing)

(A.11)

(A.12)
(A.13)

(A.14)
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+ 1 8210 + ia?’—w _ agw 1 ¢ ¢
roro0 2 os  orzan ) PO
1ow 10w  Pw) /. , 9
<;5 t a—> (sin® ¢ — cos” )

(1 ow? 1 0%w

i 1 2 a2
rorf? 2 892> (COS ¢ —sin (b)

1 ow? 10w , cos ¢
+<Farae_r_2%>4cos¢sm¢> ; H

115



116 GRUPO DE ANALISE DE ESTRUTURAS



Bibliografia

[10]

Tablas para el cdlculo de placas y vigas pared, R. Bares, Editorial Gustavo Gili,
Barcelona, 1981;

Brebbia, C.A., Telles, J.C.F., Wrobel, L..C., Boundary Element Techniques, Springer-
Verlag, Berlin, (1984);

Teoria Elastica Linear de Placas e Lajes, J.A.C. Martins, IST, 1992;

Theory of Plates and Shells, S.P. Timoshenko e S. Woinowsky-Krieger, McGraw-
Hill, 1970;

Zienkiewicz, O.C., The Finite Element Method, McGraw-Hill, New York, (1971).

Betao Armado II - Vol. I, Grupo de Betao Armado e Pré-esforcado, Secgao de Folhas
da AEIST, 19809;

Vocabulério da Teoria das Estruturas, LNEC, Norma Portuguesa NP-761, 1969;

Carlos Tiago Fernandes, “Utlizacao e Desenvolvimento de uma Formulacao Indirecta
de Trefftz na Anélise de Lajes Finas”, dissertacao de mestrado em Engenharia de
Estruturas, Instituto Superior Técnico, 1998

Sulumine Raul, “Métodos de Analise Elastica de Lajes de Edificios”, dissertagao de
mestrado em Engenharia de Estruturas, Instituto Superior Técnico, 1998;

S. P. Timoshenko and J. N. Goodier, Theory of Elasticity, 3" edition, McGraw-Hill
International Book Company, Tokyo, 1982;

117



