Capitulo 2

Lajes de Kirchhoff - Formulacao do
problema

Neste capitulo sao apresentadas as grandezas - deslocamentos, deformagoes e esforcos -
em funcao das quais se descreve o comportamento dos elementos de laje.

Num sélido elastico tridimensional, esta descricao é efectuada com base na utilizacao da
Teoria da Elasticidade, determinando o vector dos deslocamentos e as componentes dos
tensores das deformagoes e das tensoes. Esta metodologia nao sé é bastante pesada de um
ponto de vista matematico, como os resultados que permite obter sao de dificil tratamento
por parte dos projectistas que pretendam dimensionar a estrutura analisada.

Desta forma, hé toda a conveniéncia em tirar partido do facto das lajes serem estruturas
laminares planas. Tendo em conta as particularidades do comportamento deste tipo de
elementos estruturais, que advém do facto da espessura ter uma dimensao muito menor
que o menor dos vaos da laje, é possivel exprimir o comportamento da laje em funcao de
grandezas definidas apenas sobre o seu plano médio.

Assim, surgem os deslocamentos no plano médio, as curvaturas (que substituem o tensor
das deformagoes) e os campos de esforgos (que substituem o tensor das tensoes). Para que
se possam definir estas grandezas, é necessario admitir como validas algumas hipoteses
sobre o comportamento destes elementos estruturais.

Estas hipdteses simplificativas s@o apresentadas e discutidas na primeira seccao deste
capitulo. Depois sao apresentadas com detalhe todas as grandezas cinematicas e estaticas
que intervem na caracterizagao do comportamento dos elementos de laje.

As equacgoes que permitem relacionar essas grandezas, as condigoes de compatibilidade,
equilibrio e elasticidade sao apresentadas de seguida. Conjugando estas trés condigoes
obtém-se a equacao diferencial que rege o comportamento da laje, a Equac¢ao de Lagrange.
Em simultaneo, sao discutidos os tipos de apoio que podem existir e as correspondentes
condicoes de fronteira que as grandezas devem satisfazer ao longo de cada um dos bordos
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12 GRUPO DE ANALISE DE ESTRUTURAS

da laje.

Uma vez apresentadas todas as grandezas e as equacoes fundamentais do problema,
discutem-se as diferencas entre solucoes exactas, solugoes compativeis e solugoes equi-
libradas. Tal como se vera no capitulo dedicado a Anadlise Plastica Limite de Lajes, a
obtencao de solucoes equilibradas é bastante importante, uma vez que a informacao re-
sultante esta do lado da seguranga. Os conceitos associados a determinagao de solugoes
compativeis serao recuperados quando se discutir a aplicacao do Método dos Elementos
Finitos na anélise de Lajes.

Este capitulo termina com a apresentacao de alguns exemplos de aplicacao e um conjunto
de problemas propostos.

2.1 Lajes de Kirchhoff - Hip6teses simplificativas

Apresentam-se neste capitulo as hipdteses simplificativas que conduzem a obtencao da
teoria de lajes finas. Algumas dessas hipdteses sao gerais, semelhantes as que sao admi-
tidas para outros tipos de elementos estruturais. Ha também hipdteses especificas, que
se relacionam directamente com a especificidade do comportamento das lajes e que serao
apresentadas e discutidas de forma mais detalhada.

Como hipéteses gerais, assume-se:

e Linearidade fisica
e Linearidade geométrica

e Homogeneidade e isotropia do material estrutural

A hipétese da linearidade fisica corresponde a assumir para o material um comportamento
elastico linear. Este facto simplifica as relagoes constitutivas, permitindo o estabelecimen-
to de uma relacao linear entre esforgos e deformagoes.

A linearidade geométrica inclui a hipotese dos pequenos deslocamentos e das pequenas
deformagoes. E a hipotese que permite que as condigoes de equilibrio possam ser estabe-
lecidas com base na configuracao indeformada da estrutura.

Quando se formula uma teoria para elementos de laje, é usual admitir que:

e Fibras rectas inicialmente perpendiculares ao plano médio da laje permanecem rec-
tas apds a deformacao do elemento estrutural,

e As fibras rectas normais ao plano médio da laje sao inextensiveis.
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Esta ultima hipdtese corresponde a assumir que se despreza a extensao axial segundo a
direccdo normal ao plano médio da laje (c..). Desta forma, todos os pontos pertencentes
a uma dada fibra vao apresentar o mesmo deslocamento transversal.

As hipoteses acima referidas sao comuns as teorias de Kirchhoff e de Reissner-Mindlin. Ha
portanto uma hipétese adicional que a teoria de Kirchhoff adopta e que estd intimamente
associada ao facto de se desprezar a deformacao por esforco transverso. Esta hipotese
pode ser enunciada da seguinte forma:

e As fibras rectas inicialmente perpendiculares ao plano médio da laje, permanecem
rectas apds a deformacao e perpendiculares ao plano médio.

Esta hipdtese encontra-se ilustrada na figura 2.1.

Figura 2.1: Tlustracao das hipéteses de Kirchhoff

Para terminar, convém referir que nada é dito sobre as tensoes normais segundo a direccao
z, 0,,. Uma vez que se consideram como nulas as extensoes segundo essa direc¢ao, a lei
de Hooke permite concluir que aquela componente do tensor das tensoes nao se podera
anular. No entanto, é razoavel admitir-se que os seus valores sejam pouco significativos
quando comparados com as restantes componentes desse tensor.

Para simplificar a apresentagao, considera-se que nao existe qualquer componente do
carregamento que actue no plano (zy). Como resultado desta restri¢ao, os pontos que se
situam sobre o plano médio da laje apenas podem apresentar deslocamentos transversais,
ou seja translaccoes com a direccao do eixo normal aquele plano.
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2.2 Definicao das grandezas estaticas e cinematicas

2.2.1 Definicao do campo de deslocamentos

A tarefa que se coloca neste instante consiste na determinacao de um conjunto de gran-
dezas, definidas apenas sobre o plano médio da laje, que permitam caracterizar de forma
unica o deslocamento de todos os pontos pertencentes ao sélido tridimensional em andlise.
Seja dado um ponto P da laje, de coordenadas (z,y, z). E necessério definir um conjunto
de grandezas tal que seja possivel obter a posicao final desse mesmo ponto depois da
estrutura se deformar.

rm randezas que procuram vem permitir T mponentes inde-
Desta forma, as grandezas que procuramos deve ermitir obter as componentes inde
pendentes do vector dos deslocamentos, u,(x,y, 2), uy(z,y, 2) € u.(x,y, 2).

———————— e i —

U, (x.y.z)

V4 W (xy)

@x (x.y)

Figura 2.2: Determinacao do campo de deslocamentos

Considere-se agora a deformada representada na figura 2.2. Trata-se de um corte efectuado
num troco infinitesimal do elemento de laje. Este corte representa o que se passa no plano
(x,z). Os pontos O e P estao contidos na mesma fibra perpendicular ao plano médio da
laje. O ponto O pertence a esse plano, pelo que nao possui qualquer translaccao segundo
a direccao x. Tendo em conta as hipéteses de Kirchhoff apresentadas na seccao anterior,
é possivel escrever:

ug(r,y,2) = 2z x0(x,y) (2.1)
uz(x,y,Z) = UJ(I,y)

A equacgao 2.2 tem um significado fisico imediato. Permite afirmar que todos os pontos
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pertencentes a mesma fibra vertical possuem o mesmo deslocamento transversal. Desta
forma, se se quiser determinar a translaccao segundo a direccao z de um ponto qualquer
do elemento de laje com coordenadas (x,y, z), basta apenas conhecer qual o deslocamento
transversal do ponto correspondente situado sobre o plano médio da laje, o qual tem por
coordenadas (z, ).

A equagao 2.1 permite caracterizar os deslocamentos segundo x em fungao de 0,(z,y),
que corresponde a rotagao que a fibra com coordenadas (x,y) apresenta no plano (z, z),
tal como se encontra representado na figura 2.2.

Considera-se como positivo para a rotagao o sentido indicado nessa figura, pois pretende-
se que pontos com coordenada z positiva apresentem deslocamentos positivos segundo
x.

E fécil adaptar o contetido da figura 2.2 para ter em conta o que se passa no plano (y, z).
Um raciocinio em tudo analogo ao que foi apresentado permite escrever:

uy(x,y,2) = 2 X 0y(x,y) (2.3)

As equacgoOes anteriores permitem verificar que o campo de deslocamentos de um ponto
qualquer pertencente ao elemento de laje pode ser definido de forma tnica se se conhece-
rem as trés grandezas w(x,y), 0,(z,y) e 6,(x,y), definidas sobre o plano médio da laje,
(x,y). Estes deslocamentos generalizados encontram-se representados na figura 2.3. E
importante salientar que na convencao utilizada, a rotacao 6, nao corresponde a rotacao
em torno do eixo x. Trata-se isso sim da rotagao definida no plano (z, z), ou, se se preferir,
de uma rotacao em torno do eixo y. O mesmo comentario se pode aplicar em relacao a
rotagao 0,.

Gy(X’Y)/,/ L W (X,y)

0,(xy)

/

y

Figura 2.3: Campos de deslocamentos numa laje de Kirchhoff

Serao estas trés grandezas independentes? Ou serd que, a semelhanca do que acontece
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nos elementos de viga existe alguma relacao entre os campos de rotagoes e o campo de
deslocamentos transversais?

A resposta a esta pergunta é imediata se se tiver em consideracao que no caso das lajes
de Kirchhoff se despreza a deformagao por esforgo transverso. Desta forma impoe-se que
as componentes ;. € 7. do tensor das deformacoes se deverao anular.

~ Ou,  Ou, ow(z,y)
~ Ou,  Ou, ow(z,y)
Vyz = 5 + oy O, (x,y) + 7(% ) (2.5)

Quando se despreza a deformabilidade por corte, as expressoes anteriores permitem obter
de imediato:

Oy(z,y) = —%ﬁ’y) (2.7)

Verifica-se entao que os campos 0,(x,y) e 6,(z,y) nao sdo independentes do campo de des-
locamentos transversais, w(z,y). Este é por consequéncia o tinico campo de deslocamentos
a determinar para se poder caracterizar de forma completa os campos de deslocamentos
numa laje fina.

A relagao entre o campo de rotagoes 6, e o campo de deslocamentos transversais w também
pode ser obtida utilizando-se um raciocinio mais intuitivo. Para tal, considere-se de novo a
figura 2.1. Geometricamente, é posivel verificar que o valor absoluto da rotacao 6, é igual
ao valor da derivada do campo de deslocamentos transversais, dw/dz. Esta igualdade
decorre directamente do facto de se ter considerado que as fibras permanecem perpendi-
culares ao plano médio, mesmo apods a deformacao do elemento estrutural. Observando de
novo a figura em andlise, verifica-se que a rotacao é positiva (de acordo com a convencao
adoptada), mas o valor dos deslocamentos transversais estd a diminuir, pelo que a sua
derivada assume valores negativos. Este facto justifica o sinal negativo que existe nas
definigoes 2.6 e 2.7.

2.2.2 Definicao do campo de deformacoes

O campo de deformacgoes generalizadas é obtido quando se substitui o tensor das de-
formacgoes por grandezas definidas sobre o plano médio da laje. As hipdteses admitidas
implicam que as deformacoes de corte, v, € 7., € as extensoes segundo a espessura, €.,
se anulam. As restantes deformacoes podem ser determinadas a partir das condicoes de
compatibilidade da elasticidade tridimensional:

Ou,(z,y, 2)

- (2.8)

Ee(X,y,2) =
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Ouy(x,y, 2)

eyylT,y,2) = ————= 2.9
yy( ) ay ( )
1 (Ouy(x,y,2) Ouy(z,y,z)

x y I = 3 2].
cleins) = g (2elez) Ol 210
Tendo em conta as definigoes (2.1) e (2.3), as extensoes axiais podem ser escritas na forma:

00,(x,y)

zz\Ly Y = - 2.11
E22(T, Y, 2) 2 X (2.11)
() = 2 x S 2.12)

Desta forma, é possivel determinar as extensoes axiais em todos os pontos da laje em
funcao apenas da taxa de variacao dos campos de rotacoes e da distancia da fibra ao
plano médio da laje.

O significado fisico da equacao (2.11) é claro. Indica que as fibras dispostas segundo a
direccao x sofrem uma extensao axial que é directamente proporcional a sua distancia ao
plano médio da laje. Tal como seria de esperar, as fibras situadas sobre esse plano (z = 0)
nao sofrem qualquer deformacao.

A constante de proporcionalidade referida acima é o parametro que se utiliza para carac-
terizar o estado de deformacao axial dessas fibras e costuma designar-se por curvatura de
flexdo ao longo de z, x.(z,y). A substituigdo de (2.6) em (2.11) permite obter

Xo(2,y) = —% (2.13)

A definigao (2.11) permite concluir que para que haja deformacao axial das fibras dispostas
segundo x é necessario que o campo de rotagoes 6,(z,y) varie ao longo de z. Caso
contrario, ou seja, quando o campo de deslocamentos transversais ao longo de x for
constante ou variar linearmente, a curvatura de flexao y, é nula. Neste caso, a laje
apresenta ao longo desta direccao apenas um deslocamento de corpo rigido, tal como se
encontra ilustrado na figura 2.4.

Para caracterizar a extensao axial das fibras dispostas segundo y, surge a necessidade
de se definir uma outra curvatura de flexdo. A substituicdo de (2.7) na igualdade (2.12)

conduz de imediato a: e (2.9)
w(z,y
Xy(7,y) = TTaE (2.14)

O significado fisico desta nova grandeza ¢ idéntico ao que foi discutido para a curvatura
de flexao ao longo de .

Se se pretender obter um campo de deslocamentos transversais que apresente um campo
de curvaturas x,(z,y) = 1.0 e x,(z,y) = 0.0, qual é a resposta mais simples? Tendo em
conta as definigoes (2.13) e (2.14), nao é complicado concluir que uma resposta possivel
sera:

1
UJ(.%',y) - _5 $2
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Figura 2.4: Deslocamento de corpo rigido

Este campo de deslocamentos encontra-se representado na figura 2.5.

Figura 2.5: Campos de deslocamentos com curvaturas de flexdo unitarias

Na figura 2.5 encontra-se também representado o campo de deslocamentos

1
w(z,y) =3 y?

ao qual esta associado o campo de curvaturas x,(z,y) = 0.0 e x,(z,y) = 1.0.

Para caracterizar de forma completa a deformagcao por flexao do elemento de laje sao entao
necessarias duas grandezas definidas sobre o plano médio da laje. Sao essas grandezas as
curvaturas de flexao de segundo x e y, x.(z,y) € xy(z,y), respectivamente.

Sera que estas grandezas sao suficientes para caracterizar de forma completa todos os
estados de deformacao possiveis em elementos de laje? A reposta negativa aparece por
intuicao, uma vez que as deformagoes generalizadas até aqui apresentadas apenas permi-
tem caracterizar as deformagcoes por flexao, nao conseguindo caracterizar as deformacgoes
quando a laje apresenta torcao.
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Um raciocinio um pouco mais rigoroso também permite chegar & mesma conclusao. Da
tarefa inicialmente enunciada, ainda falta verificar qual a grandeza que nos vai permitir
substituir as distor¢oes no plano da laje, e,,(z,y, z). Substituindo na equacao (2.10) as
equagoes (2.6) e (2.7), obtém-se de imediato

1
Eay(T,Y,2) = 5 X 2 X (099;;5,3/) + aeﬂéﬁ» y)) (2.15)
Surge desta forma a definigdo de curvatura de torgao, x.,(z,y),
1 (00u(2,y) | 90y(2,y)

Esta equacao permite verificar que existe deformacao por torcao num determinado ponto
da laje sempre que a rotacao ¢, varie ao longo de y e a rotacao 6, varie ao longo de z.

A curvatura de tor¢cao pode também ser expressa em funcao do campo de deslocamentos

transversais, w(x,y). Basta para tal substituir na equacdo anterior as definigoes (2.6) e
(2.7). Obtém-se

Pw(z,y)

zy\ L, = —7"a a8

(2.17)
A figura 2.6 mostra a deformada de uma laje caracterizada pela existéncia de uma cur-
vatura de torcao unitaria e na qual ambas as curvaturas de flexao se anulam. A equagao
do campo de deslocamentos transversais nessa deformada é dada por:

w(z,y) = -1y

Figura 2.6: Campo de deslocamentos com curvatura de tor¢ao unitaria

Por fim, convém salientar que as trés curvaturas definidas neste capitulo correspondem
as trés componentes independentes de um tensor simétrico de segunda ordem, que se
pode designar por tensor das curvaturas. Desta forma, as leis de transformacao tensorial
devem ser aplicadas sempre que se pretender caracterizar o estado de deformagao numa
laje referido a um outro sistema de eixos (T, 7).



20 GRUPO DE ANALISE DE ESTRUTURAS

2.2.3 Definicao do campo de esforgos

Falta agora definir quais os esforcos que se torna necessario conhecer para que se consiga
caracterizar o estado de tensao existente numa laje de Kirchhoff.

Tendo em atencao os campos de deformacgoes generalizadas - curvaturas - definidos na
seccao anterior, é possivel intuir que se deverao definir dois campos independentes de
momentos flectores e um campo de momentos torsores. A existéncia de momentos flectores
faz prever ainda a necessidade de se definirem dois campos de esforcos transversos.

Este raciocinio intuitivo pode ser confirmado se se utilizar um processo de definigao mais
rigoroso, que nos permita representar, num ponto qualquer do elemento de laje, as com-
ponentes independentes do tensor das tensoes em funcao de um conjunto de grandezas
definidas apenas sobre o plano médio.

Para se obter a defini¢ao rigorosa dos diferentes campos de esforcos envolvidos na analise
da laje, considere-se o bordo com normal exterior com a direccao do eixo x.

X
i
%
// P
/ [ ]
s / / Oxx
ny '
y Gy,

Figura 2.7: Componentes do tensor das tensoes aplicadas no bordo normal ao eixo x

Tal como se encontra representado na figura 2.7, os pontos O e P pertencem a uma
mesma fibra normal ao plano médio da laje. As componentes independentes do tensor
das tensoes no ponto P também se encontram representadas na mesma figura. E o cdlculo
de resultantes dessas distribuicoes de tensoes que conduz a determinacgao de alguns dos
esforgos intervenientes na caracterizagao do estado de tensao no elemento de laje.

A integracdo na espessura da componente o,.(z,y,z) da origem ao esfor¢o transverso



LAJES DE KIRCHHOFF - FORMULACAO DO PROBLEMA 21

vz (z,y). Define-se:
h/2
v, y) :/ Opx(x,y, 2) dz (2.18)
—h/2

O momento flector m,(x,y) e o momento torsor my,(x,y) correspondem a resultante
dos momentos (em relacdo ao ponto O) provocados pelas componentes o..(x,y,z) e
04y(2, 9y, z). Pode entdo escrever-se:

h/2

me(x,y) = /_h/2 2 04(2,y,2) dz (2.19)
h/2

My (T, y) = /_h/2 2 04y(2,y, 2) dz (2.20)

Qual o sentido que se deve considerar como positivo para os esforcos definidos nas equagoes
(2.18), (2.19) e (2.20)7 A resposta tem em conta o sentido positivo do tensor das tensoes.
Assim, o esforgo transverso positivo resultard da integracao de tensoes o,, positivas. Os
momentos (flector e torsor) serdo positivos quando causados por componentes positivas do
tensor das tensoes (0., (x,y, 2) € 04y (2,y, 2)) actuando em pontos da laje com coordenadas
z positivas. Desta forma, os sentidos positivos para os esforcos que actuam neste bordo da
laje s@o os que se encontram representados na figura 2.8. Em bordos nos quais a normal
exterior aponta no sentido negativo do eixo z, os esfor¢os positivos my(z,y), mg,(x,y) €
v.(x,y) tém o sinal contrario, tal como se encontra indicado na mesma figura.

Figura 2.8: Esforcos my,,mg, € v, positivos

E importante salientar desde ja que o momento flector m,(z,y) ndo é um momento em
torno do eixo z. Trata-se na realidade do momento flector associado a deformacao por
flexao no plano (z, z). De um ponto de vista de comportamento fisico, pode considerar-se
que se trata do momento flector que surge se se considerar o comportamento a flexao de
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um conjunto de vigas com o eixo paralelo a . Pode ainda considerar-se que o momento
m.(x,y) é o que condiciona directamente o dimensionamento das armaduras longitudinais
com a direccao x em lajes de betao armado.

De um ponto de vista um pouco mais formal, os indices nos campos de momentos m, e
My, indicam directamente quais as componentes do tensor das tensoes (0, € 0,,y) que se
consideraram na sua definicao.

Outro aspecto importante na definicao dos campos de esforgos nas lajes estd também
presente nas definigoes (2.18), (2.19) e (2.20). Ao contrério do que se acontece no caso
da teoria das pecas lineares, a integracao envolvida na definicao dos diferentes campos
de esforgos é efectuada apenas ao longo da espessura. Como consequéncia, os esforcos
transversos tém a dimensao fisica de forga por unidade de comprimento, (F L™!), e os mo-
mentos flectores e torsor tém a dimensao fisica de momento por unidade de comprimento,

(FLL™M).

Para se definirem os campos de esfor¢os que ainda estdao em falta (da intuicdo inicial
falta surgir ainda um momento flector e um esfor¢o transverso), considere-se agora um
bordo da laje com a normal exterior segundo o eixo y. Na figura 2.9 estao representadas
as componentes do tensor das tensoes que actuam num ponto () existente numa fibra
recta perpendicular ao plano médio da laje. Seguindo um raciocinio em tudo andlogo

Figura 2.9: Componentes do tensor das tensoes aplicadas no bordo normal ao eixo y

ao considerado atrés, o esforco transverso v,(z,y) é definido como sendo a resultante, ao
longo da espessura da laje, da distribui¢do de tensoes tangenciais, 0,.(x,y, z). Escreve-se

desta forma:
h/2

vy(z,y) = /_h/2 oy (T, y, 2) dz (2.21)

O esforco transverso v, (x,y) positivo nesse bordo terd o sentido indicado na figura 2.10.
O momento flector m,(x,y) e 0 momento torsor my,(x,y) = my,(z,y) sdo definidos por:
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Vy me
lmy X
/ ; /
/ / My
y m
Xy Vy
Figura 2.10: Esforcos m,,,my, e v, positivos
h/2
my(z,y) = /_h/2zayy(x,y,z) dz (2.22)
h/2
Myz(2,y) = /_h/Qzayx(x,y,z) dz (2.23)

O sentido positivo desses momentos encontra-se representado na figura 2.10. De novo,
considera-se que tensoes o, (z,y, 2) € 04(x,y, 2) positivas, actuando em pontos com co-
ordenada z positiva tém que originar momentos positivos. Nos bordos da laje com normal
exterior paralela a y mas com sentido negativo, os esforcos serao positivos se tiverem o
sentido indicado na figura 2.10.

De novo, sao validos os comentarios efectuados acima quanto ao significado fisico destas
duas grandezas e quanto a sua dimensao fisica.

Na figura 2.11 representam-se finalmente todos os esforcos que intervém na caracterizacao
do comportamento de uma laje de Kirchhoff.

Repare-se que se pode considerar, de uma forma muito simplificada, que o comportamento
da laje pode ser representado pela consideracao de um conjunto de barras com eixo
paralelo a e por um outro conjunto de barras com eixo paralelo a y. Os esforgos
Mg, Uy © Mgy sao aqueles que se relacionam directamente com o comportamento das
primeiras, enquanto que m,, v, € My, sao os esforcos necessarios a caracterizagao do
segundo conjunto de elementos de viga.

Esta interpretagao é bastante simplista. No entanto, serd utilizada em capitulos subse-
quentes, muito em especial quando se discutir a modelacao de lajes com elementos de
grelha.

Por fim, convém salientar que os campos de momentos flectores e de momentos torso-
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Figura 2.11: Campos de esforgos numa laje de Kirchhoff

res constituem um tensor simétrico de segunda ordem. Como tal, quando se tratam as
grandezas m,, 3, devem utilizar-se todas as regras utilizadas no tratamento de entidades
tensoriais. Nomeadamente, quando hé a necessidade de se efectuar uma mudanca de co-
ordenadas, é sempre necessario ter em conta a lei de transformacao tensorial, que pode
ser escrita no formato:

lmx, mxy,lzl cos(a) sen(a)] [m mﬂ [cos(a) —sen(@) | 5o

Mgy My —sen(a) cos(a) Myy My sen(a)  cos(a)

onde « ¢ o angulo entre os dois referenciais (ver figura 2.12) e my,, m,, e my,, correspondem
aos campos de momentos flectores e torsores expressos no novo sistema de eixos (z/, y/).

X

____‘_z

Figura 2.12: Definicao da mudanca de coordenadas

Quem tiver em conta que a definicao de esforcos tem por finalidade substituir a utilizacao
do tensor das tensoes na andlise de lajes, facilmente verificard que em nenhuma das
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defini¢oes apresentadas nesta secgao surgiu a componente o, (z,y, z). Importa salientar
que essa componente do tensor das tensoes nao é nula. Alids, a lei de Hooke tridimensional
permite assegurar que nunca se podem anular em simultaneo as tensoes o, (x,y, z) e as
extensoes axiais ¢,,(x,y, 2).

No desenvolvimento da teoria de Kirchhoff é no entanto normal admitir-se que o valor de
0. é substancialmente inferior aos das restantes componentes do tensor das tensoes e por
tal motivo pode ser desprezada. Esta fora do ambito deste texto detalhar este aspecto,
mas pode demonstrar-se [9] que no desenvolvimento da teoria de Kirchhoff basta garantir

que:
h/2
/—h/2

2.2.4 Recuperacao das grandezas tridimensionais*

20, (x,y,2)dz=0

Uma vez conhecidas as grandezas generalizadas definidas nas secgoes anteriores, é possivel
efectuar o trajecto inverso e calcular-se o valor das grandezas tridimensionais habituais
na teoria da elasticidade. No entanto, este raciocinio nao é regral geral aplicado, uma vez
que para o dimensionamento corrente dos elementos de laje a informacao relevante estd
contida nas grandezas definidas sobre o plano médio.

A relacao entre as componentes do vector dos deslocamentos, u,(z,y, z), u,(z,y,2) e
u(x,y, z), e os campos de deslocamentos generalizados w(z,y), 0,(x,y) e 8,(x,y), esta
descrita pelas equagoes (2.1), (2.2) e (2.3). Se forem conhecidos estes trés campos em
todos os pontos do plano médio da laje, é entao possivel recuperar:

um(xvyvz) = ZX 9$<I’y)
uy(z,y,2) = 2% 0,(x,y)
uz(x,y,Z) = U)(I,y)

Todas as componentes do tensor das deformacgoes podem ser expressas em funcao dos
campos de curvaturas x.(z,vy), Xy(Z,y) € Xuy(2,y). E assumido & partida que as com-
ponentes €,,(z,y, 2) € g,,(z,y, 2) sdo nulas, uma vez que se despreza a deformacao por
corte. Também a hipdtese da inextensibilidade axial das fibras rectas paralelas ao eixo z
implica que a componente ¢,,(z,y, z) se anule.

As restantes componentes do tensor das deformagoes podem ser obtidas tendo em conta,
as defini¢oes (2.11), (2.12) e (2.16):

Ee(X,y,2) = 2 X xz(2,y) (2.25)
8yy<xayaz) = zX Xy(mvy) (226)
gxy(xa Y, Z) = zX Xxy(xy y) (227)
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Até aqui ndo surgiram quaisquer novidades, tendo sido apenas necessario recuperar infor-
macao ja anteriormente apresentada e discutida.

O mesmo ja nao se passa quando se pretende obter o valor das componentes do tensor
das tensoes a partir do conhecimento do valor dos campos de esforcos. Na seccao anterior
apenas se definiram os esfor¢os como resultantes (ou momentos resultantes) de distri-
buigoes de tensoes ao longo da espessura da laje. Neste instante, o problema ¢é o inverso,
ou seja, € preciso determinar a distribuicao de tensoes na espessura da laje a partir do
conhecimento do valor dessas resultantes.

O primeiro aspecto a ter em conta na resolucao deste problema relaciona-se com o facto
das hipdteses de Kirchhoff conduzirem a uma distribuicao de deformacoes €,,, €4y € €4y
que variam linearmente ao longo da espessura, tal como se encontra patente nas equagoes

(2.25), (2.26) e (2.27).

Ao desprezarem-se as tensoes o, a lei de Hooke permite escrever:

E v B
O-xx(xvyvz) - m Egz + m Eyy
v B E
A p
E
O-xy(xvyvz) - ]."'—V Exy

Substituindo as igualdades (2.25), (2.26) e (2.27) nas expressoes anteriores vem:

E v E
O-xib<x7y72) = < |:]._V2 XIE+1_V2 Xy]
v B E
O-yy<x7y7z) = < |:1—1/2 XIE+1_V2 Xy]
FE
Oxy(xayaz) = Zz 1—|—I/X$y

Daqui resulta que também as tensoes o,,, oy, € 04y, apresentam uma variacao linear ao
longo da espessura, anulando-se em pontos pertencentes ao plano médio. Na figura 2.13
encontram-se representadas as distribuigoes de tensoes normais, o,, € 0y, e de tensoes
tangenciais, 0,,, que resultam directamente das hipéteses de Kirchhoff.

Considere-se a distribuicao do campo de tensoes o,.(z,y, z). A definigao (2.19) permite

obter:
2

h/2 h
me(z,y) = /_h/2 20 (x,y,2) dz = FJZ;“I

Desta forma, poder-se-a escrever:

max 6
=

|amx |m$|
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%

Figura 2.13: Distribuicao das tensoes 0y, 0y, € 04, Na espessura

A inclinacdo do diagrama de tensoes serd dada por

|omae 2(6)
2 =7\ 75 T
h 5 \5z) Imel

0 que permite obter

Ope = —= 2 My (2.28)

A aplicacao de um raciocinio analogo para as outras duas componentes do tensor das
tensoes permite escrever:

12

Ty = 35 %My (2.29)
12

Ooy = 732Ny (2.30)

Os valores extremos destas tensoes encontram-se instaladas em pontos pertencentes aos
planos superior e inferior da laje. O moddulo desses valores extremos pode ser determinado
a partir das igualdades:

6 . 6

maxr| __ mazx

|0yy - ﬁ |my| ) |amy - ﬁ

|mwy|

Mais complicada é a determinacao da distribuicao de tensoes tangenciais, o,.(x,y, 2) e
oy.(x,y, 2). Neste caso, a utilizacdo das relagdes constitutivas

FE

Opz(2,y,2) = 1+1/€m (2.31)
FE

oy.(x,y,2) = Eyz (2.32)

1+v
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nao é valida por se ter admitido que o material é rigido ao corte e nao elastico.

Se por absurdo se se utilizassem essas equacgoes, a conclusao seria que sendo nulas as
distorcoes também seriam nulas as tensoes tangenciais, pelo que por sua vez resultariam
nulos os esforgos transversos v,(x,y) e vy(x,y) em todos os pontos do plano médio da
laje. Ora tal nao faz sentido, como é fécil concluir.

Para se conseguir recuperar o andamento das tensoes tangenciais o, e 0., torna-se desta
forma necessario desenvolver um raciocinio baseado em consideragoes de equilibrio.

Recorde-se que as condigoes de equilibrio da elasticidade tridimensional sao [10]:

0 Orx 0 Oy 0 Oz
+ +

Ox dy 0z

80$y+80yy+00yz

ox oy 0z

(90932 aO'yz aazz o
ox oy + 0z =0

Considerando f, = 0, a primeira destas equacoes pode ser escrita na forma:

+fy =0

00y, 00y 00y

0z Oz y
Substituindo nesta equagao (2.28) e (2.30), obtém-se

0 0y 12 Omy O my,
ou ainda, tendo em atengao (2.36),
0 0y 12
5. — 75 2l (2.34)

Admitindo que nas faces superior e inferior nao existem quaisquer tensoes tangenciais
aplicadas,

(022).cinyp =0 (Jyz)z::th/Q =0
e integrando a equagao (2.34) entre z = —h/2 e a coordenada genérica z, obtém-se:
12 =
Opy = —— z dz vx
h3 /—h/2

s

A mesma técnica aplicada agora a segunda equacao de equilibrio permite obter:

et )]
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As tensoes tangenciais o,.(x, y, ) e 0. (2,y, 2) associadas aos esfor¢os transversos v, (x, y)
e vy(z,y) apresentam na espessura da laje uma distribuigdo parabdlica. Anulam-se nos
pontos das faces superior e inferior e apresentam o valor maximo ao nivel do plano médio.
Estes valores maximos sao dados por:

| |mam 3 |UCE|
Ozz - 5

2 h

max 3 |Uy|

|0yZ| - 2 h

Na figura 2.14 representam-se as distribuicoes obtidas para as tensoes tangenciais o, e
Oy

X
|
b
/
‘,//
Y ///\v
_____j ______ g ‘v GXZ

AN

Figura 2.14: Distribuigao das tensoes tangenciais o, e 0,. na espessura

2.3 Relacoes Fundamentais

Neste instante estao definidas com rigor as grandezas generalizadas em funcao das quais
se descreve o comportamento das lajes finas. Estas grandezas encontram-se representa-
das de forma esquematica no diagrama representado na figura 2.15. Falta agora definir
as equagoes de compatibilidade que permitem determinar a relacao entre as grandezas
cinematicas, deslocamentos generalizados e curvaturas. As grandezas estaticas, esforcos
e cargas aplicadas, devem respeitar as condi¢oes de equilibrio. Por fim, as condicoes de
elasticidade permitem estabelecer a relacao entre esforcos e curvaturas.

A obtencao deste conjunto de equacoes e a identificacao do seu significado fisico é tratada
em detalhe nesta seccao.
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Esforcos Deformacdes
me.(x, X (X7Y)
X( y) Vx (XQ’) X
my(x.y) ELASTICIDADE Xy (x.y)
m ( Vy(XaY) X (X )
Xy X,y) Xy -y
EQUIL{BRIO COMPATIBILIDADE
w(X,y)
q(x.y)
0,(xy)  By(xy)
Cargas Deslocamentos

Figura 2.15: Grandezas a conhecer para se caracterizar o comportamento de lajes finas

2.3.1 Condicoes de compatibilidade

As condigbes de compatibilidade permitem relacionar os campos de curvaturas x.(x,y),
Xy(Z,Y) € Xay(z,y) com o campo de deslocamentos transversais, w(z,y). Estas equagoes
foram j4 obtidas na secgao 2.2.2. As equagdes (2.13) e (2.14) definem as duas curvaturas
de flex@o, e a condigao (2.17) permite obter a curvatura de torgao.

CONDICOES DE COMPATIBILIDADE

Pw(zx,y)
Xe(T,y) = T o2
Pw(x,y)
Xy(T,y) = TTaE
Pw(x,y)
Xxy(xvy) = _Tay

Tabela 2.1: Condigoes de compatibilidade

Recorde-se que as curvaturas medem as taxas de variagao das rotacoes

00,
Xz(2,y) = e
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69y
Xy(%y) = a—y

1 (00, 09,
Xz(2,y) = B y + Or

as quais dependem dos deslocamentos transversais em consequéncia das hipoteses de Kir-
chhoff

ow
ow
Gy(‘rvy) - _a—y

A analogia com as condicoes de compatibilidade em elementos de viga é imediata. Neste
tipo de estruturas, a condi¢ao de compatibilidade no dominio pode ser expressa na forma:

(@) = -2 ng)

(2.35)

2.3.2 Condicoes de equilibrio

As condigoes de equilibrio relacionam os campos de esforcos na laje, m,(z,y), my(x,y),
My, Vz(2,y) € vy(x,y), com a carga aplicada, ¢(z,y). Como se demonstrara na seccao
seguinte, as condic¢oes de equilibrio podem ser expressas da seguinte forma:

CONDICOES DE EQUILIBRIO

Omy; 0 my, B

Gt = (2.36)
Omg, Omy

pe + o vy (2.37)
v, Oy B

oz T gy T®y) =0 (2.38)

Tabela 2.2: Condigoes de equilibrio

Frequentes vezes, as trés condigoes de equilibrio acima indicadas sao transformadas numa
equacdo apenas. Basta para tal substituir (2.36) e (2.37) na condigao (2.38). Obtém-
se uma unica equagao que relaciona os dois campos de momentos flectores, m,(z,y) e
my(z,y), o campo de momentos torsores, my,(z,y), € a carga distribuida aplicada, ¢(z,y).
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CONDICOES DE EQUILIBRIO

P m,  ?my, P 0 my,

Tabela 2.3: Condigoes de equilibrio; formato condensado

Este é o formato mais usual para as condicoes de equilibrio. A semelhanca com os ele-
mentos de viga é mais uma vez quase imediata. Neste tipo de elementos, as condigoes de
equilibrio podem ser escritas na forma:

d M (x)
=V 2.40
- (x) (240
dV(z)
=0 2.41
T T p() (2.41)
ou, reunindo as duas condi¢oes numa so,
d* M(z)

2.3.3 Obtencao das condicoes de equilibrio*

As condigoes de equilibrio acima enunciadas podem ser obtidas utilizando um raciocinio
semelhante ao seguido na determinacgao das equacoes de equilibrio em elementos de viga.
Para tal, é necessario estabelecer as equacoes de equilibrio global num elemento infini-
tesimal de laje. Na figura 2.16 representa-se o correspondente diagrama de corpo livre.

Como se analisa um trogo infinitesimal da laje, pode considerar-se que a carga distribuida
é constante e que a variacao dos esforcos ao longo de x e de y é linear. A imposicao das
trés condigoes de equilibrio global conduz directamente a obtengao das equagoes (2.36),
(2.37) e (2.38).

A equagao de equilibrio de forgas verticais permite desta forma estabelecer que:

v, 0
Ld:l:) dy — v, dx + (vy—l—ﬂdy) dr + qdrdy =0

F o= _
Y F.=0= vxdy—ir(vx—l-ax o

Simplificando a expressao anterior vem

v, dx dy + %dyd:r—l—qd:xdy: 0
ox y
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Figura 2.16: Diagrama de corpo livre de um elemento infinitesimal de laje

Tendo em conta que esta equagao se deve verificar para qualquer valor de dx e de dy nao
nulos, recupera-se a equacao de equilibrio (2.38),
Ov, — Ovy

— =0
ox + y ta

Considere-se agora a resultante de momentos em torno do eixo y calculada em relagao ao
ponto A, de coordenadas (0,0). Pode escrever-se:

Oy,

dy

om
e d:z:) dy — my, dx + (mxy +

ZM;‘:() = —mxdy~|—<mx+ dy) dx

dx v, dx vy
—l—vyd:r? - (vy + 8—ydy> d:r; - (vx + o d:r) dy dx

d
—qd:xdy?x =0

Simplificando a expressao anterior e desprezando os infinitésimos de ordem superior,
obtém-se a equagao

am:c_i_@mw

ox y — U

Finalmente, a terceira equagao de equilibrio é obtida quando se impoe que a resultante
dos momentos em torno do eixo z, e calculada em relacdo ao ponto A se deve anular
também. A andlise do digrama de corpo livre apresentado na figura 2.16 permite escrever
que:

om,

Oy

dy) dx — my, dy + (mw + % d:z:) dy

SNMP=0 = —mydz+ (my—l—
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dy v, dy v,
—I—vxdy7 — (vx + o da:) dy; — (vy + (9—ydy> dx dy

—qudydgy =0

Deprezando de novo os infinitésimos de ordem superior e simplificando a expressao, resulta
de imediato que

8mxy+(9my

ox oy

:’Uy

2.3.4 Relacgoes de elasticidade

A relagao entre os campos de momentos e os campos de curvaturas é dependente do tipo de
comportamento que se admite para o material constituinte da laje. Tendo sido admitida
como valida a hipdtese da linearidade fisica, a relacao esforgos-deformacoes é linear e
dependente das caracteristicas geométricas da laje (nomeadamente da sua espessura) e
das caracteristicas mecanicas que permitem caracterizar o comportamento elastico linear
do material estrutural (médulo de elasticidade, F, e coeficiente de Poisson, v).

As relacoes de elasticidade podem ser escritas na forma:

RELAGOES DE ELASTICIDADE - FORMATO DE RIGIDEZ

wen e [ 8] e
my(T,y) | = 57— | ¥ Xy(T, Y :
mxy(ﬂf,y) 12 <1_V ) 0 0 (1_1/) Xxy(xay)

Tabela 2.4: Relagoes de elasticidade escritas no formato de rigidez

Este é o formato de rigidez para as relagoes de elasticidade e é, regra geral, o que mais
interessa na resolugao dos problemas que se surgirao no seguimento. No entanto, situagoes
ha em que é necessério determinar as curvaturas associadas a um determinado campo de
momentos. Para tal, é possivel inverter a equagao (2.43) e obter as relagoes de elasticidade
escritas num formato de flexibilidade, tal como se indica no quadro 2.5.

2.3.5 Significado fisico das relacoes constitutivas

Antes de se discutir a forma através da qual se podem deduzir as relacoes de elasticidade,
importa salientar o significado fisico da informagao contida na equagao (2.43).
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RELAQ()ES DE ELASTICIDADE - FORMATO DE FLEXIBILIDADE

Xx(xv y) 12 1 -V 0 mx(‘ra y)
Xy(T,y) | = 13 U 0 my (2, y) (2.44)
Xay (2, ) 0 0 (1+v) My ()

Tabela 2.5: Relagoes de elasticidade escritas no formato de flexibilidade

Antes de mais, é possivel verificar que os comportamentos flexdo/tor¢ao se encontram
perfeitamente desacoplados. Desta forma, se na laje apenas estiverem instaladas curvatu-
ras de flexao, apenas existirao momentos flectores, sendo nulos os momentos torsores. Por
outro lado, se apenas existirem curvaturas de torcao, os campos de momentos flectores
resultarao de imediato nulos.

A leitura da informagado contida no formato de flexibilidade das relagoes constitutivas
permite recuperar exactamente o mesmo comportamento. Para que surjam na laje cur-
vaturas de flexdo, é necessario que existam momentos flectores nao nulos; para que a
curvatura de torcao tome valores diferentes de zero, é necessario que exista instalado na
laje um campo de momentos torsores.

Outra informagao relevante resulta da identificagao do significado fisico de cada uma das
colunas da matriz de rigidez da laje,

1 v
v 1 0 (2.45)
0 0

A primeira coluna desta matriz corresponde aos esforcos que se instalam na laje quando
se impde uma deformada caracterizada por x,(z,y) = 1.0 e xy(x,y) = Xuy(z,y) = 0.
Recorde-se que na figura 2.5 se encontra representada uma deformada que é caracterizada
por apresentar esse campo de deformagoes. Os esforcos que aparecem nesta situacao sao
dados por:

m 1
T Eh3
A 2.4
" | T 21— ) (246)
My

Sao vérios os comentérios que se podem efectuar a partir da anélise de (2.46). Desde logo,
é possivel verificar que o parametro

Enh?

D= —"—
7120 -1

(2.47)
corresponde ao valor do momento m, que ¢é necessario aplicar para que na laje surja uma
deformacao por flexao x, com valor unitério. A esse parametro D; é usual chamar rigidez
a flexao do elemento de laje.
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O segundo ponto a ter em conta é algo surpreendente se se tiver em conta apenas o que
é conhecido para o caso dos elementos de viga. Se se considerar de forma simplificada a
laje como um somatdério de um conjunto de vigas com eixo paralelo a x e outro conjunto
de barras com eixo paralelo a y, o campo de deformacgoes imposto faz com que as pri-
meiras barras apresentem deformacgao por flexao, enquanto que as segundas permanecem
indeformadas. Desta forma, seria a primeira vista de esperar que o campo de momentos
m,(z,y) fosse diferente de zero, enquanto que o campo de momentos my(x,y) se anularia.

Ora a equagao (2.46) permite verificar de imediato que esta conclusao estd errada. De
facto, de (2.46) obtém-se:
my(z,y) = Dy
my(z,y) = vDs
ou, ainda,
my(x,y) = vmy(z,y) (2.48)

S6 quando o coeficiente de Poisson se anula ¢ que o campo de momentos m, se anula
também.

Existe uma explicacao simples fisica bem simples para este facto. Considere-se que a laje
resulta de um somatoério de vigas com eixo paralelo a x colocadas uma ao lado das outras
(ver figura 2.17).

N
f

y/

Figura 2.17: Conjunto de vigas com eixo paralelo ao eixo x

Quando se impoe o campo de deformagoes x,(z,y) = 1.0 e x,(z,y) = Xay(z,y) = 0, estas
vigas vao flectir, tal como se encontra representado na figura 2.18.

As fibras longitudinais inferiores encontram-se traccionadas, as superiores comprimidas.
O que se passa entao ao nivel da seccao transversal se se tiver em conta o efeito de Poisson?
Na figura 2.19 representa-se a deformada da seccao transversal de uma das barras em que
se considera sub-dividida a laje.
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Figura 2.18: Deformacao por flexao das vigas com eixo paralelo ao eixo x

Figura 2.19: Deformacao da seccao transversal

37
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e\ {el} representa a extensdo axial das fibras longitudinais na face superior {inferior} da

viga. O que aconteceria a laje se todas as vigas consideradas anteriormente se deformassem
desta forma?

Figura 2.20: Deformada das secgoes transversais

A figura 2.20 permite verificar que a “soma” das deformadas conduz a uma situagao
absurda, na qual existem zonas de sobreposicao de material e outras onde surgem buracos
na deformada. Para que esta situagao nao ocorra, é necessario que as secgoes transversais
consideradas se mantenham sem deformacoes, para que a deformada global permaneca
compativel. Isto faz com que tenha de existir um momento flector aplicado ao longo da
direccao transversal, momento esse que provoque deformagoes iguais e de sinal contrario
as que sao induzidas pela deformada de flexao ao longo de x. Nao é dificil verificar que
esse momento ¢ dado por m, = vm,, tal como se encontra esquematicamente ilustrado
na figura 2.21. Encontra-se desta forma justificada de forma intuitiva a equagao (2.48).

vimy vy

Figura 2.21: Momento a aplicar segundo a direccao transversal

Serd agora interessante comparar a rigidez a flexao da laje, Dy, com a rigidez a flexao de
um elemento de viga. Como os esforcos na laje sao definidos por unidade de comprimento,
a comparacao devera ser efectuada com o comportamento de um elemento de viga com

seccao rectangular onde a altura é igual a altura da laje e a largura é unitaria. Na viga
tem-se

M = Ely (2.49)

h3
= E5 (2.50)
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No elemento de laje, a identificacao do significado fisico dos elementos da matriz de rigidez
(2.45) permite recuperar
h3

12 (1 —v?)
Comparando as equagoes (2.50) e (2.52), verifica-se que hé uma ligeira diferenca entre as
rigidezes a flexao das vigas e das lajes. Estas grandezas serao coincidentes apenas quando
se considera como nulo o coeficiente de Poisson (v = 0). Pode dizer-se que a “inércia
equivalente” de uma faixa de laje com um metro de largura é dada por:

h3
12 (1 —v?)

my=F Ya (2.51)

Ieq = (2.52)
Esta informacao serd retomada no capitulo em que se descreve a modelacao de lajes com
elementos de grelha.

Interessante ainda é verificar qual apresenta uma valor maior, se a rigidez a flexao da
viga, ou a rigidez a flexao da laje. Ou seja, o momento m, que é necessario aplicar para
instalar uma curvatura de flexao unitaria ao longo de x na laje é maior ou mais pequeno
que o momento que é necessario aplicar na viga para ter exactamente o mesmo tipo de
deformagao?

As equagbes (2.50) e (2.52) permitem verificar que a rigidez de flexao da laje é ligeiramente
superior a da viga. Existe uma justificacdo simples para este facto, que de novo estd
relacionado com a existéncia do constrangimento lateral que existe nos elementos de laje
e que esta ausente no caso dos elementos de viga.

A segunda coluna da matriz de rigidez (2.45), corresponde agora aos esfor¢os que surgem
na laje quando se impde que x,(z,y) = 1.0 € xz(2,y) = Xzy(z,y) = 0. Um dos campos de
deslocamentos representados na figura 2.5 é caracterizado pelos campos de deformagoes
acima indicados. E possivel escrever-se:

My v
my | =Dy | 1 (2.53)
Mgy 0

Os comentarios que aqui se podem tecer sao em tudo semelhantes aos que foram efectuados
a proposito da identificacao do significado fisico da primeira coluna da matriz de rigidez.

Finalmente, a terceira coluna da matriz de rigidez corresponde aos esforcos que surgem na
laje quando se impoe uma curvatura de tor¢ao com valor unitdrio, x,, = 1, e se garante
que as curvaturas de flexao se anulam, x, = x, = 0. Obtém-se nesta situagao:

m 0 0
T E h3
my | = 5 0 =D; |0 (2.54)
Moy 120-v2) | {_, 1
O parametro
Eh?

(2.55)
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corresponde a rigidez a torcao da laje, ou seja, o valor do momento torsor que é necessério
aplicar para que se instale na laje uma curvatura de tor¢ao com valor unitario.

De novo sera interessante efectuar um paralelo com o que se passa na teoria das pegas
lineares. Qual é a rigidez a torcao de uma viga com seccao transversal rectangular com
b=1m e h = hyj? Recorde-se que se tem

E
My=GJ¢p=———
! °=3 (14 v)
em que M; é o momento torsor na viga e ¢ corresponde a deformacao por torcao. Consi-
derando que se trata de uma secgao rectangular e assumindo que b >> h, pode escrever-se

J ¢

E h3
My=GJ¢$p=———— 2.56
! ©=3 (1+v) 3 ¢ (2.56)
As relagoes constitutivas da laje permitem escrever
Eh?
My 12(1+V)Xy (2:57)
E h?
oy = ——————— — Xz 2.
May 2(1+v) 6 < (2.58)

A comparagao entre as igualdades (2.56) e (2.58) permite concluir que a “rigidez a torcao
equivalente” de uma faixa de laje com um metro de largura é fornecida por

h3

6

Esta informacao serd de novo relevante quando se discutir mais a frente a modelacao de
lajes com elementos de grelha.

Jog =

As igualdades anteriores permitem ainda concluir que a rigidez a tor¢ao da laje é igual
a metade da rigidez a torcao de um elemento de viga com a secgao transversal com
as dimensoes anteriormente indicadas. Mais uma vez, existe uma explicacao simples e
intuitiva. E que no caso das lajes, e tal como foi discutido na seccao 2.2.3, existem dois
momentos torsores que actuam em simultaneo. De uma forma um pouco mais rigorosa,
pode afirmar-se entao que para o aparecimento de uma curvatura de tor¢ao unitaria
contribuem os momentos torsores ao longo de = (m,,) e os momentos torsores ao longo
de y (mya: = ma:y)~

2.3.6 Obtencao das relacoes de elasticidade*

Para se determinarem as relagoes de elasticidade, considerem-se as relagoes tensoes-
deformagoes definidas pela lei de Hooke. Se se assumir que as tensoes normais o,, sao
desprezaveis, é possivel escrever-se

O E 1 v 0 €
Uyy = ﬁ 1% 1 0 5yy
Oy T=) 10 0 (1=v) | | 2
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Conhecida a relacao tensoes-deformacoes e a relagao entre estas grandezas e as corres-
pondentes grandezas generalizadas (esforgos e curvaturas), é possivel obter-se a relacao
de elasticidade procurada. Para tal, basta substituir as igualdades (2.25), (2.26) e (2.27)
na equagao anterior, obtendo-se

Oyy = W z v 1 0 Xy
Oy 0 0 (1-v) Xay
Se se considerarem agora as definigdes (2.19), (2.22) e (2.20), é possivel obter-se

My h/2 Oz
= d

::y /—h/2 ‘ Z‘yy ‘

Ty Yy |
S PR R
- 1 —v?) Xy
h/2 ( 00 (1-v) Xay

My E L3 1 ’I 8 Xz

my | = Ao | Y Xy

May 12 (1 —v?) 00 (1—v) X

2.4 Equacao de Lagrange

Nas secgoes anteriores definiram-se as grandezas em funcao das quais se descreve o com-
portamento das lajes finas e obtiveram-se as equacoes que permitem relacionar essas
mesmas grandezas.

O diagrama da figura 2.22 resume toda a informacao apresentada e discutida nas secgoes
anteriores.

Para que um dado campo de deslocamentos possa ser considerado como a solucao exacta,
é necessario que as curvaturas obtidas a partir das condigoes de compatibilidade permitam
dar origem a um campo de esforcos que satisfaca as condigoes de equilibrio.

Pode desta forma dizer-se que uma dada solucao s6 poderd ser exacta se satisfizer em
simultaneo as condicoes de equilibrio, compatibilidade e elasticidade.

A semelhanca do que se passa no elemento de viga, também é possivel obter uma equacao
que resulta da condensacao das trés equacoes fundamentais atras descritas. Recorde-se
que no caso do elemento de viga, a juncao das condigoes (2.35), (2.42) e (2.49) permite
obter a equagao

d'w  p(x)

dz*  FEI
que relaciona a quarta derivada do campo de deslocamentos transversais com a carga
distribuida aplicada e com a rigidez de flexao da viga, F'I. No caso das lajes finas também
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_ Omge(,y) | Omgy(7,y)
_ 8mmy(x7y) 8myy(x>y)
Mya(T,Y) My (T, y) 1 v 0 Xzz (T, Y) Xaz(Z,Y)
Myy (T, Y) myy(z,y) | =Dy | v 1 0 Xuy (2, Y) Xyy (T, Y)
Mgy (2, y) My (T, 7) 0 0 (1-v) Xay (T, Y) Xay(7,Y)
2 m,  0*m, 02 My _ Puw(z,y)
0z? dy? 2 Oz dy Tal@y) = Xoa(@y) = z?
Pw(z,y)
ny(ﬂf,y) = _Tyg
(13 1) _ _82w(x,y)
q(z,y) Xey\:Y) = 0x0y
_ Ouw(z,y) w(z,y)
dw(z,y)
0U(£7y) = - ay

Figura 2.22: Grandezas e equagoes fundamentais nas lajes de Kirchhoff
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é possivel efectuar a juncao das condigoes de equilibrio, compatibilidade e elasticidade
na obtencao de uma unica equagao. Desta forma, se se substituirem as condicoes de
compatibilidade nas relacoes constitutivas obtém-se:

— aZ—w -
. 0 0 x?
m v
T E 3 2
m, | = 12(12,,2) v 1 0 % (2.59)
Mgy 00 (1-v) 82y
w
L dz 0y

Se se substituirem estes campos de momentos na equagao de equilibrio (2.39), resulta
apos a execucao de algumas simplificacoes:

EQUAGAO DA LAJE (EQUAGAO DE LAGRANGE)

Pwla,y)  Owlzy) 0wy _ qy) (2.60)

oxt oyt 0x20y? Dy

Tabela 2.6: Equacao de Lagrange

Esta é a equacao diferencial que rege o comportamento da laje e é geralmente conhecida
como Equacao de Lagrange. A analogia com o que se passa nos elementos de viga é mais
uma vez notéria. A equacao de Lagrange também relaciona quartas derivadas dos campos

de deslocamentos transversais com a carga distribuida aplicada e com a rigidez a flexao
da laje, Dy.

A semelhanca entre as equacoes da viga e da laje ainda é maior se se escrever a equagao

de Lagrange na forma:

q(z,y)
Dy

Viw(z,y) = (2.61)

onde
ot ot ot

4
= 2
v 83:4+8y4+ 0x20y?

Para se conseguir determinar a solucao para uma dada laje serd suficiente a utilizacao da
equacao de Lagrange? Tal como no caso das pecas lineares, a consideracao da equacao
diferencial no dominio nao permite, por si s, que se consiga determinar a solucao para
o problema que se coloca. Para que a andlise se possa efectuar, torna-se indispensavel
que se especifiquem as condigoes de fronteira para o problema. As condigoes de fronteira
podem ser de dois tipos: as condicoes de fronteira cinematicas, nas quais se especifica qual
o valor dos deslocamentos num determinado bordo, e as condi¢oes de fronteira estaticas,
que passam pela imposi¢ao de um determinado valor para as cargas directamente aplicadas
nesse bordo.
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2.5 Definicao das condicoes de fronteira

Discutem-se nesta seccao quais as condicoes de fronteira mais usuais em problemas de
lajes. Considera-se que os trocos da fronteira de uma laje, aos quais se costuma chamar
bordos, se podem encontrar encastrados, simplesmente apoiados ou ainda livres.

Encastrado Apoiado Livre

Ll L L LS

Figura 2.23: Tipos de apoios a considerar

A simbologia adoptada para referenciar cada um desses tipos de apoio encontra-se repre-
sentada na figura 2.23. Por simplicidade, considera-se na apresentagao que se segue que
todos os bordos sao paralelos a algum dos eixos do sistema de coordenadas, (z,y). No
entanto, e sempre que tal se justifique, discutir-se-a a generalizagao dos resultados obtidos
para o caso mais geral em que o bordo se encontra inclinado em relacao ao referencial
adoptado.

2.5.1 Bordos encastrados

Considere-se a laje rectangular representada na figura 2.24. Todos os bordos encontram-se
encastrados. Quais sao entao as condicoes de fronteira a verificar neste caso?

Comecemos por analisar o bordo I. Numa primeira abordagem, e sobretudo se se tiver em
conta o que se passa nos nos encastrados de um elemento de viga, poder-se-a dizer que as
condigbes a impor sao:

w(0,y) = 0 (2.62)
0:(0,y) = 0 (2.63)
6,(0,y) = 0 (2.64)

E importante salientar desde ja que para que uma dada condicao de fronteira se verifique
ao longo de um determinado bordo, é necessario que essa condicao seja verdadeira em
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e a _ =l

S e

@ X
b ()
(m

Figura 2.24: Laje rectangular com todos os bordos encastrados

todos os pontos pertencentes a essa fronteira. Basta que haja um sé ponto onde a equacao
em causa nao seja verificada, para que se possa dizer de imediato que a condicao de
fronteira nao esta satisfeita.

—

Gy(O,y) X
woy & 4(1)

0, 0y) $

Figura 2.25: Condigoes de fronteira a considerar ao longo do bordo I

A pergunta que se coloca neste instante é a seguinte: serda que no bordo I é necesséario
impor directamente as trés condi¢oes indicadas nas equagoes (2.62), (2.63) e (2.64)? Ou,
pelo contrario, ha alguma das condigoes que dependen das restantes?

Tendo em conta a equagao (2.7), é possivel verificar de imediato que a condigao w(0,y) = 0
implica que 6,(0,y) = 0. Desta forma, neste bordo da laje encastrada as condigoes de
fronteira a considerar sao:
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De uma forma geral, pode afirmar-se que num bordo encastrado ha sempre duas condic¢oes
de fronteira cinemética a verificar. O deslocamento transversal deve ser nulo, assim como
deve ser nula a rotagao em torno do bordo em causa. Na laje representada na figura 2.24,
essas condicoes correspondem a

W (x,0)=0
/ 0, (0 =0
S ST e
o x
7 f
NP x W(ay) =
ex( sY) =0 e (a,y) -0
W (x,b)=0
yV Gy(x,b):o

Figura 2.26: Condicoes de fronteira a considerar na laje com todos os bordos encastrados

Vamos considerar agora que o bordo encastrado se encontra inclinado em relacao ao
sistema de eixos considerado. Ter-se-a, por exemplo, uma situacao semelhante a que se
encontra representada na figura 2.27.

X
® W (X,rX-5)
y \\\en(x,rx-s)

y-rx-s=0

Figura 2.27: Condigoes de fronteira a considerar num bordo encastrado inclinado

Tratando-se de um bordo encastrado, deverao ser nulos os deslocamentos transversais e
as rotagoes em torno da recta y = rx + s, representados na figura 2.27 respectivamente
por w(z,rz +s) e O,(x,rx + s). Qual a relagao entre esta rotagao e as rotagoes 0, (x,y)
e 0,(x,y)? A maneira mais ficil de responder a esta pergunta consiste em efectuar a
mudanca de coordenadas representada na figura 2.28.
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Figura 2.28: Mudanga de coordenadas

Podem agora escrever-se as condicoes de fronteira no formato
w(z,rr+s) = 0
Op(z,rz+5) = 0

Tendo em conta que os campos de rotacoes sao grandezas vectoriais, é simples verificar
que:
0, = —0, sin(a) + 6, cos(a)

A figura 2.29 resume as condigoes de fronteira a considerar num bordo encastrado, onde
0,, representa a rotacao em torno de um bordo com normal exterior com a direccao de n.

Encastrado

@ W(,)=0

Ll LS

T —— en(»)=0

Figura 2.29: Condigoes de fronteira a considerar num bordo encastrado

A existéncia de duas condigoes de fronteira em cada bordo é uma caracteristica que vai
estar presente também no caso dos bordos simplesmente apoiados e no caso dos bordos
livres.

2.5.2 Bordos simplesmente apoiados

Considere-se agora a laje rectangular simplesmente apoiada em todo o seu contorno e
que se encontra representada na figura 2.30. Neste tipo de apoio, e a semelhanca do que
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Figura 2.30: Laje rectangular simplesmente apoiada em todo o seu contorno

acontece nos nos simplesmente apoiados dos elementos de viga, as condigoes de fronteira
passam pela imposicdo do valor de uma grandeza cinemética (campo de deslocamentos
transversais) e de uma grandeza estatica (campo de momento flector ao longo da direcgao
da normal exterior ao bordo). Na figura 2.31 encontram-se todas as condigoes de fronteira
a considerar para a laje apresentada na figura 2.30. Nesta figura, my, my7, M7, € My,
correspondem a distribui¢coes de momentos aplicados ao longo do contorno da laje. Caso
nao existam distribui¢coes de momentos aplicados sobre os bordos em causa, os valores de
m; devem ser considerados como nulos.

W (x,0)= 0
/ M (x0) =m,,
e
|
_ / \ |
WOy =0 | ‘ XW(a,y) -0
m, (0) =m, \ _

| my (ay) =my,

e ]

W (x,b) =0
y my(xsb):ﬁlll

Figura 2.31: Condigoes de fronteira a verificar numa laje rectangular simplesmente apoi-
ada

A figura 2.32 resume as condigoes de fronteira a considerar num bordo simplesmente
apoiado. Nessa figura, m,(x,y) representa o campo de momentos flectores existente ao
longo da direcgao definida pela normal exterior ao bordo em analise.
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Simplesmente apoiado

Figura 2.32: Condigoes de fronteira a verificar num bordo simplesmente apoiado

Para finalizar a discussao deste tipo de apoios, falta apenas verificar o que se passa quando
o bordo simplesmente apoiado se encontra inclinado. Tendo em conta a mudanca de coor-

Figura 2.33: Condigoes de fronteira a verificar num bordo simplesmente apoiado inclinado

denadas referida acima, é possivel verificar que o momento que se deve anular ao longo do
bordo apoiado ¢ o momento flector m,,. Tendo em atengao que os campos de momentos
flectores e torsores definem um tensor simétrico de segunda ordem, a mudanca de coorde-
nadas indicada implica a utilizagao das leis de transformacao tensoriais. Desenvolvendo
as equagoes (2.24), obtém-se:

My = My cos® () + my, sen?(a) + 2myycos(a) sen(a)

My = my sen’(a) + m, cos*(a) — 2my,cos(a) sen(a)

1
Mgy = 5(—mx sen(2 a) +my sen(2 ) + 2myycos(2 o))

2.5.3 Bordos livres

E no tratamento dos bordos livres que surge uma novidade em relagao ao que é habitual
considerar na teoria de vigas. Considere-se entao a laje representada na figura 2.34,
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Figura 2.34: Laje com bordos livres

onde todos os bordos se encontram livres, a excepcao do bordo x = 0, que se encontra
encastrado.

Quais sao as condic¢oes a impor no bordo I11?7 Tratando-se de um bordo onde nao é imposto
qualquer deslocamento, é natural considerar que todos os esfor¢os se devem anular (a
menos que existam distribuigoes de cargas ou momentos aplicados ao longo desse bordo).
Numa primeira andlise, deverao entao considerar-se as condigdes (ver figura 2.35)

ve(a,y) = 0 (2.65)
my(a,y) = 0 (2.66)
Myy(a,y) = 0 (2.67)

B e S— me(a’Y):O
@) | & vy ay-o

mx (ay)=0

Figura 2.35: Condigoes a considerar no bordo 111

A existéncia de trés condicoes ao longo de um mesmo bordo contradiz desde logo o que
foi dito anteriormente. Recorde-se que se afirmou que independentemente das condigoes
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de apoio, apenas é possivel impor duas condigoes de fronteira independentes por bordo.
Esta afirmagao tem uma justificacdo matematica rigorosa. E possivel demonstrar-se que
as equacoes diferenciais do tipo da Equacao de Lagrange apenas permitem a imposicao
de duas condicoes em cada troco em que se considera sub-dividida a fronteira do dominio
em estudo.

Tal como no caso do bordo encastrado, ha a necessidade de se transformarem duas dessas
condicoes em apenas uma. No bordo encastrado, as dependéncias existem entre a impo-
sicao do deslocamento transversal e a imposicao da rotagao em torno da normal ao bordo.
Transpondo essa informacao para o bordo livre, a intuicao diz-nos que as duas condi¢oes
a fundir deverao dizer respeito aos esforgos transversos v, (forca vertical) e ao momento
torsor my, (momento em torno da normal ao bordo).

Para se definir uma grandeza estaticamente equivalente ao esfor¢o transverso e ao mo-
mento torsor, considere-se a informacao contida na figura 2.36, onde se encontram repre-
sentados de forma esquematica esses dois esforcos ao longo do bordo III.

/

/ M xy T
/ M xy T
m yy ”/r vy
A
T
.

X

Figura 2.36: Esforcos tranversos e momentos torsores no bordo III

Considere-se que a laje se encontra sub-dividida num conjunto de “fatias”, também indi-
cadas na mesma figura. O nimero de sub-divisoes ¢é arbitrario e pode ser considerado tao
grande quanto se queira.

A forma mais fécil de se poder efectuar a “soma’” destes dois esforcos, consiste em trans-
formar a distribuicao de momentos torsores numa distribuicao de forgas verticais estatica-
mente equivalentes. Para tal efeito, substitui-se em cada uma das fatias consideradas na
figura 2.36 o0 momento torsor resultante por um bindrio que lhe seja estaticamente equi-
valente. Obter-se-a entao a distribuicao de forcas verticais representadas na figura 2.37.

O que acontece se o momento torsor for constante ao longo de todo o bordo? Todas
as forgas verticais que surgem nesta transformacao tém o mesmo valor. Desta forma,
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Figura 2.37: Equivaléncia estatica no bordo III

a resultante dessas forgas nas fronteiras entre fatias é nula. O momento torsor no lado
sera entao estaticamente equivalente a duas forcas concentradas aplicadas nos vértices do
bordo considerado.

Figura 2.38: Aparecimento de forcas de canto no bordo III

O esforgo transverso “efectivo” continua a ser idéntico a distribuigao v,, surgindo apenas
a necessidade de se considerar a existéncia de forgas de canto, F;. Para verificar quanto
valem estas forgas, considere-se o que se passa na transformacao momento torsor/bindrio
numa fatia de laje de comprimento infinitesimal dy.

Nao esquecendo que nas lajes os momentos tém uma dimensao fisica de momento por
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-
<)/g

fffff -
Y/ e

Xy

Figura 2.39: Determinacao do valor das forgas de canto

unidade de comprimento, é possivel escrever:
Myy X dy = F; X dy = Fy = my, (2.68)

Considere-se agora que toda a laje esta sujeita a um campo de momentos torsores cons-
tante e com um valor positivo. A transformagao destes momentos torsores em bindrios
permite de imediato obter

Figura 2.40: Equivaléncia estatica em toda a laje

Sendo m,, constante, todas as forgas na interface entre fatias se anulam e apenas restam
as forgas concentradas nos cantos, que terao um valor dado por 2 m,,, tal como se encontra
indicado na figura 2.41.

A construcao anterior foi efectuada considerando que a distribuicao de momentos torsores
é constante. Ora esta situacao é pouco frequente, pelo que se torna necessario averiguar
quais as alteragoes a introduzir quando o valor de m,,, varia ao longo do bordo. Considere-
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2m 2m

Xy Xy
r X

Figura 2.41: Valor das forcas de canto em toda a laje

se de novo o que se passa no bordo III, quando se assume que m,, aumenta ao longo de
V.

Figura 2.42: Equivaléncia estatica ao longo do bordo III com momento torsor variavel

As forcas componentes dos bindrios variam agora de fatia para fatia. Assim, a resultante
nas interfaces entre fatias deixa de ser nula, surgindo um conjunto de forcas verticais
distribuidas que ¢é possivel somar a distribuicao de forgas verticais correspondendo ao
esforgo tranverso v,.

A soma do esforco transverso v,(x com a distribuicao de forcas ue resulta da
Y z

passagem momentos torsores-binério é usual chamar esforco transverso efectivo, r.(z,y).

Define-se

re(,y) = vao(,y) + £, (2.69)

E em funcao dos esforgos transversos efectivos que se impoe uma das condicoes de fronteira
nos bordos livres. Para se poder determinar a expressao que define esta nova grandeza, é
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necessario obter a relagao entre f, e a variagdo do campo de momentos torsores que lhe
da origem. Considerem-se para o efeito duas fatias infinitesimais de lajes colocadas uma
ao lado da outra.

Figura 2.43: Variacao do momento torsor entre fatias adjacentes

dy /\/
/
< .

[ — Xy

]
/;:><\\m MMy 4
xy + ay y

Figura 2.44: Determinacio do valor de f,

Na figura 2.43 representa-se a evolugao de m,, ao longo dessas duas fatias. Os correspon-
dentes binarios sao obtidos tendo em conta (2.68), tal como se encontra representado na
figura 2.44. Desta forma, na interface a resultante valera

0my,

dy

F, = dy

Se se distribuir esta forca concentrada pelo comprimento da fatia, obtém-se finalmente

0 My,
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Sendo assim, o esfor¢o transverso efectivo r,(z,y) serd dado pela equagao

B 0my,

A andlise desta equacao permite recuperar o comportamento discutido de forma mais
intuitiva. Quando ao longo de bordo com normal exterior segundo x o momento torsor é

constante,
amy,
Y

Ay
o esforco transverso efectivo r, ¢é igual ao esforco transverso v,. Quando esse momento

torsor varia, ao campo v, € necessario somar uma parcela adicional referente a “transfor-
macao” do momento torsor num conjunto de bindrios.

=0

Tendo em conta a equacao de equilibrio (2.36), é possivel escrever

(2.71)

dmy (9mxy> n OMmy,  Omy 0 my,y

rm@’y):(@x i dy oy  Ox 2 dy

Efectuando um raciocinio semelhante para os bordos com normal exterior segundo y, é
possivel verificar que o esforgo transverso efectivo ao longo dessa direccao é dado por:

omy,
ry(z,y) = vy(z,y) + pe Y (2.72)

A equagao de equilibrio (2.37) permite agora escrever:

om, 3mxy> n omg, Om, (2.73)

B B 0my,
T‘y(m’y)_<8y + 0w or  Jy 2 ow

E importante ter sempre presente que ao longo da fronteira da laje a distribuicao de
esforcos transversos v, (z,y) e vy(x,y) e o campo de momentos torsores My, (z,y) sao
estaticamente equivalentes as distribui¢oes de esforcos transversos efectivos, r,(z,y) e
ry(z,y), e as forgas de canto. Esta equivaléncia encontra-se ilustrada na figura 2.45.

Os valores das forgas de canto continuam a ser dados pelas igualdades
[(0,0)| = 2[may(0,0)] [R(0,b)[ = 2[may(0,0)]
| B(a,b)| = 2 |mgy(a, b)] [R(a,0)] = 2[may(a,0)]

Como agora os momentos torsores podem tomar valores diferentes em cada canto, as
reacgoes de canto também serao diferentes se tal vier a acontecer. Quanto ao sentido
dessas forcas, ele serd o que se encontra indicado na figura 2.41 se o momento torsor no
canto em causa for postivo. Se m,, for negativo, torna-se necessario trocar o sentido a
forca correspondente.
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Y R(0,b) L R(a,b)
T

Figura 2.45: Equivaléncia estatica na laje

Bordo livre

Figura 2.46: Condigoes de fronteira a verificar em bordos livres

57
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A figura 2.46 resume as condigoes de fronteira a verificar em bordos livres. Nesta figura,
n indica a direccao da normal exterior ao bordo livre; v,, e T, sao distribuicoes de forcas
verticais e momentos aplicadas directamente ao longo do bordo.

No caso da laje representada na figura 2.34, as condigoes de fronteira a verificar nos
bordos II, IIT e IV, sao as que se encontram indicadas na figura 2.47. Por simplicidade,
considera-se que neste caso nao existem cargas aplicadas nos bordos livres.

l'l’ly x,0)=0

/ Iyx0)=0

—

X

\/ mx(aay) =0

I, @y) =0

my(x,b) =0

y Y I'y(x,b) =0

Figura 2.47: Condigoes de fronteira na laje da figura 2.34

Por fim, é interessante verificar que a imposicao da condigao

ro(a,y) = vy(a,y) + Omalay) 0
dy

nao implica necessariamente o anulamento dos campos de esforgos v, e m,, ao logo desse
bordo.
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2.6 Identificacao de solucoes exactas

Um campo de deslocamentos transversais corresponde a solugao exacta se:

1. No dominio se encontra verificada a equagao de Lagrange, (A.10);

2. Na fronteira estao satisfeitas todas as condicoes de fronteira.

Na tabela 2.7 encontram-se sumarizadas estas condicoes.

SOLUGOES EXACTAS

No dominio

4 4 4
Pwz,y) Fwy) 0wy .y

0zt oy* 0 x2 0 y? Dy

Na fronteira

Bordo encastrado | Bordo simplesmente apoiado | Bordo livre

gl

w =

0, =0

w=w Tn =Tp

m, = M, m, = My,

3

Tabela 2.7: Condigoes para que uma solucao possa ser considerada como exacta

Problema 2.1
Considere-se a laje simplesmente apoiada representada na figura 2.48.

Para que a funcao

w(z,y) = ﬁ (4 - x2> (4 - y2) (2.74)

possa representar a solucao exacta da laje, qual devera ser o carregamento a aplicar no
vao e nos bordos da laje?

Resolucao

O campo de deslocamentos transversais fornecido encontra-se representado na figura 2.49.
Os valores representados foram escalados na forma W = —w x Dy.
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Figura 2.48: Defini¢ao da laje a analisar.

Figura 2.49: Campo de deslocamentos transversais
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a) Verificagdo da equagao de Lagrange

Derivando a solugao (2.74), podem obter-se as seguintes expressoes:

ow(z,y) 1

b 9
aw(x,y) _ 2
oy —E(‘l—x E
P w(x,y 1
Pan)

8:1: 4Df
82w<xay) o 1 2
TR _E(4_x )
Pw(r,y) 1 o

Oxdy 2Dy i
Fuwlzy) _

ox? ’
tw(x,y) 1

or2y?  2D;’
Ow(zy) _ .

oyt o

Substituindo as igualdades anteriores na equacao de Lagrange, obtém-se a condigao:

1 q 9
04+2X —+0=-— = q¢=10kN
+ ><2Df+ 2D, q /m

Como conclusao, pode dizer-se que para que o campo de deslocamentos apresentado em
(2.74) possa ser considerado como a solucao exacta do problema, é necessario que este-
ja aplicada na laje uma carga uniformemente distribuida com valor unitario, ¢(z,y) =
1.0 kN/m?.

No entanto, ainda nao se pode garantir que a equacao dada corresponda de facto a solucao
do problema. Falta ainda averiguar se a solucao verifica as diferentes condicoes de fronteira
especificadas.

b) Verificagao das condigoes de fronteira

Como todos os bordos da laje se encontram simplesmente apoiados, é preciso verificar se
em todos eles o valor dos deslocamentos transversais e dos momentos flectores é nulo.
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Nos bordos I e III a coordenada em y é constante e vale y = 2 e y = —2, respectivamente.
Substituindo estas igualdades em (2.74), obtém-se para ambos os casos:

w(x, +£2) = (4—2?)(4—-2%)=0.

8Dy
Para os bordos II e IV, onde se tem respectivamente que z = 2 e x = —2, a situagao ¢é
semelhante. De facto, verifica-se com facilidade que:

1
w(£2,y) = ——(4-2")(4-y*) =0.
(£2,9) = ¢ Df( )4 =y
Ficam desta forma verificadas as condigoes de fronteira cineméaticas. Para se determinar
o valor dos momentos flectores em cada um dos bordos da laje, é necessario determinar
primeiro o campo de momentos através da aplicacao das equagoes de compatibilidade e
das relagoes constitutivas.

Utilizando a equacao (2.59), os campos de momentos flectores, m, e m,, resultam

v(4—a?) 4—y?

(2.76)

Nos bordos II e IV verifica-se que

m, =1—19%/4,
enquanto que nos bordos I e III se tem

m, =1—2%/4.

Em qualquer um dos casos, o campo de momentos flectores no bordo nao é nulo. Conclui-
se entdao que para que o campo de deslocamentos apresentado em (2.74) corresponda a
solugao do problema, é necessario que o carregamento seja constituido, nao sé pela carga
unitaria uniformemente distribuida, mas também por um conjunto de momentos flectores
aplicados em cada um dos bordos da laje e cuja distribuicao deve ter a seguinte expressao
genérica:

m, =1—s%/4,

onde s representa x{y} nos bordos II e IV {I e III}. O carregamento encontra-se repre-
sentado na figura 2.50.

c¢) Caracterizagdo do comportamento da laje

O problema definido inicialmente encontra-se neste instante completamente resolvido.
Apenas com o intuito de ilustrar algumas das relagoes e conceitos que usualmente surgem
na analise de lajes finas, calculam-se de seguida os campos de rotacoes, os campos de
curvaturas, os campos de esforcos e as reacgoes de apoio.
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1-x 94

Figura 2.50: Cargas na laje simplesmente apoiada.

c.1) Célculo das rotagoes

Tendo em conta as derivadas apresentadas no ponto anterior, resulta de imediato que:

1
zemm@—gﬂ)
Hy—ﬁ (4—x2)y

Os campos de rotagoes encontram-se representados na figura 2.51, na qual foi utilizado o
factor de escala 0; = 6; x Dy.

Figura 2.51: Campo de rotagoes

E interessante verificar agora qual a distribuicao das rotagoes #, ao longo dos bordos II e
IV e das rotagoes ¢, ao longo dos bordos I e III.
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Nao ¢ dificil verificar que ao longo do lado II, para o qual se tem x = 2, o valor das
rotagoes normais ao bordo sao dadas por:

1
0, = — (2—197) .
Verifica-se desta forma que o campo de rotacgoes #,, toma valores diferentes de zero ao
longo deste bordo, sendo nulo apenas nos pontos correspondentes aos cantos da laje.
Comentarios semelhantes podem ser efectuados para os restantes trés bordos da laje.

Interessante é ainda verificar que para todos os cantos da laje se verifica que w = 0,
0, = 0e 0, = 0. Isto faz com os vértices da laje se encontrem encastrados, efeito esse que
¢é visivel na deformada representada na figura 2.49.

c.2) Célculo das curvaturas

Os campos de curvaturas sao determinados utilizando-se as condigoes de compatibilidade
(2.13), (2.14 e (2.17)

1
e =— (4=
X 4Df( y)
1
_ 4_2
1
oy = ———
Xew="9p, Y

As curvaturas de flexdo encontram-se representadas na figura 2.52, enquanto que o cam-
po de curvaturas de torgao se encontra representado na figura 2.53. Os valores estao
normalizados na forma X; = x; X Dy.

Figura 2.52: Campo de curvaturas de flexao.

c.3) Célculo dos momentos

Uma vez determinadas as deformacoes na laje, os campos de momentos sao calculados
aplicando as relacoes constitutivas (2.43), Os campos de momentos flectores, m, e m,,
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Figura 2.53: Campo de curvaturas de torgao

sao definidos pelas igualdades

_V(4—x2)+4—y2

4—a22 v (4—1y?)
4 4 '

Os respectivos diagramas encontram-se representados na figura 2.54.

O campo de momentos torsores, representado na figura 2.55, tem a seguinte expressao:

(1-v) ey

. (2.77)

Myy = —

Figura 2.54: Campo de momentos flectores.

c.4) Célculo dos esforgos transversos
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Figura 2.55: Campo de momentos torsores.

Os esforgos transversos podem ser obtidos a partir das definigoes:

o om, — Omy,
Y y

omy,  Om,
v, =
Y ox oy
A substituicao nas definicbes anteriores das expressdes obtidas para os campos de mo-
mentos permite obter:

—1=-v)z vz x

’Ux: - = —
2 2 2

Y 2 2 2

E possivel verificar agora que o campo de esforgos transversos verifica a equagao de
equilibrio de forcas transversais:
Ov, ~ Ovy 1 1

_ f— _——— 1:
6$+8y+q 0— 5 2+ 0

Os campos de esforgos transversos encontram-se representados na figura 2.56.
c.5) Célculo do esforgo transverso efectivo e das forgas de canto

Nos bordos perpendiculares ao eixo dos x (bordos II e IV) o esforgo tranverso efectivo é

definido a partir da igualdade,
Oy,

Ay
Nos bordos I e III, perpendiculares ao eixo y, os esforcos transversos efectivos sao dados
por:

Ty = Ug +

OMigy

ox

Ty = Uy +
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Figura 2.56: Campo de esforgos transversos.

No bordo II, a definicao anterior permite obter

T 1—v T
Tx:——— xr = —

2 2 2

(—2+v),
ou ainda, tendo em atencao que naquele lado x = 2,
T, =—2-+Uv.

A repeticao deste calculo para cada um dos restantes bordos da laje, permitira verificar
que o esforgo transverso efectivo em cada um deles é constante. Pode verificar-se também
que em qualquer um dos casos o valor absoluto do esforco transverso efectivo é o mesmo,
[7e]l =2 —v.

Figura 2.57: Distribuigao dos esforgos transversos efectivos nos bordos da laje.

Na figura 2.57 encontra-se representada a distribui¢ao dos esforgos transversos efectivos
nos bordos da laje, esforgos esses que podem ser vistos como correspondendo as reacgoes
de apoio no contorno da laje. E importante verificar que o sentido dessas reacgoes é
sempre negativo (forgas verticais aplicadas no sentido negativo do eixo z).
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A resultante dessas reaccgoes é dada por:
Rge:—4></ (2—v)ds=—4x4x(2—v)=—32+160kN .
0
Se se verificar que a resultante das cargas verticais aplicadas é dada por:

2 12 2 12
Ropi = / / q(z,y) dxdy = / / 1.0dxdy = 16.0kN ,
2/ 2 2./ 2

chega-se a estranha conclusao de que aparentemente nao se encontra verificado o equilibrio
global em termos de forcas verticais.

-y 41-v
7y Py

Figura 2.58: Reacoes de canto no elemento de laje.

Esta conclusao estd de facto errada, uma vez que nao foram ainda contabilizadas as forgas
que se desenvolvem nos cantos da laje. Se o valor do momento torsor for positivo em cada
um dos cantos da laje, o sentido das forgas verticais concentradas que ai surgem é o que
se encontra indicado na figura 2.58 a). Como nos cantos B e D (ver figura 2.48) o valor
do momento torsor é negativo, as reacgoes de canto que se desenvolvem na laje tém o
sentido apresentado na figura 2.58 b).

O valor de cada forca de canto ¢ dado pela igualdade:

(1—-v)

Flonto = 2 X |mxy|:2><T><2><2:4><(1—u).
A resultante das forcas de canto é dada entao por:
Reanto =4 x 4 x (1 — ) = 16 — 16w kN.
Conclui-se entao que o equilibrio de forcas verticais, envolvendo cargas aplicadas, esforgos
transversos efectivos e forcas de canto é de facto verificado:

Ry, + Ropi + Reanto = —32 + 16v 4 16 + 16 — 16v = 0 kN.
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2.7 Distribuicoes de esforcos equilibradas

Para que uma dada distribuicao de esforgos possa ser considerada como equilibrada (ou
estaticamente admissivel) é necessario que:

1. No dominio se encontrem verificadas as condigoes de equilibrio, (2.39);

2. Na fronteira estejam satisfeitas todas as condi¢oes que envolvem a especificacao de
uma qualquer componente dos campos de esforcos.

Na tabela 2.8 encontram-se sumarizadas estas condicoes.

ESFORGOS ESTATICAMENTE ADMISSIVEIS

No dominio

82 My 82 my, 82 Myy
Ox? oy? 2 Ox Oy +a(z,y) =0

Na fronteira

Bordo encastrado | Bordo simplesmente apoiado | Bordo livre

- - ’]"n:TTL

- My = My My =My

Tabela 2.8: Condigoes para que uma distribuicao de esforgos seja estaticamente admissivel

Varias sao as questoes que se podem colocar neste instante:

e Como identificar distribuicoes de esforgos estaticamente admissiveis?
e Como “construir” distribui¢oes de esforgos equilibradas?

e Como verificar se uma dada distribuicao de esforcos que equilibra um carregamento
corresponde a solugao exacta para o problema?

A resposta a primeira destas perguntas corresponde a aplicagao das verificagbes sumari-
zadas no diagrama da tabela 2.8. J& a resposta as duas questoes seguintes nao é tao ime-
diata. Para facilitar a apresentacao, os conceitos envolvidos na resposta a estas questoes
sao apresentados e discutidos com base na resolucao de problemas concretos.
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Problema 2.2

Considere-se a laje rectangular simplesmente apoiada representada na figura 2.59. Esta
laje esta sujeita a accao de uma carga uniformemente distribuida com valor unitario.

Figura 2.59: Laje rectangular simplesmente apoiada

a) Sera que os campos de momentos
mg(z,y) = x — 0.25 2°
my(z,y) = 0.75y — 0.25
May(2,y) =0

equilibram o carregamento?

b) Caso se trate de uma distribuicdo de esforcos equilibrada, serd também a solugao
exacta?

Resolucao

a) Para que a distribuigao de esforgos possa ser considerada como equilibrada, é necessario
que:

1.
Pm, Pm, _Fm
Ox? oy? * Ox Oy +al@,y) =0
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(condigoes de fronteira)

Dos dados do problema tira-se com facilidade

9’ m,
W — _0-5
P m
8y2y =-05
9? my,
=0.0
dxdy

pelo que a condigao de equilibrio no dominio (2.39)
(—0.5) + (—=0.5)+2(0)+1.0=0

se encontra verificada. E também imediato verificar que as condic¢oes de fronteira estatica
também se encontram satisfeitas. Tendo em conta os campos de momentos dados, pode
escrever-se,

0,y) =0—0.25x0*=0
4,9) =4—0.25x 4> =0
0
3

my(7,0) = 0.75 x 0 — 0.25 x 0> =0
my(7,3) =0.75 x 3 - 0.25 x 3> =0

como se pretendia verificar.

Conclui-se desta forma que a distribuigao de esforcos dada ¢é estaticamente admissivel
(equilibra o carregamento dado). Mas serd a distribui¢ao de esforgos exacta?

b) Uma anélise das expressoes dadas para os campos de esforgos permite desde logo dizer
que s6 muito dificilmente estes campos de momentos flectores e torsor serao os exactos.
Isto porque nao é de esperar que numa laje simplesmente apoiada sujeita a ac¢ao de uma
carga uniformemente distribuida os momentos torsores sejam nulos (o que seria entao
feito das forgas de canto?). Também nao é razodvel que o campos de momentos m, sé
dependa da coordenada x enquanto que o campo de momentos m, dependa apenas da
variavel y.

Trata-se entao de uma distribuicao de esforgos equilibrada, mas que nao corresponde
a solucao exacta. Saliente-se desde ja que a laje, como estrutura “hiperstatica” que
é, permite que se construa uma infinidade de solucoes equilibradas. De entre todas as
solugoes equilibradas possiveis, havera uma que corresponde a solucao exacta, mas a sua
obtencao é, regra geral, bem dificil.

Como se pode demonstrar que a solucao equilibrada obtida nao é de facto a solugao exacta?
Se o fosse, os campos de esforcos dados deveriam dar origem a um campo de curvaturas
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(aplicando as relagoes de elasticidade) que por sua vez deveriam permitir a obtengao de
um campo de deslocamentos transversais (aplicando as condigoes de compatibilidade) que
respeitasse todas as condicoes de fronteira cinematica.

Sera que a obtencao de um campo de deslocamentos que respeite estas condigoes é possivel
neste caso? Para responder a esta questao, comecemos por calcular as curvaturas de flexao
Xz associadas aos campos de esforcos dadas. Como se assume que v = 0, obtém-se

1
Xa(,y) = D—fmx(w,y)
Xz(T,y) = L(ar;—025aU2>
x Y Df *

Sera agora possivel determinar um campo de deslocamentos que respeite todas as con-
di¢oes de fronteira
w(z,0) =w(z,b) = w(0,y) =w(a,y) =0

e que respeite a condicao de compatibilidade

0% w(z,y)
Xe(T,Y) = T o2

A resposta é de imediato negativa se se tiver em conta que
w(x,0) =0 = x(z,0) =0

ou seja, a satisfacao das condicoes de fronteira e da condicao de compatibilidade impoe
que seja nulo o campo de curvaturas de flexao ao longo da fronteira y = 0. Ora, do campo
de curvaturas obtido a partir do campo de momentos dado vem

Ya(z,0) = Di (z—02527) #0
f

pelo que a solugao nao é a exacta, como queriamos demonstrar.

A obtencao de solugoes equilibradas desempenha um papel muito importante na andlise
de lajes, uma vez que a determinacao de solucoes exactas ou é bem complicada, ou de
todo impossivel. Tendo em conta o teorema estatico da analise plastica limite, o dimen-
sionamento efectuado com base em distribuicoes de esforgos equilibrados esta sempre do
lado da seguranca.

A segunda das perguntas enunciadas logo no inicio desta seccao é entao a que de um ponto
de vista pratico maior importancia tem. Como construir/obter distribui¢oes de esforgos
equilibrados?

A andlise dos campos de esforcos do problema anterior permite-nos ter uma ideia de
como essa construcao podera ser efectuada. Para comecar, é importante verificar que se
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assume logo a partida que my,(z,y) = 0. Isto corresponde a afirmar que o carregamento
é equilibrado apenas com recurso a momentos flectores.

Qual é o diagrama de m, e de m,?. Tendo em conta as expressoes fornecidas, obtém-se
os diagramas representados na figura 2.60

Figura 2.60: Diagramas de momentos m, e m,,

E possivel verificar que m,(x,y) corresponde ao diagrama de momentos flectores que se
obtém da andlise da viga representada na figura 2.61. Esta viga tem um comprimento
igual a dimensao da laje segundo essa direc¢ao e as condig¢oes de apoio nos nés inicial e final
reflectem o que se passa nos bordos r = 0 e x = 4. Tratando-se de bordos simplesmente
apoiados, também os nés extremos do elemento de viga considerado devem ter o mesmo
apoio. Estd aplicada uma carga uniformemente distribuida ¢, = 0.5.

///r~qu=05
rhe by

U

4m4—1

&

m =x-0.25 x

Figura 2.61: Viga para obtencao de m,

O campo de momentos m,(x,y) pode agora ser determinado com base na andlise de um
elemento de viga com a direc¢ao do eixo y e com um comprimento de trés metros. Tendo



74 GRUPO DE ANALISE DE ESTRUTURAS

em conta as condigoes de apoio existentes em y = 0 e y = 3, a viga a utilizar é a que se
encontra representada na figura 2.62.

_ dy=05
ERENRRNNEY

V<«

—— 3m —

&

m, =075y - 0.25 y?

Figura 2.62: Viga para obtencao de m,,

Para se garantir a obtencao de uma distribuicao de esforcos equilibrada, é necessério
garantir que

(2, y) = ¢u(,y) + ¢y (2, y) (2.78)
ou seja, que a soma da parcela da carga a equilibrar na direccao z, ¢,, com a parcela da
carga a equilibrar na direc¢ao vy, g,, seja igual a carga distribuida total, ¢(z,y).

Neste problema tem-se ¢, = 0.5 e ¢, = 0.5. No entanto, qualquer outra reparticao
de cargas, desde que satisfazendo a condi¢ao (2.78), permite obter uma distribuigao de
esforcos que equilibre o carregamento. No limite, pode considerar-se que ¢, =g e ¢, =0
ouq, = 0 e q, = q Esta tltima reparticao de cargas permite simplificar a obtengao
de diagramas equilibrados, mas os campos obtidos, embora se encontrem do lado da
seguranca, podem afastar-se significativamente do comportamento real da estrutura.

Esta forma de “construir” distribuicoes de esforcos estaticamente admissiveis em lajes
rectangulares de dimensdes (a X b) encontra-se sumarizada na tabela 2.7.

Para validar este processo, basta verificar que com a reparticao de cargas assumida em
(2.78) e considerando m,, = 0, se pode escrever

*m, 0% m,
+ gty =0

0x? 0y?
Ora o passo 3 permite obter um campo de momentos que satisfaz
9* m,
o2 T =0
e 0 passo 4 permite a verificagdo da condicao
P m
Y +q,=0
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OBTENGAO DE DISTRIBUIGOES DE ESFORCOS EQUILIBRADAS

1. Arbitrar my,(z,y) =0

2. Repartir o carregamento em duas direccoes, considerando sempre
q(z,y) = qu(2,y) + ¢y (2, y)

3. Determinar o campo m,(x,y) através da determinagao de um campo de momentos
que equilibre a carga ¢, numa viga com a direc¢ao x, comprimento L = a, e com
as condigoes de apoio ditadas pelas condigoes de fronteira da laje nos bordos x = 0
er=a.

4. Determinar o campo m,(z,y) através da determinagao de um campo de momentos
que equilibre a carga g, numa viga com a direcgao y, comprimento L = b, e com as
condicoes de apoio ditadas pelas condicoes de fronteira da laje nos bordos y =0 e
y=>.

Como consequéncia, a equagao de equilibrio no dominio é verificada. As condicoes de
fronteira estatica estao também satisfeitas porque se consideraram nas vigas utilizadas na
construcao do campo de momentos os apoios correspondentes aos que que existem nos
bordos da laje.

Problema 2.3

Considere a laje representada na figura 2.63. Tendo em conta que a laje estd subme-

‘

‘

Figura 2.63: Laje rectangular com tipos de apoios diferentes

tida a accao de uma carga uniformemente distribuida com valor unitario, obtenha uma
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distribuicao de esforcos que equilibre o carregamento.
Resolucao

Aplicando um procedimento semelhante ao que foi descrito atras, poder-se-a construir a
distribui¢ao de esforcos pretendida. Desta forma, comeca-se por considerar m,, = 0. Os
campos de momentos flectores sao obtidos considerando o equilibrio dos elementos de viga
representados na figura 2.64.

4m —— -~ 3m

Figura 2.64: Elementos de viga para a determinacao dos campos de momentos flectores

Obtém-se:
my(2,y) = % (4 - o)
2
Y 9
my(7,y) = q, (3y — 5 5)

Para que esta distribuicao seja estaticamente admissivel, s6 falta impor que ¢, + ¢, = gq.

E f4cil verificar agora que a distribuicao de esforgos obtida é equilibrada. Estao satisfeitas
a condicao de equilibrio no dominio e todas as condig¢oes de fronteira estaticas. De facto,

P m, P m, 49 0% My,

0x? + 0y? Ox Qy

+q(z,y)=—¢: —q,+q=0

Na fronteira tem-se:

ma(4,y) = %(4 x4—42) =0

9 9
my(Ia3):qy(9—§—§):0

am omy 2y
ry(7,3) = ( 3yy+2 3xy> — W (3_7);,—3:0
y=3 -
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E importante reforcar que este método de construcao nao é o tinico que permite a obtencao
de diagramas de esforcos estaticamente admissiveis. Um processo alternativo podera
passar pela consideracao e tratamento directo das condigoes indicadas no quadro 2.8.

Problema 2.4

Considere-se de novo a laje representada na figura 2.63. Serd possivel equilibrar o carre-
gamento considerando agora que my(x,y) = my(z,y) = 07

Resolucao

Pretende-se verificar se é possivel equilibrar na laje em estudo uma carga uniformemente
distribuida com recurso apenas a um campo de momentos torsores. Para que a equagao
de equilibrio no dominio venha satisfeita, é necessario considerar que

Pm, P m, Lo 0? my,

Ox? + Oy? Ox Jy

+1.0=0

o que implica
0% my, 1 1

Qualquer que sejam as fungoes f(x), g(y) e o valor da constante C', o campo de momentos
torsores assim determinado permite verificar a condicao de equilibrio no dominio.

O que se passa agora com as condigoes de fronteira? Tendo em conta que a partida se
considerou my(z,y) = my(x,y) = 0, apenas falta tratar a condigao r,(z,3) = 0.

Como my(x,y) = 0, esforgo transverso efectivo r,(z,y) pode ser calculado através da
igualdade:

0 my
Ty(zay) = axy
Obtém-se entao
0
25 —%+f(x)+g(y)+€} =0
T y=3
5 l_ng@f(w) _
2 Ox _
y=3
3 0f(x) 3
—§—|— pe = 0:>f(x)—2q;

A carga uniformemente distribuida pode ser entao equilibrada pelo seguinte campo de
esforcos:

me(z,y) =0
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my(xay) = O

1 3

Verifique-se agora se o campo de esforcos construido desta forma corresponde a solugao
exacta para o problema. Mais uma vez a resposta intuitiva é imediata, se se tiver em con-
sideracao que fisicamente nao faz sentido serem nulas as duas distribuicoes de momentos
flectores.

E no entanto necessdrio demonstrar formalmente que a distribuicao de esforcos obtida
é apenas equilibrada. Se fosse exacta, os campos de curvaturas associados ao campo
de esforcos deveriam permitir a obtencao de um campo de deslocamentos transversais
(através da aplicacdo das condigbes de compatibilidade) que respeitasse ainda todas as
condicoes de fronteira cinematica.

Tendo em conta que se considera v = 0, os campos de curvaturas associados ao campo de
esforcos anteriormente construido sao dadas pelas seguintes igualdades:

Xz(2,y) =0

Xy(2,y) =0

1
Xay(T,Y) = m(—ﬂﬁlﬂrim)

Para que possam corresponder a solucao exacta, estas curvaturas devem poder ser obtidas
a partir de um campo de deslocamentos transversais que satisfaca todas as condigoes de
compatibilidade (tanto no dominio quanto na fronteira).

Tal como referido na resolucao da alinea b) do Problema 2.2, a verificacao das condigdes
de fronteira implica que:

w(z,0) =0 = x.(x,0) =0
w(0,y) = 0= x,(0,y) =0
w(4,y) = 0= x,(4,y) =0

O campo de curvaturas acima obtido permite verificar de imediato este conjunto de con-
digoes. Sera entao possivel dizer-se que a solucao é exacta? A resposta a esta pergunta tem
de ter em consideracao que ha ainda equagoes de compatibilidade por verificar. Nomeada-
mente, falta ainda averiguar se estes campos satisfazem as condi¢oes de compatibilidade
no dominio. Por outras palavras, pode dizer-se que falta ainda discutir se existe um campo
de deslocamentos transversais que permita recuperar, através da aplicagao das condigoes
de compatibilidade no dominio, os campos de curvaturas acima indicados. Sera pois um
erro grosseiro afirmar desde ja que a solucao obtida corresponde a exacta.
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Para que um conjunto curvaturas possa ser compativel, é necessario que se verifiquem as
condicoes seguintes:

5y 06l) = 57 () =0 (2.79)
5 Col) = 5. () =0 (2.80)

Para recuperar as condigoes (2.79) e (2.80) basta ter em conta as definigoes (2.13), (2.14)
e (2.17).

Substituindo agora em (2.79) as curvaturas em questao obtém-se:

0 0 1 1
a—y(o)—a—x<m(—xy+3x)>:0+2—Df(y—3)7é0

A nao verificagao da condigao (2.79) permite desde logo afirmar que os campos de curva-
turas apresentados nao sao compativeis, pelo que o campo de esforcos equilibrado acima
construido nao corresponde a solucao exacta.

Embora tal nao fosse ja necessario, é possivel averiguar se a condigao (2.80) se encontra,
satisfeita. Resulta de imediato que:

0 0 1 1

2.8 Campos de deslocamentos compativeis

Para que um determinado campos de deslocamentos possa ser considerado como com-
pativel (ou cinematicamente admissivel), é necessario que

1. No dominio se encontrem verificadas as condigoes de compatibilidade, (2.13), (2.14)
e (2.17);

2. Na fronteira se encontrem satisfeitas todas as condigoes que envolvem a especificacao
de um qualquer campo de deslocamentos.

Na tabela 2.9 encontram-se sumarizadas estas condigoes.

De novo, podem desde ja colocar-se as seguintes questoes:

e Como identificar campos de deslocamentos cinematicamente admissiveis?
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CAMPOS DE DESLOCAMENTOS COMPATI{VEIS
No dominio
Pw(z,y)
H(2y) = ———5 5
X (2, ) 502
*w(z,y)
Xy(T,y) = —Tyg
Pw(z,y)
w(T,y) = ——F5
Na fronteira
Bordo encastrado | Bordo simplesmente apoiado | Bordo livre
w=w w=w -
6, =10, : i
Tabela 2.9: Condicoes para que o campo de deslocamentos seja cinematicamente ad-

missivel
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e Como construir campos de deslocamentos cinematicamente admissiveis?

e Como verificar se um dado campos de deslocamentos compativel corresponde também
a solucao exacta do problema?

A semelhanga do que se passa nas solucoes equilibradas, também neste caso é possivel
obter uma infinidade de campos de deslocamentos transversais que satisfacam as condigoes
de compatibilidade. No entanto, o interesse pratico deste exercicio ja nao é tao relevante
quanto o era no caso das distribuigoes de esforcos equilibradas. Isto porque tendo em
conta o teorema cinematico da analise plastica, campos de deslocamentos compativeis
fornecem solucoes contra a seguranca.

Tal como na seccao anterior, os conceitos serao apresentados através da resolucao de
problemas.

Problema 2.5
Considere-se de novo a laje representada na figura 2.59

a) Sera que o campo de deslocamentos

w(z,y) = (4r — 2°) 3y — y°)
é compativel?

b) Caso se trate de uma solugdo compativel, serd também o campo de deslocamentos
exacto?

Resolucao

a) Para que o campo de deslocamentos possa ser considerado como compativel, é ne-
cessario que

0*w(z,y) 0*w(z,y) O*w(z,y)
Xelwy) = == 5= %@y =——F 5= Xulny) =-——F 5

(condigao no dominio)

(condigoes de fronteira)
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As condicoes de compatibilidade no dominio impdem apenas que o campo de deslocamen-
tos fornecido permita a determinacao dos campos de curvaturas X, Xy € Xzy. De uma
forma pouco rigorosa, poder-se-a dizer que as condi¢oes no dominio impdem apenas que as
segundas derivadas envolvidas nas equagoes (2.13), (2.14) e (2.17) se possam determinar.
Para que tal aconteca, é necessario que a funcao de deslocamentos dada seja continua e
apresente primeiras derivadas continuas.

Como no caso em estudo o campo de deslocamentos é dado por uma fungao polinomial,
as condigoes anteriores resultam satisfeitas de forma imediata. Os campos de curvaturas
induzidos pelo campo de deslocamentos sao assim dados por

Xo(,9) = 2By —y?)

Também ¢ facil verificar que:

w(0,y) = (0-0%) 3y —y*) =0
w(d,y) =(Ax4-4)By—y*) =0
w(z,3) = (4z — 2%) (0 —0%) =0
w(z,3) = (4o —2?) (3 x 3 —3%) =0

o que permite concluir de imediato que o campo de deslocamentos é de facto compativel.

b) A solugao serd exacta se o campo de deslocamentos satisfizer todas as condigoes ex-
pressas no diagrama da tabela 2.9. Tendo em conta que v = 0, obtém-se
my(2,y) = Dy xe = 2Dy (3y — y?)
0 que permite verificar
ma(0,y) = 2Dy (3y —y?) #0

o que por sua vez implica que a solucao nao pode ser considerada como exacta, uma vez
que uma das condigoes de fronteira nao se encontra verificada.

Problema 2.6

Considere-se de novo a figura representada na figura 2.63. Pretende-se construir um
campo de deslocamentos que satisfaca as condigoes de compatibilidade.

Resolucao

Para se construir um campo de deslocamentos compativel, é necessario garantir a verifi-
cacao de um conjunto de condi¢oes no dominio e na fronteira.
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Se se utilizar uma funcao polinomial para definir o campo de deslocamentos transversais
em todo o dominio da laje, as condi¢oes de compatibilidade no dominio vém automati-
camente verificadas. Isto acontece porque as func¢oes assim construidas sao continuas e
apresentam primeiras derivadas continuas, permitindo sempre a definicao dos campos de
curvaturas.

Fica desta forma a faltar apenas a verificagao das condigdes de fronteira. Um processo
simples para efectuar a construcao pretendida passa pela utilizacao da seguinte funcao:

w(z,y) = fi(z) x fo(x) x g1(y) X g2(y) (2.81)

Em (2.81), fi(z) e fo(z) representam polindmios que permitem satisfazer as condigoes de
fronteira cinematica nas fronteiras z = 0 e z = a. Do mesmo modo, os polinémios g (y)
e go(y) verificam as condigoes de admissbilidade cinematica nas fronteiras y = 0 e y = b.

Se cada uma das funcoes f;(z) e g;(y) verifica as condigdes de fronteira cinemdtica em
cada trogo da fronteira da laje, o seu produto, definido em (2.81), permite assegurar a
verificacao simultanea de todas as condicoes de admissibilidade cineméatica na fronteira.

Na laje em estudo, as condicoes de fronteira cinematica a considerar sao as seguintes:
w(0,y)=0, emz =0
w(4,y) =0, emz =4
w(z,0) =0eb0,(x,00) =0, emy=0

Quais as fungoes f1(z) e fo(z) a considerar? Ou seja, quais os polinémios que permitem
garantir as condigdes w(z,y) = 0, para x = 0 e para x = 47 E facil verificar que os
polinémios pretendidos sao dados pelas igualdades:

filz) ==z
folz) =2 —4

Dado que no bordo y = 3 nao hé qualquer condicao de fronteira cinematica a verificar
(trata-se de um bordo livre), a funcdo g»(y) pode ser retirada do produto definido na
equagao 2.81. Desta forma, fica apenas a faltar a definicao da fungao g;(y).

A consideragao de ¢1(y) = y permite verificar de imediato a condi¢do w(z,0) = 0. No
entanto, a segunda das condicoes, 6,(z,0) = 0, ndo vem verificada. Desta forma (e
sempre que surjam bordos encastrados), é necessario utilizar-se um polinémio que se
anule ao longo do bordo considerado, mas que tenha também derivada nula. Nao é dificil
de verificar neste caso que a fungao g»(y) = y* satisfaz estas condigoes.

Recorrendo agora a definigao (2.81), é possivel escrever o seguinte campo de deslocamentos
compativeis para a laje:

w(z,y) == (v —4)y*

E importante ter em conta que a utilizacao de fungoes polinomiais nao é condicao ne-
cessaria para que se possam construir campos de deslocamentos compativeis. Muitos
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outros tipos de fungoes poderiam ser utilizadas. Trata-se, no entanto, do procedimento
mais simples.

Considere-se agora um procedimento alternativo (um pouco mais formal) para se resolver
este mesmo problema. Para tal, considerem-se de novo as vigas equivalentes utilizadas na
construcao de distribuicoes de esforcos estaticamente admissiveis.

4 m

o / NN

X

Figura 2.65: Vigas equivalentes

Se se obtiverem campos de deslocamentos compativeis nas vigas representadas na figu-
ra 2.65, a fungao

w(z,y) = wi(x) X wa(y) (2.82)
corresponde a um campo de deslocamentos transversais que garantidamente satisfaz as
condicoes de compatibilidade na laje.

Como construir as fungoes wi(x) e we(y)? Comecemos pela primeira. Pretende-se deter-
minar uma funcao de classe C' (funcio continua com primeira derivada continua), para
que a existéncia de segundas derivadas e por consequéncia a satisfacao de compatibilidade
no dominio possam ser garantidas a partida. O tipo de funcao mais simples serd uma
funcao do tipo polinomial.

Deve impor-se ainda que a funcdo w;(z) satisfaca as condigoes de fronteira wi(0) =
wy(4) = 0. Para satisfazer estas duas condigoes e apresentar um valor diferente de zero
ao longo de x, o campo de deslocamentos, se for considerado como polinomial, devera ter
pelo menos grau dois. Tera entao a seguinte forma geral:

2
wi(x) =cra” +cax+c3
Impondo as condicoes de fronteira obtém-se sucessivamente,

’LUl(O) = 0=>c3=0
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wi(4d) = 0=>16c1+4c=0=>c=—-4¢
O campo de deslocamentos pretendido serd entao da forma
w(z) =c 2> —4dex

Qualquer que seja o valor considerado para c¢;, o campo de deslocamentos na viga é
compativel. Por simplicidade, considera-se que ¢; = 1.0.

Na direcgao y, wo(y) poderd ser uma funcdo polinomial que satisfaca as condigoes wq(0) = 0
e 0(0) = —0w9(0)/0y = 0. A imposicao de duas condigoes implica que de novo o po-
linémio a utilizar seja pelo menos do segundo grau. Pode entao escrever-se:

wa(y) = diy? + dyy + ds
Tendo em conta as condicgoes de fronteira, conclui-se que
wy(0) = 0=d3=0
0(0) = —0wy(0)/0y = 0= —-2d; X0+ —-dy=0=dy =0
O campo pretendido tera a forma geral
wy(y) = diy’
Considera-se de novo d;=1.0

De (2.82), resulta que o campo de deslocamentos

w(z,y) = wi(x) X wa(y) =z (x —4)y°

é um campo de deslocamentos compativel na laje. E também possivel verificar que este
campo de deslocamentos nao é exacto.
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