Capitulo 4

Funcoes de Walsh

4.1 Consideracoes iniciais

A utilizagao do modelo hibrido-misto apresentado no capitulo anterior permite uma
enorme liberdade na escolha das funcoes de aproximacao. Uma vez removida a
restricao usualmente imposta pelo conceito de interpolacao nodal, os campos de
tensoes e de deslocamentos podem ser modelados através da combinacao linear de
conjuntos completos de funcoes linearmente independentes.

A simplicidade e eficiéncia do modelo numérico resultante depende fortemente das
funcoes de aproximacao escolhidas. A utilizacao de funcoes com definicao ma-
temdtica simples (tais como as fung¢des polinomiais) facilita, regra geral, o cdlculo
dos elementos das matrizes estruturais e as operacoes de pés-processamento. Pelo
contrario, se se pretender verificar localmente algumas das condigoes do problema
através da utilizacao de solugoes classicas da Teoria da Elasticidade, nao sé a de-
finicao das fungoes se complica, como também se torna mais moroso e delicado o
processo de célculo das matrizes estruturais. Em contrapartida, é natural que a
utilizagao destas funcoes permita obter uma boa solu¢ao com um ntmero de graus
de liberdade significativamente inferior aquele que teria que ser considerado se se
utilizassem apenas funcoes polinomiais.

A eficiéncia numérica do modelo hibrido-misto pode ser melhorada através da con-
sideracao de séries completas de fungoes ortogonais, como sao exemplo as funcgoes
trigonométricas [66, 72, 147] e os polindmios de Legendre [147, 138]. A utilizagao de
fungoes ortogonais simplifica consideravelmente as operacoes envolvidas no calculo
dos elementos das matrizes estruturais. Permite, regra geral, a obtencao de solugoes
analiticas para os integrais envolvidos no processo de célculo, tornando desnecessario
0 recurso a quaisquer esquemas de integracao numérica. Este facto pode ser rele-
vante, nao s6 pela economia que proporciona em termos de tempo de calculo, mas
também pela garantia que assegura no que diz respeito a minimizagao da ocorréncia
de erros numéricos associados ao calculo dos integrais.
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A utilizacao de séries hierdrquicas ortogonais é também importante quando se pre-
tende efectuar uma andlise baseada em processos p-adaptativos, quando o refina-
mento da solucao é conseguido a custa do aumento do nimero de termos na série
utilizada na aproximagao, sem no entanto se alterar o nimero de elementos finitos
considerado a partida. A ortogonalidade existente entre as fungoes permite que as
matrizes estruturais possam ser recalculadas de uma forma bastante eficaz, sendo
possivel maximizar o nimero de coeficientes que permanecem inalterados em relacao
a analise anterior.

E no campo da Teoria dos Sinais que as fungoes trigonométricas tém vindo a desem-
penhar um papel de grande relevo, sendo a analise de Fourier uma das ferramentas
matematicas com maior aplicacao naquele dominio. No entanto, a crescente capa-
cidade e poténcia de célculo da computacao digital tem favorecido o aparecimento
de outros sistemas de fungoes ortogonais que tém vindo a ser utilizados com as-
sinalavel sucesso, substituindo mesmo em muitas aplicagoes as tradicionais séries
trigonométricas. Sao precisamente dois destes sistemas alternativos que sao utiliza-
dos neste trabalho para modelar os campos de tensoes e de deslocamentos quando
se aplica a formulacao hibrida-mista apresentada na analise eldstica e elastoplastica
de problemas planos: as séries digitais de Walsh [192] e as familias de séries de
wavelets propostas por Daubechies [52].

As séries digitais de Walsh sao constituidas por fungoes que podem tomar apenas dois
valores possiveis, +1 e -1. Uma das grandes vantagens existentes na sua utilizacao
resulta da facilidade com que tais fungdes podem ser geradas e manipuladas. Além
disso, todas as multiplicagoes envolvendo fungoes de Walsh podem ser reduzidas a
uma sequencia apropriada de trocas de sinal. Refira-se que para além das séries de
Walsh, existem outros sistemas de funcoes digitais que merecem destaque pela sua
importancia no dominio do processamento de sinais. E o caso das séries de Haar [94]
e de Rademacher [171]. Embora nao sejam aqui aplicadas, importa referir que as
funcoes de Rademacher podem desempenhar um papel importante na geracao de
fungoes de Walsh. Por outro lado, as fun¢oes de Haar constituem uma série que, tal
como se vera no seguimento, corresponde a série de wavelets de grau menos elevado.

As potencialidades das séries de wavelets propostas por Daubechies [52] hd bem
poucos anos, foram rapidamente reconhecidas. Como consequéncia, estas funcoes
tém vindo a ser cada vez mais utilizadas no dominio do processamento de sinais e de
imagens. Em relacao as funcoes trigonométricas, tém a vantagem de apresentar um
comportamento local tanto no dominio da frequéncia como no dominio do tempo, o
que se traduz numa assinalavel vantagem em muitas situagoes tipicas da andlise de
sinais. Embora a geracao e a manipulagao das séries de Walsh seja mais simples, as
propriedades de que as wavelets gozam tornam bastante atractiva a sua utilizacao
como fungoes de aproximacao em modelos hibrido-mistos de elementos finitos.

Efectua-se, neste capitulo, a apresentacao das funcgoes e séries de Walsh. Discutem-se
alguns métodos alternativos de geracao e introduzem-se algumas das suas proprie-
dades mais importantes. Indica-se ainda a forma através da qual se pode exprimir
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uma dada funcao como combinacao linear de um conjunto completo de fungoes de
Walsh. A apresentacgao dos sistemas de wavelets é efectuada no capitulo seguinte.

4.2 Funcoes e séries de Walsh

As séries digitais de Walsh [192] foram apresentadas em 1923. Foi no entanto apenas
ha pouco tempo que a sua importancia foi reconhecida e a sua utilizacao generaliza-
da. Hoje em dia é bastante vasto o seu campo de aplicagoes [18], cobrindo areas tao
distintas como a espectroscopia, a sismologia, o processamento e reconhecimento de
voz, a medicina e a detecgao remota (radares e sonares).

Figura 4.1: Processamento de imagens utilizando séries de Walsh (extraido de Be-
auchamp).

Na figura 4.1 ilustra-se outra das importantes aplicacoes das séries de Walsh, o pro-
cessamento e tratamento de imagens. Interessante é verificar a forma como a imagem
é sucessivamente refinada a custa da consideracao de um niimero sempre crescente
de termos na série utilizada para o processamento. Refira-se que foi precisamente
a utilizagao das funcoes de Walsh em processamento de imagens que motivou a sua
recente aplicagdo em modelos hibrido-mistos de elementos finitos [67, 74, 30, 32].



74 WAVELETS E SERIES DE WALSH EM ELEMENTOS FINITOS

AL(Ot) 5 R - WAL(4,t)
— T ] T

AL(LY) ; : - VALY
] I B ] [

AL(2,%) S . I WAL(6,t)

T T
Ay U U L we

Figura 4.2: Funcoes de Walsh ordenadas sequencialmente.

As funcées de Walsh formam um conjunto ordenado de ondas rectangulares apre-
sentando apenas duas amplitudes possiveis, +1 e -1. Sao definidas sobre um inter-
valo limitado e, tal como no caso das fungoes trigonométricas, sao necessarios dois
parametros para a sua completa identificacao. As funcoes de Walsh serao denotadas
no seguimento por WAL(n,t), onde ¢ indica a posi¢ao no intervalo de definigao e
n é um numero de ordem que se encontra relacionado com a frequéncia. No seu
artigo, Walsh [192] propoe que para uma dada funcao, n seja igual ao nimero total
de mudancas de sinal existentes.

As fungoes de Walsh sao ortogonais entre si e formam uma série completa a que se
da o nome de série de Walsh. As propriedades destas fungoes e séries sao discutidas

adiante mais detalhadamente. Na figura 4.2 apresentam-se as primeiras oito fungoes
da série de Walsh.

A generalizacao das fungoes de Walsh a dominios planos é imediata. Na figura 4.3
apresentam-se as 64 fungoes bidimensionais obtidas a partir do produto cartesiano
das oito fungbes unidimensionais representadas na figura 4.2. As zonas a negro
indicam amplitudes com valor +1, enquanto que as zonas a branco representam
amplitudes valendo -1.

Uma notacao alternativa para as fungoes de Walsh, permitindo a sua classificacao
em termos de simetria par e impar, foi introduzida por Harmuth [95]. Sao definidas
duas séries, a série CAL e a série SAL, as quais apresentam bastantes analogias com
as séries trigonométricas COSENO e SENO, respectivamente. As fungoes C AL(k,t)
sao simétricas em relagao ao ponto médio do intervalo de definicao, enquanto que
as fungoes SAL(k,t) sdo anti-simétricas em rela¢do a esse mesmo ponto. Define-se
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Figura 4.3: Funcoes de Walsh bidimensionass.

entao:

CAL(k,t) = WAL(2k, t) (4.1)
SAL(k,t) = WAL(2k — 1, 1) (4.2)

Nas igualdades anteriores, o parametro k ¢ definido como sendo o maior inteiro
menor ou igual a (n + 1)/2, onde n denota o nimero total de mudangas de sinal
da funcao em causa. Na figura 4.4 apresentam-se as quatro primeiras fungoes das

séries CAL e SAL.

4.3 Ordenacao das funcoes de Walsh

Tal como Yuen [200] salienta, a natureza matemadtica das fungdes de Walsh ¢é tal
que nao permite a existéncia de uma forma tunica para efectuar a sua ordenagao.
Este facto contrasta com o que sucede no caso das fungoes exponenciais complexas,
que sao sempre ordenadas de acordo com a sua frequéncia. Isto sucede porque as
exponenciais complexas sao funcoes caracteristicas do grupo dos inteiros com adigao
modulo N, que tem uma ordenagao natural: por valor aritmético. Geometricamente,
podem considerar-se os inteiros como sendo pontos pertencentes a recta dos reais.
Tendo esta tultima apenas uma dimensao, existe apenas um modo possivel para
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Figura 4.4: Quatro primeiras funcoes das séries CAL e SAL.

ordenar os inteiros. Por outro lado, as funcoes de Walsh sao funcdes caracteristicas
do grupo diddico [178], que é o grupo dos vectores binarios com adi¢ao mddulo 2 (a
definir no seguimento). O espago formado por esses vectores, usualmente conhecido
na literatura como espago diddico, tem varias dimensoes mas apenas dois pontos
ao longo de cada eixo. Uma vez que nao existe uma forma tinica de ordenacao no
espaco diadico, o mesmo acontecera para as funcoes de Walsh.

Sao trés os principais tipos de ordenagao geralmente considerados [18, 200]. O pri-
meiro é conhecido como Ordenagao Sequencial, o segundo é denominado Ordenacdo
Diddica e o terceiro é chamado Ordenacao Natural. A cada uma destas formas de
ordenar as fungoes de Walsh estao associadas algumas vantagens e inconvenientes.
A escolha do tipo de ordenagao a utilizar depende muito do tipo de aplicacao que
se pretenda efectuar.

A ordem sequencial, ja referida anteriormente, foi proposta por Walsh  [192]. As
funcoes sao ordenadas segundo o nimero de mudancas de sinal verificado em cada
uma delas. Embora seja a ordenacao que maiores semelhangas apresenta em relagao
a ordenagao seguida noutros sistemas de fungoes ortogonais (nomeadamente no caso
das fungbes trigonométricas), nao é a mais adequada para tratamento matematico
e computacional. As funcoes de Walsh representadas na figura 4.2 encontram-se
ordenadas sequencialmente.

A ordem diadica é obtida quando se geram as fungoes de Walsh a partir de sucessivos
produtos de fungoes de Rademacher [144, 171]. Foi introduzida por Paley [144] e é
utilizada fundamentalmente para tratamento matemédtico. Apresentam-se na figura
4.5 as primeiras oito funcoes de Walsh dispostas segundo a ordem diddica. Tais
fungoes sdo denotadas no seguimento por PAL(n,t).
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Figura 4.5: Funcoes de Walsh dispostas sequndo a ordem diddica.

A ordem natural, proposta por Henderson [97], baseia-se na matriz de Hadamard,
a qual serd definida mais adiante. E a ordenacao que oferece mais vantagens de
um ponto de vista computacional. Na figura 4.6 apresentam-se as oito primeiras
fungoes de Walsh dispostas segundo a ordem natural. Estas fungoes sao denotadas
no seguimento por HAD(n,t).

E importante, em determinadas situacoes, conseguir relacionar as fungoes componen-
tes das séries que se obtém aplicando os trés sistemas de ordenacao atras descritos.
E o que sucede quando se pretendem calcular os coeficientes da expansao em série
de Walsh de uma dada funcao através da aplicacao de transformadas do tipo FWT
(Fast Walsh Transform).

As fungoes WAL, PAL e HAD sao relacionadas através da aplicacao de uma ope-
ragao de inversdo de bits (bit-reversal) a posigdo de cada uma das fungdes consti-
tuintes das séries, através de uma conversao aplicando o cédigo de Gray [39], ou
ainda através da conjugacao das duas operagoes. Convém, antes de mais, indicar o
modo pelo qual se podem efectuar as operagoes de inversdao de bits e a aplicagao do
cddigo de Gray. Seja

(n)b = bk bk—l e b2 bl bo (43)

a representagao bindria (bit-string) do inteiro n, de tal forma que,

k
n=> b2, (4.4)
=0

com b; = 0 ou 1. A aplicacao de uma operagao de inversao de bits conduz a um
inteiro u, cuja representacao binaria é dada por:

(w)p= (N)pr =T The1 ... T2 T1 70 (4.5)
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Figura 4.6: Funcoes de Walsh dispostas sequndo a ordem natural.

e onde se tem que
re=0by, "1 =b1, ..., ri=bu_i, ..., ro=20y . (4.6)
Quando se aplica ao mesmo inteiro n a conversao binario-cédigo de Gray obtém-se
(m)y = (n)g = gk Gr—1 --- 92 91 Jo,
em que os valores de g; sao obtidos a partir de,
(n)g =bi, (by ®bg_1) ... (b3 ®ba) (ba®by) (b ®by) , (4.7)

e onde é utilizada a adicao mddulo 2. Esta ultima pode ser definida do seguinte

modo:
0pl=100=1,000=101=0. (4.8)

A conversao cédigo de Gray-binario pode ser vista como a operacao inversa da
transformagao definida em (4.7). Seja entao m um inteiro com representacdo bindria:

(m)b = Mg Mip—1 ... MMy M1 My.
A conversao codigo de Gray-binério é definida por,
(n)b = (m)g—l = bk bk—l e bg b1 bo s (49)

com

ou, em alternativa,
bi—l = bl Dm;_q . (411)
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E de salientar que a aplicagao dos codigos de Gray pode ser programada em Fortran
de uma forma bastante simples e eficiente [169].

Seja PAL(n,t) uma fungao de Walsh com ordenacao diddica. A fungao correspon-
dente nas ordenagoes sequencial e natural, respectivamente, pode ser obtida através
de:

PAL(n,t) = WAL(b(n),t), (4.12)
PAL(n,t) = HAD(u,t) . (4.13)
Nas igualdades anteriores, b(n) denota a aplicacao da conversao cédigo de Gray-
bindrio ao inteiro n, enquanto que o inteiro u é obtido efectuando a inversao de bits
an. Na tabela 4.1, exemplifica-se a aplicacao destas transformagoes e relacionam-se

0s oito primeiros termos da série PAL com os oito primeiros termos das séries W AL
e HAD.

Ordem Bit Ordem Cédigo de Ordem
diddica n (n), reversal matural  gray-bindrio sequencial
PAL(0,t) 0 000 000 HAD(0,t) 000 WAL(O, t)
PAL(1,t) 1 001 100 HAD(4,t) 001 WAL(L,t)
PAL(2,t) 2 010 010 HAD(2,t) 011 WAL(3,t)
PAL(3,t) 3 011 110  HAD(6,?) 010 WAL(2,t)
PAL(4,t) 4 100 001  HAD(L,t) 111 WAL(7,t)
PAL(5,t) 5 101 101  HAD(5,1) 110 WAL(6,t)
PAL(6,t) 6 110 011  HAD(3,1t) 100 WAL(4,t)
PAL(7,t) 7 111 111  HAD(7,¢) 101 WAL(5,t)

Tabela 4.1: Relacao entre a série PAL e as séries WAL e HAD.

Seja agora HAD(n,t) uma fungao de Walsh com ordenagao natural. A fungao cor-
respondente nas ordenacoes diddica e sequencial, respectivamente, pode ser obtida
através de:

HAD(n,t) = PAL(u,t), (4.14)
HAD(n,t) = WAL(b.(n),t) . (4.15)
Na igualdade (4.14), u continua a resultar de uma operagao de inversdo de bits
sobre o inteiro n. Na expressao (4.15), b.(n) denota a aplicacdo de uma conversao
cédigo de Gray-bindrio sobre o inteiro u. A tabela 4.2 exemplifica a aplicacao das

transformagoes envolvidas na aplicacao das igualdades (4.14) e (4.15) e relaciona os

oito primeiros termos da série HAD com os oito primeiros termos das séries WAL
e PAL.

Por fim, considere-se uma func¢ao de Walsh com ordenagao sequencial. Tendo em
atencao as igualdade (4.12) e (4.15), as fungdes correspondentes nas séries com
ordenacao diddica e natural podem ser obtidas através de:

WAL(n,t) = PAL(g(n),t), (4.16)
WAL(n,t) = HAD(g-(n),t) . (4.17)
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Ordem Bit Codigo Ordem Bit Ordem
natural n (n), reversal gray-binario sequencial reversal  diddica
HAD(0,t) 0 000 000 000 WAL(O0,t) 000 PAL(0,t)
HAD(1,t) 1 001 100 111 WAL(7,t) 100 PAL(4,t)
HAD(2,t) 2 010 010 011 WAL(3,t) 010 PAL(2,t)
HAD(3,t) 3 011 110 100 WAL(4,t) 110 PAL(6,1)
HAD(4,t) 4 100 001 001 WAL(L,t) 001 PAL(1,t)
HAD(5,t) 5 101 101 110 WAL(6,t) 101 PAL(5,t)
HAD(6,t) 6 110 011 010 WAL(2,t) 011 PAL(3,t)
HAD(7,t) 7 111 111 101 WAL, t) 111 PAL(7,t)

Tabela 4.2: Relagdao entre a série HAD e as séries WAL e PAL.

Na igualdade (4.16), g(n) denota a aplicacdo da conversao binario-cédigo de Gray
sobre o inteiro n. Em (4.17), g.(n) resulta da aplicagdo de uma inversdo de bits
sobre g(n). Na tabela 4.3 exemplifica-se a aplicagao das igualdades (4.16) e (4.17) e
relacionam-se os oito primeiros termos da série W AL com os oito primeiros termos

das séries PAL e HAD.

Ordem Binario Ordem Binario Bit Ordem
sequencial n  (n), cbd. gray  diddica  cod. gray reversal — mnatural
WAL(0,t) 0 000 000 PAL(0,t) 000 000 HAD(0,t)
WAL(1,t) 1 001 001 PAL(1,t) 001 100 HAD(4,t)
WAL(2,t) 2 010 011 PAL(3,t) 011 110 HAD(6,t)
WAL@3,t) 3 011 010 PAL(2,t) 010 010 HAD(2,t)
WAL(4,¢) 4 100 110  PAL(6,t) 110 011  HAD(3,t)
WAL(5,¢) 5 101 111  PAL(7,t) 111 111 HAD(7,t)
WAL(6,t) 6 110 101 PAL(5,t) 101 101 HAD(5,t)
WAL(7,t) 7 111 100 PAL(4,t) 100 001 HAD(1,t)

Tabela 4.3: Relacao entre a série WAL e as séries PAL e HAD.

4.4 Geracao das funcoes de Walsh

Sao varios os métodos que permitem efectuar a geragao das fungoes de Walsh. Os
mais importantes sao os seguintes:

e Aplicacao da fémula de recorréncia de Harmuth [95];

e Aplicacao da férmula de Chien [35];

e Produtos sucessivos de func¢oes de Rademacher [114, 51];
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e Montagem da matriz de Hadamard [97].

Embora nao sejam apresentados neste trabalho, existem outros processos de geragao
que tem vindo a ser propostos para situacoes particulares. E o caso da geracao de
fungoes através da aplicagao de uma sintese booleana [18, 35]. Este método assume
especial importancia quando se pretendem obter séries digitais de Walsh a partir do
desenvolvimento de hardware especifico.

4.4.1 Aplicacao da formula de Harmuth

As fungoes de Walsh obtidas a partir da utilizacao da férmula de recorréncia de
Harmuth [95, 178] seguem a ordenagao sequencial. Para se efectuar a geragao,
considera-se o intervalo de definicao normalizado, com 0 < ¢ < 1.

Define-se a partida a funcao WAL(0,t), a qual toma um valor constante e igual a
+1 em todo o intervalo [0, 1] e que se anula para pontos fora deste. As fungoes de
ordem superior sao obtidas a partir da definicao das anteriores através da férmula
de recorréncia introduzida por Harmuth [95]. Esta pode ser escrita na forma

WAL(2j + q,t) = (WAL(j, 2t) + (—1)VHOWAL(j, 2t — 1)) , (4.18)

onde j = 0,1,... e ¢ = 0 ou 1. Sem formalismos mateméticos, a equacao (4.18)
pode ser interpretada da seguinte forma:

1. Quando se pretende gerar a funcao de grau 2n, toma-se a funcao de grau n
obtida anteriormente e comprime-se esta de forma a ficar definida no intervalo
[0,0.5]. O andamento da fungao WAL(2n,t) no intervalo [0.5,1] deve ser
tal que se verifique simetria par em relacao ao ponto médio do intervalo de
definigao, t = 0.5.

2. A fungao de grau 2n + 1 é gerada a partir da fungao de grau 2n, invertendo o
sinal desta tltima no intervalo [0.5, 1] de modo a obter-se simetria {mpar em
relagao a t = 0.5.

Considerem-se agora N pontos (com N = 2P  sendo p um inteiro qualquer) igual-
mente espacados. A determinacao do valor das fungdes de Walsh em cada um deles
pode ser efectuada através da seguinte férmula, obtida a partir de (4.18):

WAL(2j + q,n) = (WAL(j, 2n) + (=) 9WAL(j,2n — N)) . (4.19)

Na igualdade anterior, n =0,1,....N—-1;353=0,1,....N—1;eqg=0o0ul. A
desvantagem do método de geracao de Harmuth tem a ver com o facto de se tratar
de um processo de recorréncia. Como tal, quando se pretende gerar uma funcao de
um determinado grau, torna-se necessario determinar primeiro as fungoes de ordem
inferior. No entanto, tendo em conta a sua simplicidade, a férmula de Harmuth
continua ainda a ser bastante utilizada [18], especialmente quando se pretendem
gerar séries completas de fungoes de Walsh com ordem sequencial.
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4.4.2 Aplicagao da formula de Chien

Para contornar as dificuldades associadas a utilizacao de uma férmula de recorréncia,
Chien [35] prop6s uma equagao que permite determinar explicitamente cada uma
das fungoes de Walsh. Deste modo, a geracao da funcdo WAL(n,t) é efectuada
directamente, sem haver a necessidade de previamente se calcularem as funcgoes
de grau inferior. A equagao que permite gerar independentemente cada uma das
fungoes de Walsh é dada por [35]

WAL(n,t) = (_1){% okl et p g1 2% t}+ . +{g1 22t} +{g02 t} ’ (4.20)

onde g; = 0 ou 1, com ¢ = 0,1,..., k. Os valores de g; sao obtidos aplicando a
conversao binario-cédigo de Gray sobre o inteiro n. Na férmula anterior, o termo
{val} representa o maior inteiro menor ou igual a val. Esta notacao serd seguida
até ao final do capitulo. Pode demonstrar-se [35] que utilizando a férmula de Chien
as fungoes de Walsh sao geradas segundo a ordenacao sequencial.

Para ilustrar a aplicagdo da defini¢ao (4.20), calcula-se de seguida o valor que se
obtém para WAL(n,t) quando se considera, como exemplo, n = 14 e t = 0.2.
Sendo a representagao bindria do inteiro 14 dada por,

(n)y=(1110), (4.21)
a conversao bindrio-cédigo de Gray (4.7) conduz a:

(n)y, =(1001) . (4.22)
Substituindo esta informacao na igualdade (4.20), obtém-se:

WAL(n,t) = (_1){24X 0.2}+{2'x0.2} _ (_1){3.2}+{o.4} = (—1)30 = —1.
A definicao de Chien é bastante importante, pois a sua utilizacao permite demons-
trar, de uma forma bastante simples, algumas das mais importantes propriedades
das fungoes de Walsh [35]. Todavia, a equacao (4.20) nao é de facil utilizagao prética.
Para efectuar a geragao directa das fungoes de Walsh, Chien propos uma férmula
alternativa, segundo a qual se tem que:
WAL(?’L, t) _ (_1){2k t}+{2j t}+{2i t}+{2h t}—i-.... (423)

O valor dos parametros k, j, 1, h, ..., é obtido aplicando o procedimento descrito em
seguida.

1. o valor de k é determinado de forma a que:

o2F > p > okt
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2. o valor de j é calculado de modo a que:

ok —2i=t > > 2F _ 97

3. o valor de 7 é determinado de forma a verificar-se:

ok 21 420 > p > ok _ 97 4 2171

4. o valor de h é calculado de modo a que:

of _9i p ot _oh=l 5 > ok _9i ot _oh

e assim sucessivamente. Se n é par, o processo termina quando o somatorio alternado
converge para n. Quando n é impar, é necessario que o somatoério convirja para n+1.

4.4.3 Produtos de funcoes de Rademacher

As funcgoes de Walsh podem ser geradas executando produtos sucessivos de fungoes
de Rademacher [144, 114, 51]. Esta fun¢oes formam uma série incompleta de fungoes
ortogonais que apresentam simetria impar em relagao ao ponto médio do seu in-
tervalo de definicao. Tal como para as fungdes de Walsh, sao necessarios dois
parametros para a sua completa definicao. A funcao de ordem n apresenta, no
intervalo 0 <t < 1, 2" ondas quadradas com apenas duas amplitudes possiveis, +1
e-1.

As fungoes de Rademacher [171], aqui denotadas por RAD(n,t), podem ser obtidas
a partir das funcoes trigonométricas SENO através da expressao:

RAD(n,t) = sign(sin(2" t)) . (4.24)

Embora formando uma série incompleta de funcoes anti-simétricas é possivel, a
partir das fungoes de Rademacher, construir séries completas. Em particular, um
conjunto completo de funcgoes de Walsh com ordenacao diddica pode ser obtido
através do produto sucessivo de fungoes de Rademacher, seleccionadas da forma que
de seguida se indica. Considere-se de novo a representac¢ao binaria de n (4.3). A
fungao PAL(n,t) pode ser gerada a partir de :

k
PAL(n,t) =[] b; RAD(i + 1,t) . (4.25)
=0
Por exemplo, tendo em atencao (4.21) pode escrever-se:
PAL(14,t) = RAD(4,t) RAD(3,t) RAD(2,1) .

Tal como Lackey e Meltzer [114] e mais tarde Davies [51] verificaram, as fungoes
de Rademacher podem também ser utilizadas na geracao de uma série completa de
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fungoes de Walsh ordenadas sequencialmente. Considerando a conversao binario-
c6digo de Gray (4.7) aplicada sobre o inteiro n, a funcdo W AL(n,t) pode ser obtida
através do produto:

k
WAL(n,t) = [[ s RAD(i + 1,t) . (4.26)
i=0
Como exemplo, verifique-se que tendo em atencao a igualdade (4.22) se pode escre-
ver:

W AL(14,t) = RAD(4,t) RAD(1,t) .

Pode demonstrar-se [35] que as defini¢oes (4.26) e (4.20) sao perfeitamente equiva-
lentes. Para tal, basta ter em atengao que o factor (—1)*, com i = {2’t}, ndo é mais
do que a representacao explicita da funcao de Rademacher de ordem j.

4.4.4 Montagem da matriz de Hadamard

A geracao de uma série de funcoes de Walsh com ordenacao natural pode ser efectu-
ada a partir da montagem da matriz de Hadamard [18, 97], uma matriz quadrada,
na qual cada coeficiente pode tomar apenas dois valores possiveis, +1 e -1, e onde
as linhas (colunas) sdo ortogonais entre si. Tendo-se uma matriz de Hadamard, é
sempre possivel permutar linhas (colunas) e/ou trocar o sinal de todos os elementos
pertencentes a uma dada linha (coluna) sem alterar a ortogonalidade existente. Es-
tas caracteristicas tornam possivel a obtencao de uma matriz simétrica, conhecida
normalmente por Forma Normal da Matriz de Hadamard, na qual a primeira linha
e a primeira coluna contém apenas coeficientes positivos (valendo +1). A matriz de
Hadamard de ordem mais baixa é a de ordem 2, para a qual se tem:

1 1
H; = l 1 1 1 : (4.27)
Matrizes de ordem superior podem ser obtidas através de,

Hy =Hy,,®@Hs (4.28)

onde ® denota o produto de Kronecker e N é uma poténcia de 2. O produto de
Kronecker implica a substituicao da cada elemento positivo (negativo) da matriz
Hy /5 por Hy (—H5). A matriz de quarta ordem é obtida através do produto:

11 1 1
1 -1 1 -1
Hi=H,oH, =1, | | 4
1 -1 -1 1

Considere-se o intervalo de definigao das fungoes de Walsh dividido em N sub-
intervalos de igual dimensao. A linha n da matriz de Hadamard H estabelece qual
o valor que a funcdo HAD(n,t) toma em cada um daqueles subintervalos. Como
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exemplo, verifica-se que as oito primeiras funcoes de Walsh com ordenacao natural
podem ser obtidas através da montagem da matriz de Hadamard com N = 8.

1 1 1 1 1 1 1 HAD(0,t
1 1 -1 1 -1 1 -1 HAD(1,t
1 -1 -1 1 1 -1 -1 HAD(2,t

-1 -1 1 1 -1 -1 1 HAD
1 1 1 -1 -1 -1 -1 HAD
-1 1 -1 -1 1 -1 1 HAD
1 -1 -1 -1 -1 1 1 HAD
-1 -1 1 -1 1 1 -1 HAD

Hs =H,® Hy =

— = = = = e e
AN N N N N S S

4.5 Propriedades das funcoes de Walsh

Sao enuncidas de seguida algumas das mais significativas propriedades das fungoes
de Walsh. Apresentam-se no apéndice B as respectivas demonstragoes, realizadas
com base nos trabalhos de Paley [144] e Chien [35].

P1 As funcoes de Walsh, quando definidas no intervalo 0 < ¢ < 1, sao ortonormais
entre si:

1
/ WAL(i, t) WAL(j, ) dt = 0, . (4.29)
0

Quando as fungoes de Walsh sdo definidas sobre o intervalo [0,7], com T # 1,
perde-se a condi¢ao de normalidade. Tem-se, nesse caso:

T
/ WAL(i,t) WAL(j,t) dt = T'5,; . (4.30)
0

Nao é contudo dificil obter, a partir das funcoes de Walsh, um outro conjunto de
fungoes que sejam ortonormais naquele intervalo de definicao. Podem estas ser
obtidas através da igualdade:

1

WAL*(m,t) = Nit

WAL(m, 1) . (4.31)

P2 As funcoes de Walsh formam um sistema completo de funcoes.

Diz-se que uma série de fungoes S, (z), com a < z < b, é completa quando nao
existe nenhuma funcio f(z) € L? que verifique a igualdade

/abf(:r) Sn(zx)dr =0,

para todos os valores de n. Por outras palavras, pode dizer-se que uma série de
fungoes ortogonais é considerada completa se nao existir nenhuma funcao (cujo
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quadrado seja integravel no intervalo de defini¢ao) que seja ortogonal a todas as
funcoes da série, a menos que o integral do quadrado da propria funcao seja igual a
Zero.

P3 O conjunto das fungoes de Walsh com grau inferior a 2P, com p = 0,1,2,.. .,
define, quando associado a operacao multiplicacdo, um grupo abeliano.

Resulta da propriedade P3 que o produto de duas funcoes de Walsh de grau infe-
rior a 2P permite obter uma outra funcao de Walsh ainda com grau inferior a 2P.
Nomeadamente, verifica-se que

WAL(i, ) x WAL(j,t) = WAL(L, 1) |, (4.32)

CO1:

s = (D& (s - (4.33)

P4 Considerando N (com N = 2P) pontos igualmente espacados no intervalo de
definicao das fungoes de Walsh, verifica-se que HAD(n,m) = HAD(m,n), com
m,n=0,1,..., N —1.

Esta propriedade resulta directamente da simetria da matriz de Hadamard utilizada
na geracao das funcoes de Walsh com ordenacao natural. Tem uma importante
consequéncia pratica, pois permite estabelecer que as transformadas discretas de
Walsh e as suas inversas sao realizadas utilizando o mesmo operador matematico.

4.6 Transformadas de Walsh

Seja f(t) uma funcao continua definida no intervalo 0 < z < T. Tendo em conta
as propriedades P2 e P3, Walsh [192] demonstra que esta fun¢do pode ser expressa
como combinagao linear de um conjunto completo de funcoes digitais [192, 18, 201]:

F1(t) = Nf X, WAL(n, t) , (4.34)

n=0

onde os coeficientes X,, sao obtidos a partir de:
1 /T
Xo= 7 / F(£) WAL(n, ) dt . (4.35)
0

Tendo em conta as igualdades (4.1) e (4.2), a expansao de f(t) em série de Walsh
pode assumir a forma:

F1(t) = ap WAL(0,t) + N/fl NZ/Q (a; CAL(i,t) + b; SAL(j,1)) (4.36)

i=1 j=1

0 = % / LR CALG 1) dt | (4.37)
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by = % / " H@) SALGL ) dt (4.38)

As expressoes (4.36-4.38) permitem salientar a semelhanga de processos existente
entre as expansoes em séries de Walsh e as expansoes em séries de Fourier. Os
somatorios (4.34) e (4.36) convergem para a funcdo f(t) & medida que se aumenta
o numero de termos considerado na série utilizada no desenvolvimento [192, 201].

1t . 1t .
N=4 N=8

0.5 | . 0.5 I .

oFf 7 o .

-0.5 . -0.5 .

-1 F — -1 F -~
Il Il Il Il Il Il Il Il

-1 F -

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 4.7: Fxpansao de uma func¢ao trigonométrica em série de Walsh.

Ilustra-se, na figura 4.7, a expansao em sériec de Walsh da fungao f(t) = sin(2nt),
definida no intervalo 0 < t < 1. Verifica-se, tal como seria de esperar, que é ne-
cessario considerar um nimero de termos elevado para que a aproximacgao obtida
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tenha algum significado. No entanto, importa salientar que embora o nimero de
coeficientes X, a determinar seja elevado, o seu cédlculo é extremamente simples e
rapido, pois as multiplicagoes envolvidas no célculo da fungao integranda em (4.35)
podem ser reduzidas a uma sequéncia apropriada de trocas de sinal. Na tabela 4.4
apresenta-se o tempo de CPU gasto na determinacao dos N coeficientes do desen-
volvimento em série de Walsh da funcao trigonométrica acima referida. Tal como
para todos os testes numéricos apresentados ao longo deste texto, os calculos foram
efectuados numa estagao de trabalho RISC 6000/550 da IBM.

Nl 4 8 16 32 64 128
7103 07 26 105 419 166.0

Tabela 4.4: Tempos de CPU (em milésimos de sequndo) gastos no cdlculo dos N
coeficientes da expansao.

A analise da tabela 4.4 permite confirmar a rapidez com que os coeficientes X,
podem ser obtidos. Este é um dos aspectos que torna tao atractivo o uso de séries
digitais de Walsh no campo do processamento de sinais.

Quando se consideram N = 2P termos na expansao em série, com p inteiro, a funcao
de aproximagao definida em (4.34) ou (4.36) é constante em cada um dos N trogos

definidos por,

t t
(a—l)N Saﬁ,comazl,Z,...,N.

Verifica-se que o valor constante que f’(¢) toma em cada um daqueles sub-intervalos
¢ igual ao valor médio da funcdo f(¢) naqueles mesmos intervalos.

O célculo dos coeficientes da expansao em série, tal como é definido em (4.35), pres-
supbe o conhecimento da expressao analitica da fungao f(¢). Mesmo quando esta
¢ conhecida (o que em muitos casos nao acontece), torna-se computacionalmente
mais vantajoso trabalhar apenas com os valores que a funcao em causa toma em
N pontos igualmente espacados. Para que haja correspondéncia entre as proprie-
dades dos sistemas continuos e discretos, é conveniente considerar N = 2P, com p
inteiro. Nestas condicoes, e utilizando a regra dos trapézios, a integracao presente
em (4.35) pode ser transformada num somatério. Obtém-se desta forma a chamada
Transformada Discreta de Walsh (DWT), que pode ser apresentada na forma,
N-1
= > X, WAL(n,i) comi=0,1,...,N—1, (4.39)

n=0

e com os coeficientes da expansao dados por:
1 N—
nzﬁzo i WAL(n,i) comn=0,1,...,N —1. (4.40)

A transformada (4.40) pode escrever-se matricialmente na forma,

1
XN = N Wy x; , (4.41)
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onde x; (X ) representa um vector onde se agrupam os valores que a fun¢ao toma nos
N pontos igualmente espagados (os valores dos coeficientes da expansao, X,,) e Wy
uma matriz onde se armazenam os valores que as fungoes de Walsh tomam em cada
um dos N sub-intervalos considerados. Como o produto matricial presente em (4.41)
envolve apenas multiplicagoes por +1 ou -1, pode concluir-se que a transformada
discreta de Walsh implica a realizagao de N(N — 1) adigoes e subtracgoes. Quando
o valor de N ¢ elevado, o volume de operacoes a realizar tende a tornar o calculo
pesado.

Para contornar este problema, Good [90] desenvolveu um método de factorizacao
de matrizes que deu origem a um algoritmo comummente desigando por FWT,
ou seja, Fast Walsh Transform. A técnica de Good permite factorizar matrizes que
tenham sido obtidas a partir de produtos de Kronecker. Para se aplicar directamente
o algoritmo proposto por Good, convém entao escrever a transformada (4.41) na
forma,

1

Xy = N Hy x; , (4.42)

onde Hy denota a forma normal da matriz de Hadamard de ordem N. Convém sali-
entar que agora os coeficientes da expansao armazenados no vector X y se encontram
dispostos segundo a ordenacao natural. Tendo em conta a simetria da matriz de
Hadamard, a transformada inversa pode ser escrita matricialmente na forma:

X; = HN XN . (443)

Aplicando a técnica de Good [29, 90|, a matriz Hy é factorizada em p factores de
ordem N, onde N denota a ordem da matriz original e p representa o nimero de
matrizes envolvidas no produto de Kronecker. Resultando a matriz original do pro-
duto de p matrizes iguais, os p factores sao idénticos. Como as matrizes resultantes
da factorizagao das matrizes de Hadamard tém bastantes elementos nulos, o niimero
de operagoes necessarias para efectuar a transformada baixa para N logsN [29].

Como exemplo da factorizacao de Good, refira-se que a matriz de Hadamard de
quarta ordem pode ser expressa na forma:

1 1 1 1 1 10 0
1 -1 1 -1 0 01 1

H, = 1 1 -1 =1 |1 =10 0 (4.44)
1 -1 -1 1 0 01 —1

Seja f(t) uma fungao continua definida no intervalo 0 < ¢ < T . Considere-se que no
vector v se encontram armazenados os valores que aquela fungao toma em N = 2P
pontos equidistantes. O algoritmo FW'T baseado na factorizacao de Good pode ser
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escrito do seguinte modo [29, 18]:

yo(n) =v(n) comn=1,2,...,N
Variar ¢ desde 1 até p
yi(n) =yi-1(2n — 1)+ y;-1(2n) se 0 <n < N /2

(4.45)
yi(n) =yi-1(2n—1) —y;1(2n—N) se N/2<n <N

Fim do ciclo em ¢

NX,=y,.

Como foi salientado anteriormente, a aplicagao deste algoritmo conduz a obtencao
de resultados com ordenacao natural. A sua implementacao requer a utilizagao de
memoria adicional para armazenar resultados intermédios. Embora nao sejam aqui
apresentados, existem outros algoritmos capazes de efectuar a transformada FWT
de uma forma muito eficaz [18]. A aplica¢ao destes algoritmos permite obter os
resultados com diferentes tipos de ordenacao. Alguns deles apresentam a vantagem
de efectuarem os calculos in place, nao sendo necessario reservar espaco em memoria
para armazenar resultados intermédios, uma vez que os valores obtidos em cada
etapa de calculo podem ser guardados nas posicoes ocupadas previamente pelos
valores iniciais [18]. Dentro deste tipo de algoritmos destacam-se os de Shanks [179],
Manz [127] e Larsen [117].

Na tabela 4.5 apresentam-se os tempos de CPU gastos na determinagao dos coefi-
cientes da expansao em série de Walsh ilustrada na figura 4.7, quando se utiliza o
algoritmo de FWT apresentado em (4.45). E notéria a reducao de tempo registada
em relacao aos valores apresentados na tabela 4.4.

N | 4 8 16 | 32 | 64 | 128
7 10.011]0.02]0.03|0.08|0.14 | 0.28

Tabela 4.5: Tempos de CPU (em milésimos de sequndo) gastos no cdlculo dos N
coeficientes da expansdao em série utilizando o algoritmo FW'T.

A generalizacao do conceito de transformada de Walsh a problemas bidimensionais
¢ imediata. Pode entao escrever-se:

| N-1N-1 . ‘
Xom = v >N @ WAL(m, i) WAL(n, j) com m,n =0,1,..., N—1. (4.46)

i=0 j=0

A matriz X, ,, (x;;) armazena os coeficientes da expansao em série (os valores que
a fungao a aproximar toma em cada um dos N x N pontos em que se discretiza o
dominio). A transformada inversa pode ser escrita na forma:

N—-1N-1
Tij= > Y Xpn WAL(m,i) WAL(n,j) comi,j =0,1,...,N—1. (4.47)

m=0 n=0
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O calculo definido em (4.46) pode ser realizado em duas etapas. Em primeiro lugar,
efectua-se a transformada referente a variavel 7. Obtém-se entao:

N-1

1
Xin= v > ai; WAL(n, j) com i,n=0,1,...,.N — 1. (4.48)
j=0

Esta etapa equivale a aplicar um transformada de Walsh unidimensional a cada uma
das linhas da matriz x; ;. O segundo passo consiste em calcular,

1 N-1
m,n:NZX WAL(m,i) com m,n=0,1,...,.N—1, (4.49)
i=0

o que equivale a realizar de novo transformadas de Walsh unidimensionais aplicadas
agora a cada uma das colunas da matriz X,,. Consegue-se desta forma execu-
tar a transformada bidimensional & custa da aplicacao sucessiva de transformadas
unidimensionais.

Para maximizar a eficiéncia do processo de cédlculo das transformadas bidimensio-
nais, torna-se imprescindivel a aplicacao de algoritmos FW'T na realizagao das trans-
formadas unidimensionais descritas em (4.48) e (4.49). E entfio possivel efectuar o
calculo com 2N2%log o N adicoes e subtraccoes em vez das 2N?3 operacoes envolvidas
na aplicacao directa da definicao (4.46).

Reordenar

FWT Reordenar
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Figura 4.8: Aplicagdo da transformada de Walsh bidimensional.

Beauchamp [18] apresenta um processo alternativo para a execucao das transforma-
das de Walsh bidimensionais. A aplicacao deste método, representada esquemati-
camente na figura 4.8, consiste na realizacao de trés operagoes. Primeiro, os coefi-
cientes da matriz x;; sao escritos num vector de dimensiao N?, havendo o cuidado
de arrumar as colunas sequencialmente. Depois, ha que efectuar uma transformada
unidimensional sobre este vector através da utilizacao de um algoritmo FWT. Fi-
nalmente, reordena-se o vector resultante da aplicacao desta segunda operacao, de
modo a recuperar-se a matriz dos coeficientes da expansao em série.
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