Capitulo 3

Modelos hibrido-mistos de
elementos finitos

3.1 Consideracoes iniciais

Apresentam-se neste capitulo os modelos hibrido-mistos de elementos finitos utili-
zados na andlise de estruturas laminares (placas e lajes) em regime elastopléstico.
Uma caracteristica tnica destes modelos consiste na utilizagao de funcoes digitais
de Walsh e de wavelets como fungoes de aproximagao. Tais fungoes sao utilizadas
para aproximar os campos de tensao e de deslocamento. Para modelar os fenémenos
locais associados a plasticidade, cada elemento finito é subdividido em véarias células
criticas nas quais se permite o desenvolvimento de deformacoes plasticas. Em cada
uma destas células, a distribuicao do incremento dos parametros pléasticos é aproxi-
mada através da utilizacdo de um conjunto completo de fungoes polinomiais. Para
garantir a imposicao local das condigoes de escoamento plastico, estas funcoes devem
possuir valores nao-negativos em todo o seu intervalo de definicao.

A apresentacao dos modelos é precedida por uma breve resenha histérica onde se re-
lata o aparecimento e posterior desenvolvimento das formulagoes nao-convencionais
de elementos finitos hibridos e mistos. Ainda que de uma forma muito sucinta, sao
caracterizadas as diferentes variantes que este modelos alternativos podem apresen-
tar, sendo listadas as aplicacoes numéricas que tém vindo a ser desenvolvidas.

As formulagoes sao deduzidas a partir dos principios fundamentais da Mecanica [68,
70], ndo se utilizando para o efeito quaisquer teoremas energéticos. Os teoremas va-
riacionais associados as formulacoes hibridas-mistas podem ser recuperados, a pos-
teriori, através da aplicacao da teoria da equivaléncia da programacao matematica
ao sistema governativo do modelo discreto entretanto obtido [68, 69, 30]. Os te-
oremas da programacao matematica permitem ainda estabelecer condigoes para a
existéncia, unicidade e estabilidade das solugoes [68, 65].
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As condigoes de fonteira cinematica, nos modelos de equilibrio, e as condigoes
de fronteira estatica, nos modelos de compatibilidade, sao impostas localmente.
Também a condicao de escoamento plastico é verificada a priori. As restantes
equacoes de campo e condicoes de fronteira sao impostas ponderadamente, na for-
ma de residuos pesados. Esta imposicao é feita de forma a assegurar que no modelo
discreto se preserve a dualidade estdtica-cinemdtica, a reciprocidade eldstica e a
plasticidade associada. Em consequéncia, as matrizes de equilibrio e compatibili-
dade sao a transposta uma da outra, o operador de elasticidade é simétrico e as
taxas de variagao das deformagoes plasticas sao ortogonais a superficie de cedéncia
generalizada.

O sistema governativo elementar é obtido através da combinacao das descrigoes
discretas das condicoes de equilibrio, compatibilidade, elasticidade e plasticidade. O
modelo discreto que representa a resposta da estrutura em analise é obtido através
da reuniao de cada uma das contribuigoes elementares. Nos modelos de equilibrio,
impoe-se que elementos adjacentes partilhem a mesma aproximagao para o campo
de deslocamentos na fronteira que lhes é comum. Nos elementos de compatibilidade,
a ligacao dos elementos é efectuada impondo a mesma aproximagao para o campo
de traccoes ao longo da interface entre elementos contiguos.

O sistema nao-linear de equagoes e inequacgoes que resulta da formulagao atrés descri-
ta e que rege o comportamento elastoplastico do modelo que representa a estrutura
em analise, pode ser encarado como constituindo um problema de complementari-
dade simétrico [69]. Este facto é consequéncia directa da preservagao, no modelo de
elementos finitos, das propriedades fundamentais acima listadas.

Recorrendo a um algoritmo simples do método das perturbagoes [63, 71], este siste-
ma de equacoes nao-lineares é transformado numa sequéncia recursiva de problemas
de complementaridade simétrica e linear. Isto é feito expandindo em série de Taylor
os incrementos de cada uma das variaveis envolvidas no processo e igualando poste-
riormente os termos de igual ordem em ambos os membros do sistema governativo
nao-linear.

Neste algoritmo de resolucao incremental, a dimensao do passo é automaticamente
ajustada de forma a permitir nao s6 a deteccao da célula critica onde o processo
de deformacao plastica se inicia em cada uma das etapas, mas também o controlo e
implementacao das descargas plasticas. A dimensao do passo é ainda condicionada
pela necessidade de se limitar a acumulagao de erros de truncatura na série [63, 64].

3.2 Formulacoes nao-convencionais de elementos
finitos

Os fundamentos que permitem o desenvolvimento de modelos hibridos e mistos de
elementos finitos foram estabelecidos com rigor no final dos anos 60 [155]. Embora
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tenha conhecido nos anos subsequentes alguma notoriedade, este tipo de formu-
lagoes nunca conseguiu rivalizar em divulgagao e em aceitacao com os tradicionais
elementos de deslocamento (ou de compatibilidade como foram denominados ante-
riormente). Hoje em dia, o estudo e aplicagdo de formulagoes hibridas e mistas
encontram-se praticamente circunscritos a comunidade cientifica, verificando-se que
a esmagadora maioria dos modelos de elementos finitos utilizados na indtstria e
disponiveis em versoes comerciais, se baseiam em formulacoes de deslocamento.

Sao varias as razoes que se podem apontar para explicar este relativo insucesso.
Desde jé, as formulagoes hibridas/mistas nao sao tao intuitivas como os modelos
de deslocamento, o que pode provocar uma impressao inicial desfavoravel a quem
toma contacto pela primeira vez com este tipo de formulacao. Do ponto de vista
do utilizador, implica também a necessidade de reformulacao de alguns conceitos no
que diz respeito ao tipo de discretizacao e interpolacao a adoptar.

Um segundo aspecto que tem limitado a aplicagao generalizada de elementos fini-
tos hibridos/mistos tem a ver com o reconhecido fraco desempenho em termos da
relacdo beneficio/custo. Este facto resulta em muito da enorme restri¢ao imposta
pela tentativa de formular este tipo de elementos de uma forma tradicional, ou seja,
através do conceito de interpolacao nodal. Para tal, os elementos sao formulados de
modo a que no final se possa obter uma matriz de rigidez equivalente e onde os graus
de liberdade em funcao dos quais se exprime o modelo discreto possuam um signi-
ficado fisico bem preciso, o de deslocamentos nodais. A reuniao das contribuicoes
de cada um dos elementos é entao efectuada da forma tradicional, impondo-se a
continuidade dos deslocamentos entre elementos adjacentes. Este procedimento tem
como principal objectivo garantir uma facil integragao destes modelos num cédigo
de elementos finitos de deslocamento. Tem ainda como finalidade tornar mais facil
a compreensao e utilizagao deste tipo de elementos a utilizadores que sempre lida-
ram com as formulagoes classicas de elementos finitos. No entanto, esta forma de
proceder restringe enormemente o tipo e o grau das fungoes que se podem utilizar
na aproximagao dos campos estatico e cinematico.

Foi ainda reconhecido e demonstrado que a utilizacao de modelos hibridos e mistos
conduz, em certos casos e sob certas condicoes, exactamente aos mesmos resultados
que se obteriam se um modelo de deslocamentos fosse utilizado. Estas condigoes de
equivaléncia, conhecidas na literatura como Limitation Principles, foram estabele-
cidas por Veubeke [190] e Stolarski e Belytschko [181]. Para além destes trabalhos,
Malkus e Hughes [123] demonstraram que a utiliza¢ao de elementos de deslocamento,
em conjunto com métodos de integracao reduzida e/ou selectiva permite recuperar,
em certos casos, os resultados fornecidos pela aplicacao de elementos mistos. Estas
contribuigoes reforcaram a ideia de que nao se justificaria a utilizacao de mode-
los mais pesados e sofisticados, como seriam os elementos hibridos e mistos, uma
vez que os tradicionais elementos finitos permitiriam obter exactamente a mesma
solucao num grande nuimero de situacoes, e de uma forma simples e rapida.

Finalmente, refira-se que as formulagoes hibridas e mistas dao origem a modelos
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onde nem sempre é possivel estabelecer, a priori, um critério de convergéncia. Para
além do mais, hé sempre a possibilidade de se gerarem modos espirios, o que torna
muito mais delicada a aplicacao de tais modelos.

Nao é contudo dificil compreender que as formulagoes mistas e hibridas possuem um
enorme potencial de desenvolvimento que advém da possibilidade de permitirem a
aproximacao independente e simultanea de diferentes campos. Se se removerem as
restrigoes impostas pelo conceito de interpolagao nodal, entao virtualmente qualquer
sistema de funcoes, desde que defina um conjunto completo de fungoes, pode vir a
ser utilizado para modelar os campos de tensoes, de deformagoes e de deslocamentos
em problemas de Mecéanica dos Meios Continuos. Foi com o intuito de remover estas
restrigoes que surgiram recentemente as formulacoes nao-convencionais de elementos
finitos hibridos e mistos apresentadas, por exemplo, em [75, 77].

Sao quatro os aspectos chave que podem ser considerados como os principais ingre-
dientes destas formulagoes:

1. A formulacao é desenvolvida a partir dos principios fundamentais de Mecanica;

2. As aproximagoes efectuadas nao se encontram restringidas pela necessidade
de se efectuarem interpolagoes nodais. Os nds existem apenas para permitir a
definicao da geometria do problema em estudo;

3. Asvaridveis generalizadas em fungao das quais se descreve o comportamento do
modelo discreto sao definidas de modo a serem energeticamente consistentes;

4. A utilizacao de conceitos oriundos da Programacao Matematica permite re-
cuperar os teoremas energéticos, assim como possibilita que se estabelecam
condigoes para a existéncia e unicidade das solugoes.

As bases que permitiram o estabelecimento deste tipo de formulagoes foram lancadas
por Munro e Smith [137, 180] e em seguida foram desenvolvidas por Freitas [62],
ainda que apenas no ambito da analise fisica e geometricamente nao-linear de es-
truturas reticuladas. A generalizacao de tais formulagoes a problemas planos pode
ser encontrada nos trabalhos de Fonseca [61], Moitinho de Almeida [132] e Frei-
tas [68, 70].

E possivel formular dois conjuntos complementares de modelos: os modelos de
equilibrio e os modelos de compatiblidade. Tais modelos diferem pela forma através
da qual é obtida a descrigao discreta das condigoes de equilibrio e compatibilidade e
também pelo campo que é interpolado na fronteira dos elementos. Enquanto que nos
modelos de equilibrio se aproxima o campo de deslocamentos na fronteira estatica,
nos modelos de compatibilidade é o campo das traccoes na fronteira cineméatica que
¢ modelado.

De acordo com as imposicoes que se colocam a partida na seleccao das funcgoes
de aproximacao, podem ser obtidos trés tipos diferentes de modelos: os modelos
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hibrido-mistos, os modelos hibridos e os modelos hibridos-Trefftz. Considerando as
formulagoes de equilibrio e de compatibilidade associadas a cada um destes trés
tipos de modelos, obtém-se um total de seis modelos nao-convencionais de elementos
finitos hibrido/mistos.

Os modelos hibrido-mistos [147, 30, 149] sdo os mais gerais. Nao sao colocadas
quaisquer restri¢oes as funcoes utilizadas na aproximagao. Este facto permite uma
enorme liberdade e versatilidade na escolha das fungoes a considerar [147, 76]. No
dominio de cada um dos elementos sao aproximados simultanea e independentemen-
te os campos de tensoes e de deslocamentos. Para além destes é ainda aproximado,
de uma forma completamente independente, um outro campo na fronteira dos ele-
mentos. Sao estas as formulagoes utilizadas ao longo deste trabalho.

Nos modelos hibridos [132, 151, 173], apenas é aproximado um dos campos no inte-
rior dos elementos: o campo estatico no caso das formulagoes de equilibrio, o campo
cinematico, no caso das formulagoes de compatibilidade. No entanto, a escolha das
funcoes de aproximacao esta desta vez sujeita a determinadas regras. Nos modelos
de equilibrio, as fungoes utilizadas para aproximar as tensoes tém que satisfazer, a
priori a condi¢ao de equilibrio (2.3). J4 no caso dos modelos de compatibilidade,
as funcoes utilizadas para modelar os campos de deslocamentos tém que induzir
deformagoes compativeis.

Nos modelos hibridos-Trefftz [79, 80, 82] é aproximado também apenas um dos cam-
pos no dominio dos elementos, a semelhanca do que acontece com as formulagoes
hibridas. No entanto, é imposto que as func¢oes utilizadas para modelar tais cam-
pos verifiquem localmente (e em simultaneo), as condigoes de equilibrio (2.3), de
compatibilidade (2.7) e as relagoes constitutivas (2.10). Nos modelos de equilibrio
impoe-se entao que as fungoes de aproximacao do potencial das tensoes verifiquem
localmente o sistema de equagoes diferenciais de Beltrami [79]. No caso dos modelos
de compatibilidade, as fungoes utilizadas para modelar o campo de deslocamentos
devem satisfazer, a priori, as equagoes diferenciais de Navier [82]. Refira-se que esta
forma de obter as funcoes de aproximagao pode ser encontrada também nos modelos
desenvolvidos por Jirousek [104, 105, 106, 107, 108].

Uma das caracteristicas fundamentais dos modelos hibridos de Trefftz é que todas as
integracoes a efectuar quando se pretendem determinar os elementos dos diferentes
operadores estruturais podem ser efectuadas apenas ao longo da fronteira dos ele-
mentos. Nao ha entao lugar a integracoes definidas sobre o dominio dos elementos, o
que permite obter um modelo que recupera a caracteristica fundamental do método
dos elementos de fronteira. No entanto, é importante sublinhar que as restri¢oes
impostas a partida dificultam a obtencao das funcoes de aproximacao a utilizar.

A metodologia seguida na formulacao deste tipo de elementos finitos, caracteri-
zada pelo estabelecimento em separado das descricoes discretas das condicoes de
equilibrio, compatibilidade e relagoes constitutivas, facilita a sua facil adaptacao a
diferentes formas estruturais, assim como possibilita a consideracao de diferentes leis
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de comportamento. Tém sido desenvolvidos modelos para a analise de placas [132,
147, 30], lajes de Khirchhoff [173, 81], lajes de Reissner-Mindlin [173, 147, 78, 150],
lajes de ordem superior [147] e ainda sélidos tridimensionais [147, 151]. Tém si-
do ainda implementados modelos que, tirando partido da versatilidade deste tipo
de elementos, permitem a resolucao eficiente de problemas onde é condicionante a
existéncia de solucoes singulares, como é exemplo tipico o caso da analise de pro-
blemas de fendas [79, 80]. Do ponto de vista das relagdes constitutivas, tém vindo a
ser desenvolvidos modelos que permitem efectuar analises nao s6 em regime elastico
linear [147, 173, 30, 151], mas também em regime elastoplastico [132, 76, 78]. Re-
centemente tém vindo a ser desenvolvidas formulagoes para a resolucao de problemas
elastodinamicos [60, 83].

3.3 Critérios de aproximacao

Na formulacao hibrida-mista, os campos de tensao e de deslocamento sao directa-
mente aproximados no dominio de cada elemento. E aproximado ainda o valor dos
incrementos dos parametros plasticos em cada uma das células criticas em que se
considera subdividido cada elemento finito. Define-se, deste modo,

oc=8,X+0, emV, (3.1)
u=U,q,+u, emV, (3.2)
Ae, =P, Ae, em V. (3.3)

As matrizes S,, U,, e P, reunem as fungoes de aproximacao associadas as variaveis
generalizadas X, q,, ¢ A e, que representam, respectivamente, os campos discretos
de tensoes, de deslocamentos no dominio e de incrementos dos parametros plasticos.
As variaveis generalizadas acima listadas nao possuem um significado fisico imediato,
nao representando necessariamente valores nodais de deslocamentos ou de tensoes,
ao contrario do que é habitual nas formulagoes classicas de elementos finitos.

Na defini¢do (3.1), o vector o, é utilizado sempre que se pretenda considerar explici-
tamente na aproximacao uma solugao particular para o campo de tensoes. Serd por
exemplo o caso em que existem tensoes residuais ou ainda quando se pretendem con-
siderar tipos muito particulares de carregamento. Situacao tipica é aquela em que se
pretende considerar a acgao de uma carga concentrada. Para modelar com bastante
precisao a distribuicao da concentracao de tensoes na vizinhanga do ponto de apli-
cacao da carga, basta considerar na aproximacao uma solucao particular baseada,
por exemplo, na solugao classica de Boussinesq [188]. Cabe entdo a solu¢ao com-
plementar (. =S, X) corrigir a solu¢ao particular nas restante zonas do dominio,
procurando restabelecer as condigoes do problema. Da mesma forma, o vector u,
é utilizado sempre que se pretende considerar explicitamente na aproximacao uma
solucao particular para o campo de deslocamentos.
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As variaveis generalizadas representando deformacoes e, forcas de massa Q, e re-
sultantes de potenciais plasticos A®,, sao definidas de forma a que os pares de
varidveis discretas duais {X, e}, {q,,Q,} e {Ae,, Ad®,.} dissipem a mesma energia
que os campos continuos que representam. Pretende-se entao verificar,

etX:/et(O'—O'p)dV;

4, Q, = [ b (u—wu)av;
Aet A®, = /Asi Ao, dV .

Tendo em conta as aproximagoes definidas em (3.1),(3.2) e (3.3) obtém-se:

e:/sgedv; (3.4)
Q, = [Ulbav; (3.5)
A®, = / Pt Ao, dV . (3.6)

Para além das aproximagoes efectuadas no dominio, a formulacao hibrida-mista
requer que seja modelado, de uma forma completamente independente, um outro
campo na fronteira de cada elemento finito. Nos modelos de equilibrio é aproximado
o campo de deslocamentos ao longo da fronteira estatica, I',, a qual engloba todas
as fronteiras onde o valor do campo de deslocamentos é desconhecido. As fronteiras
entre elementos adjacentes estao nesta situacao, pelo que se considera que fazem
parte integrante da fronteira estatica. Define-se,

u=U,q, em[},. (3.7)

Nos modelos de compatibilidade, ¢ aproximado o campo de tracgoes ao longo da
fronteira cinematica, I",. Esta engloba todas as fronteiras onde é desconhecido o
valor das tracgoes, o que inclui as fronteiras inter-elementares. Define-se, neste caso,

t=S,p, em [, (3.8)

As matrizes U, e S, reunem as funcoes de aproximagao associadas as varidveis
generalizadas q, e p., que representam os campos discretos de deslocamentos na
fronteira estatica e de traccoes na fronteira cinematica, respectivamente. As va-
ridveis generalizadas representando tracgoes aplicadas na fronteira, Q,, e desloca-
mentos na fronteira, v,, sao definidas de forma a que os pares de varidveis discretas
duais {q,,Q,} e {pw V,y} dissipem a mesma energia que os campos continuos que
representam. Impondo entao que

quQy:/utt'y dFUa
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pfyvv = /tt u, dl’, ,
e tendo em conta as aproximagoes (3.7) e (3.8), obtém-se:
Q, = / U t, dT, (3.9)

v, = /sg w, dT, . (3.10)

Como consequéncia de todas as condi¢oes de equivaléncia energética acima enunci-
adas, sao preservadas no modelo discreto de elementos finitos a dualidade estatica-
cinematica, a reciprocidade das condigoes de elasticidade e a lei de escoamento
associada.

3.4 Condicoes de equilibrio

3.4.1 Modelo de equilibrio

A condigao de equilibrio no dominio (2.3) é imposta na forma de residuos pesados,
utilizando-se para efectuar a ponderacao as funcoes de aproximacgao dos desloca-
mentos no dominio. Tem-se,

/U@(Da+b)dvzo.
Substituindo na igualdade anterior a aproximagao (3.1) obter-se-a:
/U@stde+/U§,Do—pdv - —/U’;bdv.

Tendo em conta a defini¢ao (3.5), a condigao de equilibrio no dominio para o modelo
discreto pode ser escrita na forma,

considerando,
A, = / (DS,)! U, dV | (3.12)
Q, = /U';D o, dV . (3.13)

As condigoes de fronteira estatica (2.4) e de equilibrio de tracgoes entre elementos
adjacentes sao também impostas de uma forma ponderada. A utilizacao das funcgoes
de aproximacao do campo de deslocamentos na fronteira para ponderacao, na forma
de residuos pesados, da condigao de fronteira (2.4) conduz a seguinte igualdade:

/U’;(Na—tv)dlﬂ,:o.
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Substituindo na expressao anterior a aproximagcao adoptada para o campo de tensoes
vem:

[UiNs,Xdr, + [ Ul No,dr, = [ULt,dr, .

Tendo em conta a defini¢ao (3.9), a condigao de fronteira estdtica no modelo discreto
pode ser escrita na forma,

AlX=Q,-Q,, (3.14)

onde
A, = / (NS,)! U, dT, , (3.15)
Q, = [U No,dr, (3.16)

E agora possivel verificar que a imposicao ponderada da condicao de equilibrio entre
elementos adjacentes permite recuperar a equacao (3.14). Considerem-se entao dois
elementos vizinhos (elementos a e b) partilhando uma fronteira comum, I',.Para
que haja equilibrio na fronteira, é necessario que a soma das tracgoes calculadas
com base no campo de tensoes de cada um dos elementos iguale o valor da traccao
al directamente aplicada:

(t)a + (t)b = t,y = (NO‘)Q + (NO’)b = t,y em!I',

Impondo a condigao anterior na forma residuos pesados, utilizando para efectuar a
ponderacao as funcoes de aproximacao do campo de deslocamentos ao longo de Iy,
obtém-se:

/ U (No), + (No), — t,) dlo =0 .

Substituindo na igualdade anterior as aproximagoes dos campos de tensoes em cada
um daqueles dois elementos e tendo em conta as defini¢oes (3.15),(3.16) e (3.9) pode
escrever-se:

(AD)aXo+ (AL X =Q, = (Q)a — (Q)s -
Considerando em separado a contribuicao de cada um dos elementos para a igualdade
anterior, obtém-se de novo a definigao (3.14).

Combinando as equagoes (3.11) e (3.14), obtém-se a seguinte condigao de equilibrio
para o modelo discreto:

‘ X = p 3.17
[ Av ] [ Qw B va ( )

3.4.2 Modelo de compatibilidade

Tal como no modelo de equilibrio, a condigao de equilibrio no dominio (2.3) é imposta
de uma forma ponderada. Utilizam-se, para o efeito, as funcoes de aproximagao do
campo de deslocamentos no dominio. Tem-se entao,

/Uf,(Do—+b)dV=o ;»/UgDo—dv+/Ugde=o .
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Integrando o primeiro termo da equacao anterior por partes por forma a mobilizar
os termos de fronteira, obtém-se sucessivamente:

- [DUYodv+ [(NU)odr + [ULbdv =0
- [(D'U)oav + [(NU)odr, + [(NU,)od, + [Ulbdv =0;
—/(D*Uv)to- dv+/Ug(Na) ng+/UfU(N0') dFu+/Uf,de: 0; (3.18)

- [ U)oV + [Ult,dr, + [Ultdr, + [ULbav =0.

Substituindo na igualdade anterior as aproximagoes do campo de tensoes no dominio
(3.1) e do campo de tracgoes ao longo da fronteira I',,, obtém-se:

_ / (D*U,)' S, X dV — / (DU, o, dV + / Ult, dr,

ﬂ:/Uf,Sﬂo7 dT, +/Uf,bdv ~0. (3.19)

Seja I', a fronteira comum a dois elementos finitos adjacentes. Quando existe
equilibrio na fronteira entre aqueles elementos, a traccao aplicada na face do primeiro
é igual e de sinal contrario a tracgao aplicada na face do segundo. Em consequéncia,
num dos casos verifica-se que a traccao na fronteira é igual ao campo de tracgoes
ao longo de T',, (campo este que é aproximado), enquanto que no segundo caso tem
igual valor mas sinal contrario. E esta a razao pela qual surge o sinal £+ na definicao
do quarto termo da igualdade (3.19).

Tendo em atengao a definigdo (3.5), a condi¢do de equilibrio no dominio para o
modelo discreto pode ser escrita na forma,

_Bv X+ B’Y p'y - va - Qv - Qv’y ) (320)
onde
B, = /(D*Uv)tSU v, (3.21)
B, = [U.S, dlu, (3.22)
Q, = [(D'UV) o,V (3.23)
Q,, = / Ut dl, . (3.24)

E de sublinhar que neste modelo as condigoes de fronteira estatica sao impostas
localmente, quando se substitui a igualdade (2.4) explicitamente na equacao (3.18).
Também as condigoes de equilibrio na fronteira entre elementos adjacentes sao lo-
calmente verificadas. Para tal, impoe-se que ambos os elementos partilhem, no lado
que lhes é comum, a mesma aproximacao para o campo de tracgoes.

Para finalizar, refira-se que a partir deste instante se considera (para simplificar a
escrita) que o elemento genérico utilizado na dedugao do modelo discreto tem uma
contribuigao positiva para a matriz B,. Como tal, desaparecerao das equagoes que
vao sendo obtidas os sinais + sempre que apareca envolvida aquela mesma matriz.
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3.5 Condicoes de compatibilidade

3.5.1 Modelo de equilibrio

A condi¢ao de compatibilidade no dominio (2.7) é imposta na forma de residuos
pesados, utilizando-se para efectuar a ponderacao as funcgoes de aproximacao das
tensoes. Tem-se,

/st —D*u)dV =0 :>/Stst /StD*udV

Tendo em conta a definicao (3.4) e integrando por partes o segundo membro da
igualdade anterior por forma a mobilizar os termos de fronteira, obtém-se:

e:/sgD*udvz—/(st)tudv+/(Ns,,)tudr,

e=— [(DS) udV + [(NS,) udl, + [(NS,) u,dl, . (325)

Substituindo na igualdade anterior as aproximacoes do campo de deslocamentos no
dominio (3.2) e do campo de deslocamentos ao longo da fronteira I',, obtém-se,

o= —/(st)thquV—/(st)tup qv

+ [(NS,)' U, q,dl, + [(NS,) u, dT,

As condigoes de compatibilidade no modelo discreto podem entao ser escritas na
forma,

e=-A,q,+A,q,+e, —¢ey, (3.26)

onde as matrizes A, e A, se encontram definidas por (3.12) e (3.15), respectivamente
e onde

e, = /(N S,)'u, dl, , (3.27)

= /(D S,)'u, dV . (3.28)

No modelo de equilibrio sao verificadas localmente as condi¢oes cineméticas de fron-
teira e a continuidade dos deslocamentos na fronteira comum a elementos adjacentes.
A condigao cinemaética de fronteira é imposta localmente quando se substitui expli-
citamente a igualdade (2.8) na definicao (3.25). Por outro lado, a continuidade de
deslocamentos nas interfaces entre elementos vizinhos ¢ assegurada quando se impoe
que tais elementos partilhem, no lado que lhes é comum, a mesma aproximacao para
o campo de deslocamentos.
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3.5.2 Modelo de compatibilidade

No modelo de compatibilidade, a condigdo de compatibilidade no dominio (2.7) é
imposta ponderadamente. Utilizam-se, como pesos, as fungoes de aproximacao do
campo de tensoes. Obtém-se entao:

/Sg(s—D*u)dvzo :/Sgedvz/sf,D*udv.

Substituindo na igualdade anterior a aproximagao do campo de deslocamentos (3.2)
¢ tendo em conta a defini¢ao (3.4) vem,

ez/sgD*Uqudv+/sgD*updv.

A condigao de compatibilidade no dominio para o modelo discreto pode ser escrita
na forma,
e=B!q, + e, (3.29)

onde a matriz B, se encontra definida em (3.21) e onde
ey = / S' D*u, dV . (3.30)

A condigao de fronteira cinematica (2.8) e a continuidade de deslocamentos entre
elementos adjacentes sao também impostos de uma forma ponderada. A utilizacao
das funcgoes de aproximacao do campo de tracgoes na fronteira para ponderagao,
na forma de residuos pesados, da condigao de fronteira (2.8), conduz a seguinte
igualdade:

[8 u-u)dr,=0= [S wdr, =[S udr,.

Tendo em atengao a defini¢ao (3.10) e substituindo na equagao anterior a aproxi-
magao adoptada para o campo de deslocamentos no dominio (3.2), obtém-se:

v, = [8.U,q,dr, + [ S u,dT,

A condicao de compatibilidade na fronteira cinemética pode ser entao expressa na
forma,
v, =Bl q,+v,,, (3.31)

onde a matriz B, se encontra definida em (3.22) e onde se tem
V., = / S! w, dr, . (3.32)

A imposicao ponderada da condicao de continuidade dos deslocamentos nas frontei-
ras entre elementos adjacentes conduz de novo a equacao (3.31). Considerem-se dois
elementos vizinhos (elementos a e b) partilhando uma fronteira comum, I',.Para que
haja continuidade do campo de deslocamentos, é necessario verificar a igualdade:

(u)y—(u), =0 em I,
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A imposicao da condigdo anterior na forma residuos pesados, utilizando-se para
efectuar a ponderacao as fungoes de aproximacao do campo de tracgoes definido ao
longo da fronteira I',,, permite escrever:

[ (W = (wy)dr = 0.

Substituindo na igualdade anterior as aproximagoes dos campos de deslocamentos
em cada um daqueles dois elementos e tendo em conta as defini¢oes (3.22) e (3.32),
pode escrever-se:

(ny)ll Ay T+ (VWP)& - (ny)b Quy — (V'yp)b =0.

Considerando em separado a contribuigao de cada um dos elementos para a igualdade
anterior, recupera-se entao a definigao (3.31), tal como se pretendia verificar.

Combinando as equagoes (3.29) e (3.31), obtém-se a seguinte condi¢do de compati-
bilidade para o modelo discreto:

F oo

Vy = Vyp

3.6 Relacoes constitutivas

3.6.1 Elasticidade

As relagoes de elasticidade (2.10) sdo impostas na forma de residuos pesados. Sao
utilizadas na ponderacao as funcoes de aproximacao do campo de tensoes no domi-
nio. Pode escrever-se entao:

/Sf)(se—fa'—sg)d‘/:().

Substituindo na igualdade anterior a aproximacao definida para o campo de tensoes
no dominio (3.1) e tendo em conta a definigdo de deformagoes generalizadas (3.4),
obtém-se:

e, = /Sf,f S, X dV + / S'fo, dV + / StegdV .

As relagoes de elasticidade no modelo discreto podem ser escritas na forma,

ee=FX +e,+e, (3.34)

onde
F— / S'£S, dV | (3.35)
epe = / S'fo,dV (3.36)

ey = / StegdV . (3.37)
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3.6.2 Plasticidade

Apresenta-se de seguida a descricao discreta das relacoes de plasticidade, escritas
numa forma incremental. Apenas a condigao de escoamento pléstico (2.37) é ve-
rificada localmente. Todas as outras condigbes que descrevem o comportamento
nao-linear do material sao impostas ponderadamente, na forma de residuos pesados.

Tal como definido no capitulo anterior, adopta-se aqui uma descricao cinematica
das relacoes de plasticidade, na qual se consideram as deformacgoes decompostas nas
suas parcelas elastica e plastica. Em consequéncia, as deformacoes generalizadas e,
definidas em (3.4), aparecem da mesma forma decompostas em duas parcelas, e, e
e,, respectivamente. A definigao de tais parcelas é imediata. Tem-se,

e, = / Sle.dV , e, = / Ste,dV . (3.38)

A condigdo de normalidade (2.34) é imposta ponderadamente, utilizando-se para
efectuar a ponderacao as fungoes de aproximacao do campo de tensoes no dominio
dos elementos. Escreve-se entao:

/sg(Aep “nAe, —~R)dV =0.

A introducao na igualdade anterior da aproximacgao definida para os incrementos
dos parametros plasticos (3.3) permite obter

/sgAsp dv — /S';nP*Ae* dv — /ng; AV =0.

Tendo em atengao a definigao das deformagoes plésticas generalizadas (3.38), a des-
cricao incremental da condicao de normalidade no modelo discreto pode ser escrita
na forma,

Ae, = N,Ae, + R}, (3.39)

onde
N, = / StnP, dV (3.40)
R’ = / S'R:dV . (3.41)

A condicao de escoamento plédstico escrita para o modelo discreto assume a forma:
Ae, > 0. (3.42)

Se na aproximacao dos incrementos dos parametros plasticos (3.3) se utilizarem
conjuntos de fungoes que tomem sempre valores nao-negativos no seu intervalo de
defini¢ao (células plasticas), entdo a condigao de escoamento é imposta localmente.
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A definicao dos incrementos dos potenciais plasticos generalizados pode ser obti-
da substituindo, na definigao (3.6) a equagao que define a variagdo dos potenciais
plésticos (2.35). Tem-se entao:

A®, = /Pi(nt Ao — h, Ae, + R)dV .

Substituindo na definicao anterior a aproximagao dos incrementos dos parametros
plésticos (3.3) e a aproximagao dos incrementos do campo de tensoes (obtida a partir
de (3.1)) vem:

A<I>*:/PintSvAXdV—/Pih*P*As*dV+/PiR(’;dV.

Tendo em conta a definicdo da matriz N, (3.40), a defini¢do dos incrementos dos
potenciais plasticos generalizados pode ser escrita na forma,

A®, = N'AX — H., Ae, + R}, | (3.43)

onde,
H, = / P AP, dV (3.44)
- / PR, dV . (3.45)

As condigoes de cedéncia no modelo discreto podem ser obtidas através da imposicao,
na forma de residuos pesados, das condi¢oes (2.36). A utilizacdo das fungoes de
aproximacao dos incrementos dos parametros plasticos para efectuar a ponderacao

permite obter directamente:
P, + AP, <O0. (3.46)

As condigoes de complementaridade sdo obtidas quando se impoe que as condigoes
(2.38) e (2.39) sejam verificadas, em média, em cada uma das células criticas em
que se considera subdividido cada elemento finito. A substituicao em

/ 6, Ae,dV =0
da aproximagao dos incrementos dos parametros plasticos permite obter:
/¢*P*Ae*dV:O=>/¢*P*dVAe* —0=® Ae,=0.  (347)

O mesmo procedimento aplicado agora a igualdade (2.39) permite obter a segunda
condicao de complementaridade, que aparece entao escrita na forma:

A®' Ae, = 0. (3.48)

A representagao discreta das condigoes de plasticidade pode ser sumarizada na for-

ma:
Ae, | | 0 N, AX n R;
A®, | T | Nt —H, | | Ae, £l

(
P, + AP, <0, (
{ &' Ae, =0 (

(

©w
ot
=)

w
ot
—_

A®L Ne, =0.
Ae, > 0.
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3.7 Sistema governativo - Modelo elastico

O sistema governativo elementar para os modelos elasticos é obtido através da com-
binagao das representacgoes discretas das condigoes de equilibrio, compatibilidade e
elasticidade. Como consequéncia da preservacao da dualidade estatica-cinematica e
da reciprocidade nas relagoes constitutivas no modelo discreto, tal sistema apresenta
uma matriz dos coeficientes que é simétrica.

3.7.1 Modelo de equilibrio

Combinando as equagoes (3.26) e (3.34) de forma a eliminar a definigao explicita das
deformagoes generalizadas, e, e considerando as equagoes (3.11) e (3.14), obtém-se
o seguinte sistema governativo elementar para os modelos de equilibrio,

F A, —A, X e, — €y — €y — €y,
t
_Av 0 0 Qy _Qv + va

A reuniao das diferentes equacoes elementares é efectuada impondo que elementos
adjacentes partilhem a mesma aproximacao para o campo de deslocamentos na fron-
teira que lhes é comum. E importante salientar que o sistema governativo global,
obtido a partir do espalhamento de todas as contribuicoes elementares, tem um as-
pecto em tudo semelhante ao sistema (3.53). A tnica diferenca reside na composigao
dos diferentes operadores estruturais F, A,, A, e dos termos independentes, que
reunem agora a contribuicao de todos os elemento da malha.

E importante sublinhar que, ao contrario do que é tipico nas formulacoes classicas
de elementos finitos, os coeficientes de cada matriz estrutural de cada elemento sao
directamente espalhados no sistema global, sem que haja a necessidade de proceder
a quaisquer sobreposi¢oes ou somatoérios. Isto acontece porque todas as variaveis
(com excepgao dos deslocamentos de fronteira generalizados que sao partilhados por
elementos adjacentes) sdo definidas de uma forma perfeitamente local e independente
de elemento para elemento.

Embora tal procedimento nao seja aqui adoptado, é possivel deixar de impor local-
mente a condicao de continuidade de deslocamentos nas fronteiras entre elementos
adjacentes. Tal condicao pode passar a ser imposta ponderadamente na forma de
residuos pesados [133, 134].

Para melhor esclarecer a forma através da qual se efectua a reuniao das diferentes
equagoes elementares escritas na forma (3.53), considere-se o exemplo da estrutura

representada na figura 3.1. Denotando por F® {A®} a matriz de flexibilidade
{operador de compatibilidade no dominio}definida para o elemento i e por A(j’”

a parcela do operador de compatibilidade na fronteira definido para o elemento i
e fronteira estatica j, o respectivo sistema governativo global pode ser escrito na
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(11 [o]
1] 12 ]
lados
(fronteira estética)
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@ (front. cinemaética)
O elementos
o 8

Figura 3.1: Topologia da estrutura.

seguinte forma:

N ) 0 Ag) 0 Afyl’l) 0 AL3) A(71,4) o 1T XM 7
0 F® 0 Ag)Q) 0 Ag2,2) AZ/2,3) 0 Ag2,5) X (2)
A o 0 0 0 0 0 0 q)”
0 A'® o 0 0 0 0 0 0 q\”
ALY 0 0 0 0 0 0 0 Q) | =
0 A'®D o0 o 0 0 0 0 0 q"
AlED A3 00 0 0 0 0 0 q
Al 0 0 0 0 0 0 0 q‘
0 A®Y o o 0 0 0 0 0 ][ q® |
o) el _eft) o) |
o el —ef? el
-QY — Q)
_Q(Q) _ Q(Q)

- —Qh 4 (i
4l
Q¥ a0 T qu

_Q(4) + Q(Zlﬁ)

5 2,5
L _Q’y '+ Q’yp )
Quando as funcgoes utilizadas na aproximagao do campo de tensoes sao linearmente

independentes, a matriz de flexibilidade generalizada, F, é positiva definida. O
sistema (3.53) pode entao ser condensado na forma:

va _Kv’y ] [ q ‘| [ Q +Qp _Rv
vl = v , 3.54
el | g R it (3.54)
onde,
Kij=AlF'A; | Ri=AlF '(eg+e,t+e,—e,). (3.55)

E importante salientar que a reuniao das equacoes elementares escritas na forma con-
densada (3.54) envolve jd, ao contrério do que sucede com o formato nao-condensado
do sistema governativo (3.53), as operagoes de espalhamento tipicas (somatoérios in-
cluidos) da formulagdo cléssica de deslocamentos do método dos elementos finitos.
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Uma vez conhecidos os deslocamentos generalizados, q, € q.,, os valores das tensoes
generalizadas podem ser calculadas a partir de:

X=F'(-A,q,+ A, q,+e,—e—e,—ey). (3.56)

O sistema (3.53) pode ser ainda condensado de forma a que o comportamento do
modelo discreto venha escrito apenas em funcao dos valores dos deslocamentos ge-
neralizados na fronteira. O sistema governativo elementar assim obtido pode ser es-
crito na seguinte forma, bastante familiar aos utilizadores das formulacoes classicas
de elementos finitos,

K'q,=Q}, (3.57)
onde,
-1
* F A, A
K:{A’;OHAZ 0] [07], (3.58)

F Av]_lle9+epe+epp_e7] (3.59)

* t

Q=Q -Q,+| Al OHAZ . 5o
Quando se escreve o sistema governativo elementar nesta forma, a obtencao do sis-
tema de equacgoes global envolve a reuniao das contribuicoes elementares através de
um processo de espalhamento analogo ao utilizado nas formulagoes de deslocamen-
tos. Desde jd se adianta que a utilizagdo da forma condensada (3.57) pode trazer
alguns beneficios de um ponto de vista da melhoria da eficiéncia numérica do mo-
delo, como oportunamente se referird. A aplicacao da equacao seguinte permite
calcular os valores das tensoes e deslocamentos de dominio generalizados, X e q,,
uma vez obtidos os deslocamentos generalizados na fronteira, q.,.

[X]_[F Av]_llAW]qu[F Av]_lley—eg—epe—em
= t t
qv A"U O 0 g A-'U 0 _Q’U—Qp

(3.60)

3.7.2 Modelo de compatibilidade

Combinando as equagdes (3.29) e (3.34) de forma a eliminar a definigdo explicita das
deformagoes generalizadas, e, e considerando as equagoes (3.31) e (3.20), obtém-se
o seguinte sistema governativo elementar para os modelos de compatibilidade,

F 0 —B’; X €pc — €y — €
0 0 B P, | = Vo, — Vo . (3.61)
_B’U B’y 0 qv _Q'u - Qv’y + Q'up

A reuniao das diferentes equacoes elementares é efectuada impondo que elementos
adjacentes partilhem a mesma aproximagao para o campo de traccoes ao longo da
fronteira que lhes é comum. Tal como no caso dos modelos de equilibrio, o sistema
governativo global, obtido a partir do espalhamento de todas as contribuicoes ele-
mentares, tem um aspecto em tudo semelhante ao sistema (3.61). De igual forma, os
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coeficientes de cada matriz estrutural de cada elemento sao directamente espalhados
no sistema global, sem que haja a necessidade de proceder a quaisquer sobreposicoes
ou somatorios.

Tal como para o caso do modelo de equilibrio, as operacoes de espalhamento das
equagoes elementares escritas na forma (3.61) sdo agora ilustradas através da apre-
sentacao de um exemplo bastante simples. Utiliza—se de novo para o efeito a estru-
tura representada na figura 3.1. Denotando por F) {B{Y} a matriz de flexibilidade
{operador de equilibrio no dominio}definida para o elemento i e por Bff’j ) a par-
cela do operador de equilibrio na fronteira definido para o elemento i e fronteira
ginemética 7, 0 respectivo sistema governativo global pode ser escrito na seguinte
orma:

I ) 0 0 0 0 _Bi(l) 0 1 x® 7 i e?(jlc _eél) ]
o F® 9 0 0 0 -B® x® el? — el
0 0 0 0 0o BOY g p" vl — (LD
0 0 0 0 0 0 B2 p{ | =] v(L¥ _ 23
0 0 0 0 0o B _p!Y p{¥ v® 23
B0 0 om0 0w | | T tap
o -BY o B B 0 o Jla? ] | -Q?-qQ? |

Sendo as fungoes utilizadas na aproximagao do campo de tensoes linearmente inde-
pendentes, a matriz de flexibilidade generalizada, F, é positiva definida e o sistema
(3.61) pode entao ser condensado na forma:

Kv _Bvllq ] [Q +Q7_Qp_va
v = v v v , 3.62
l -B, 0 D, —Voy + Vo (3.62)
onde,
K,=B,F'B! |, R,.=B,F '(e,. — e, —e) . (3.63)

Uma vez conhecidos os deslocamentos generalizados, q, e p,, os valores das tensoes
generalizadas podem ser calculadas a partir de:

X=F "B q,+F (e, —e.—ey). (3.64)

3.8 Sistema governativo - Modelo elastoplastico

O sistema governativo elementar para os modelos elastoplasticos é obtido através da
combinacgao das relagoes de plasticidade com a forma incremental das condigoes dis-
cretas de equilibrio, compatibilidade e elasticidade. Para simplificar a apresentacao,
admite-se a inexisténcia de deformagoes térmicas generalizadas (gg) e consideram-se
nulas as solugdes particulares presentes na aproximacao do campo de tensoes (o)
e do campo de deslocamentos (u,).
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3.8.1 Modelo de equilibrio

A substitui¢ao das defini¢oes (3.34) e (3.39) na forma incremental das condigoes de
compatibilidade descritas em (3.26) permite eliminar as parcelas eldstica e pléstica
das deformagoes generalizadas como varidveis explicitas do problema. Consideran-
do ainda a descrigao incremental das condigoes de equilibrio no dominio (3.11) e na
fronteira (3.14), a definicdo dos incrementos dos potenciais plasticos generalizados
(3.43) e as condigoes de cedéncia (3.46), escoamento plastico (3.42) e complemen-
taridade (3.51), obtém-se o seguinte sistema de equagoes e inequagoes que permite
modelar o comportamento elastoplastico da estrutura em estudo.

F A, -A, N, AX Ae, — R;
Al 0 0 0 Aq —-AQ
v v = v . 3.65
—Al 0 0 0 Aq, ~AQ, (3.65)
N0 0 —-H. Ae, A®P, — R}
<I>i Ae, =0 .

O sistema governativo para os modelos elasticos pode ser recuperado de imediato se
se eliminarem, no sistema (3.65), todos os operadores e varidveis associados a fase
plastica da resposta. Por outro lado, se se pretende efectuar uma analise rigido-
pléstica, ha que eliminar todos os operadores eldsticos do sistema (3.65), tal como
¢ ilustrado em [73].

Tal como no caso do sistema governativo apresentado para o modelo elastico, todas
as variaveis generalizadas, a excepcao dos deslocamentos na fronteira, sao definidas
de uma forma completamente independente para cada um dos elementos da malha.
O processo de espalhamento, efectuado impondo que elementos adjacentes parti-
lhem a mesma aproximacao para o campo de deslocamentos ao longo da fronteira
que lhes é comum, conduz entao a obtencao de um sistema governativo global que
corresponde exactamente a forma do sistema (3.65).

Aplicando as condigoes de equivaléncia de Karush-Kuhn-Tucker [111, 113] ao sistema
governativo (3.65) é possivel estabelecer pares de programas quadréticos nao lineares
equivalentes. A aplicacao de algoritmos da Programacao Matematica na resolucao de
tais programas permite entao efectuar a analise elastoplastica pretendida. Contudo,
a aplicacao de tais algoritmos é em muitos casos preterida em favor de métodos
incrementais de andlise, devido as vantagens que estes apresentam, nao s6 em termos
de eficiéncia numérica do processo de calculo, mas também no que toca a quantidade
de informagao adicional fornecida. E em consequéncia do reconhecimento destas
vantagens que se adopta neste trabalho um método incremental para a execucgao
das anélises elastoplasticas.

E facil reconhecer que o sistema governativo, tal como é apresentado em (3.65),
nao apresenta um formato adequado para a realizacao de uma anélise incremental.
Estas ultimas costumam basear-se na existéncia de um parametro de carga ou de
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deslocamento previamente estabelecido. Ha entao que reformular ligeiramente o
sistema nao-linear de equagdes e inequagoes definido em (3.65) por forma a fazer
surgir explicitamente a definicdo de tais parametros. Sao obtidos dois sistemas
alternativos, conforme se considere a existéncia de forcas ou deslocamentos impostos,
respectivamente.

Forcas impostas

Considere-se que as tracgoes aplicadas na fronteira sao proporcionais ao parametro
de carga A,

£ =T\

Em consequéncia, a definicao das tracgoes generalizadas (3.9) pode ser escrita na
forma,

Q, = [ U, dlo = [ U, Adlo = a,,
onde
.
a. = [ULE,dlo.
O incremento das tracgoes generalizadas é obtido imediatamente através de

AQ, =a,AX.

A substitui¢do da igualdade anterior na forma incremental das condiges (3.14)
permite obter uma nova descricao para as condigoes de equilibrio no modelo discreto,
a qual pode ser escrita na forma:

—-A! 0 AX 0
lAi —aeHM]_[O]' (300
Note-se que foi considerado como constante o valor das forcas de massa. Como tal,
AQ, = 0. E de sublinhar no entanto que é possivel considerar também as forcas
de massa como proporcionais ao parametro A\. Tal nao foi aqui feito, nao sé com

o intuito de simplificar a apresentagao (salientando apenas os aspectos essenciais),
mas também porque tal situagao nao é muito vulgar em situagoes reais.

A nova descri¢ao das condigoes de compatibilidade, duais de (3.66), pode ser escrita
na forma
-A, A, Aq, | | Ae.+ Ae,
S g e 557

A interpretacao fisica do parametro Aw permite verificar, de uma forma bastan-
te simples, que define o incremento do trabalho unitario efectuado pelas traccoes
impostas. De facto,

AT = alAq, = [ € U,Aq, dlo = [ Audlo.
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Como se trata de um problema de forcas impostas, sao nulos os deslocamentos
impostos. Tem-se entao que Ae, = 0.

Combinando as novas condigdes de equilibrio (3.66) e compatibilidade (3.67) com
as descricoes incrementais das relagoes de elasticidade e de plasticidade, obtém-se o
seguinte sistema governativo:

F A, A, N, 0 AX ~R;
Al 0 0 0 0 Aq, 0
-Al 0 0 0 a ||Aq|= 0 : (3.68)
N0 -H. 0 Ae, Ad, — RY
o 0 a 0 0 AN AW
t
.+ AP, <0; { A‘gziz:%' : Ae, > 0. (3.69)

Deslocamentos impostos

Considera-se que os deslocamentos impostos na fronteira cinematica sao proporcio-
nais ao parametro de deslocamento A,

u, =0, \.

Em consequéncia, a definicdo das deformacoes generalizadas e, (3.27) pode ser es-
crita na forma,

e, = / (NS, )'u, dlu = / (NS,)'E, Adlu = b\ |

onde
b, = / (NS,), dl'u .
A variagao das deformacoes e, vem entao dada por,

Ae, =b, A\ .

A nova descricao para as condi¢oes de compatibilidade no modelo discreto pode ser
obtida substituindo a igualdade anterior na forma incremental da defini¢ao (3.26).
Obtém-se:

Aq,
| —A, A, b, || Aq, | =[Ae + e, . (3.70)
AN
As condigoes de equilibrio, duais de (3.70), vém escritas da seguinte forma,
_A! 0
A’; AX = 0 , (3.71)

b! AT,
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onde o parametro Aw, representa o incremento do trabalho unitario induzido pelos
deslocamentos impostos na fronteira:

AT, =DbAX = [ @ NS,AXdlu = [ Atdlu.

Como se trata agora de um problema de deslocamentos impostos, verifica-se que
AQ, = AQ, = 0. Combinando as novas condigoes de compatibilidade (3.70) e
equilibrio (3.71) com as descrigoes incrementais das relagoes de elasticidade e de
plasticidade, obtém-se o seguinte sistema governativo:

F A, -A, N, -b, AX -R;
Al 0 0 0 0 Aq, 0
AL 0 0 0 0 Aq, | = 0 : (3.72)
N0 0 -H. 0 Ae, Ad, — R}
-b, 0 0 0 0 AN — A,
®' Ae, =0
@*+A@*§O;{A<I>iAe*:0. ; Ae, >0 .

3.8.2 Modelo de compatibilidade

A substituicao das definigoes (3.34) e (3.39) na forma incremental das condigoes de
compatibilidade descritas em (3.29) permite eliminar as parcelas eldstica e pléstica
das deformagoes generalizadas como variaveis explicitas do problema. Considerando
ainda a descri¢ao incremental das condigoes de equilibrio no dominio (3.20) e de com-
patibilidade na fronteira (3.31), a definigdo dos incrementos dos potenciais plasticos
generalizados (3.43) e as condigoes de cedéncia (3.46), escoamento plastico (3.42)
e complementaridade (3.51), obtém-se o seguinte sistema de equagoes e inequagoes
que permite modelar o comportamento elastopldstico da estrutura em estudo.

F 0 -B/ N, AX —-R;
t
0 0 B, 0 Ap, _ Av, (3.73)
-B, B, 0 0 Aq, -AQ, - AQ,,
N 0 0 -H, Ae, A®, — R}
<I>i Ae, =0 .
(I)*+A(I)*§0’{A<I>iAe*:0. ; Ae, > 0.

Tal como no caso dos modelos de equilibrio, o sistema (3.73) nao se encontra no
formato mais apropriado para se efectuar uma andlise incremental. Para contornar
este problema sao agora reformuladas as condic¢oes de equilibrio e de compatibilida-
de, de molde a fazer surgir explicitamente a definicao dos parametros de carga ou
deslocamento.
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Forcas impostas

Considera-se que as traccoes impostas na fronteira estatica sao proporcionais ao
parametro de carga, A.

t,=1t, ).
E entdo possivel escrever-se:
Q,, = / U't, dlo = / U't, A\ dlo = a\
onde
a, = / U'E, dlo .
A substituicao da forma incremental da defini¢ao (3.24),
AQ,, =a A\,

na versao incremental das condigoes (3.20) permite obter a nova descrigdo para as
condicoes de equilibrio, que pode ser escrita na forma:

AX
| -B, B, a| AA;? =0. (3.74)

Considera-se que as forcas de massa sao constantes, pelo que se verifica AQ, = 0.
As condigoes de compatibilidade, duais das condigdes de equilibrio (3.74), sao dadas
por:

-B! —Ae, — Ae,
B'; Aq, = 0 . (3.75)
al Aw

(63
A interpretacao fisica de Aw permite verificar que este parametro representa o incre-
mento do trabalho unitario realizado pelas tracgoes aplicadas na fronteira estatica
do dominio:

AT = alAq, = [ U,Aq,dlo = [ ¥ Audlo.

Combinando as novas condigoes de equilibrio (3.74) e compatibilidade (3.75) com
as descricoes incrementais das relagoes de elasticidade e de plasticidade, obtém-se o
seguinte sistema governativo:

F 0 -B, N, 0 AX ~R’

0 0 B 0 0]]Ap, 0
B, B, 0 0 a ||Aq|= 0 . (3.76)
N 0 -—H, Ae, A®D, — R},

0
0 0 a 0 AN Aw
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Deslocamentos impostos

Considera-se que os deslocamentos impostos na fronteira cinematica sao proporcio-
nais ao parametro de deslocamento A
u, = Uy A\
Os deslocamentos generalizados na fronteira sao entao dados por:
— t — l== —
v, = /Svuv dlu = /Svuv Adlu=b,\,

onde
b= [ S, dlu.

Substituindo-se a versao incremental da rela¢ao (3.10), definida por
Av, = b, A\,

na forma incremental das condigdes (3.31), obtém-se a nova condi¢ao de compatibi-
lidade para o modelo discreto. Esta tltima pode ser apresentada a forma:

B! 0 Aq, | | Ae.+ Ae,
RS e et

As condigoes de equilibrio, duais de (3.77), sdo as que se apresentam de seguida:

[ 0 ] [ ﬁf ] B [ I ] (3.78)

O parametro Aw, representa o incremento do trabalho unitario induzido pelos des-
locamentos impostos na fronteira cinemética do dominio considerado:

Aw, = biApW = /ﬁg S,Ap, dl'u = /ﬁfy At dlu
Combinando as novas condigdes de compatibilidade (3.77) e equilibrio (3.78) com

as descricoes incrementais das relagoes de elasticidade e de plasticidade, obtém-se o
seguinte sistema governativo:

F 0 -BY N. 0 AX -R;
0 0 B, 0 —b.||Ap, 0
-B, B, 0 0 0 Aq, | = 0 : (3.79)
N0 0 -H. 0 Ae, A®, — R}
0 -b. 0 0 0 AN —Aw,
®! Ne, =0
(I)*+A(I)*§O5{A<I>1Ae*:0. ; Ae, > 0.
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3.9 Analise incremental

3.9.1 Descricao geral do algoritmo

Descreve-se agora o algoritmo que permite efectuar a analise elastoplastica incre-
mental resolvendo os sistemas de equagoes e inequacoes nao-lineares que regem o
comportamento do modelo discreto de elementos finitos hibrido-mistos.

Para nao tornar demasiadamente extensa a apresentacao, introduz-se apenas o al-
goritmo que possibilita a resolugdo do sistema governativo apresentado em (3.68)
e (3.69) e que corresponde a um problema de forgas impostas num modelo de
equilibrio. No entanto, os conceitos e métodos em que tal algoritmo se baseia podem
ser generalizados, de uma forma imediata, a qualquer outro dos sistemas nao-lineares
atras apresentados.

A analise elastoplastica incremental pode ser codificada através do seguinte problema
de programacao matemaética:

Mazimizar AX sujeito as restrigoes (3.68) e (3.69).

Utilizando o método das perturbagoes [99], este problema néo linear pode ser trans-
formado numa sequéncia equivalente de Problemas de Linearidade Complementar
(Linear Complementarity Problems ou LCP). Expandindo os incrementos de cada
uma das varidveis (aqui genericamente denotadas por v) numa série de poténcias,

00 U(n),rn
Av=Y —. (3.80)
n=1 :

onde 7 denota um parametro nao-negativo arbitrario, e igualando de seguida os
termos da mesma ordem, o sistema (3.68) é transformado numa sequéncia infinita
de problemas lineares. A estrutura dos sistemas lineares que resultam daquela ex-
pansao ¢ em tudo idéntica a do sistema (3.68), com os incrementos de cada varidvel
Av e os residuos R*, substituidos pelas sua derivadas de ordem n, v(™® e R*™,
respectivamente. Tem-se entao:

F A, -A, N, 0] [XxX™ —R;™
Al 00 0 0 (n) 0
—AL 0 0 a, q | = 0 : (3.81)
N0 0 -H, 0 el ~R;™
0 0 a 0 0 NG )

E importante sublinhar desde ja que os sistemas (3.81) sdo recursivos, uma vez que
que as derivadas de ordem n dos residuos, R*™ | sao obtidas a partir do conhecimento
do valor de derivadas de ordem inferior dos campos de tensoes e dos parametros
plasticos. No apéndice A sao apresentadas as equagoes que permitem definir as
componentes das derivadas de cada um dos vectores residuo utilizados.
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O procedimento aqui utilizado para efectuar a andlise incremental esta descrito de
uma forma geral em [63] e encontra-se particularizado em [64, 71] para o caso da
analise fisica e geometricamente nao linear de estruturas reticuladas. O algoritmo
baseia-se numa extensao directa do método de Simplex. Em cada incremento, o
sistema (3.81) é obtido e resolvido apenas para os modos de cedéncia que se en-
contram activos (para os quais se verifica A®, = 0). O comprimento do passo é
automaticamente ajustado por forma a permitir a activacao do préximo modo de
cedéncia. O valor do passo é ainda condicionado pela necessidade de se limitarem os
erros de truncatura resultantes do facto de se utilizar apenas um numero finito de
termos na expansao em série dos incrementos das varidveis envolvidas no processo.
As descargas pléasticas sao também detectadas e tratadas de uma forma bastante
simples e natural, como adiante se vera.

Para evitar eventuais dificuldades no controle do cardcter monotonico do processo,
escolhe-se para parametro de perturbagao o incremento do trabalho unitario provo-
cado pelas traccoes aplicadas na fronteira. Tem-se entao 7 = Aw, pelo que se pode
escrever W™ = §y,,.

A anélise elastoplédstica incremental pode ser decomposta em duas fases distintas.
Na primeira, é efectuada uma analise eldstica linear e é obtido o valor do parametro
de carga associado a activagao do primeiro modo de cedéncia. E a chamada fase
eldstica e envolve apenas a realizacao de um incremento de carga. E entdo que
se inicia a fase pldstica, descrita pelo sistema equagoes e inequagoes apresentado
em (3.68) e (3.69). Apresentam-se de seguida as operagoes bdsicas envolvidas na
resolucao de cada uma daquelas fases.

3.9.2 Fase elastica

O processo inicia-se com a execugao de uma andlise elastica linear envolvendo a
utilizagdo do sistema governativo apresentado em (3.53) e considerando um valor
unitario para o parametro de carga, A = 1. Com base nos valores desta forma obti-
dos, determina-se de seguida o valor do parametro de carga necessario para activar
cada um dos possiveis modos de cedéncia. Tendo em atengao que estamos a assumir
um comportamento elastico para o material, aquele calculo pode ser efectuado com
base na seguinte expressao,

onde o . . .
0 — / PO (o M) 2dV | a) — / POgydV .

O valor do parametro de carga no limite da fase eldstica corresponderda ao menor
dos diferentes \; obtidos. Considerando

Ae = min()\;) ,i = 1, nmodos

garante-se que a condicao de cedéncia é verificada para todos os modos.
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No limite da fase elastica, o valor do potencial plastico generalizado associado a cada
modo pode ser obtido através da igualdade

0 = ), o0 — V) .

Os valores dos campos de tensoes e de deslocamentos no inicio da fase plastica podem
ser calculados multiplicando directamente por A. os resultados obtidos através da
analise linear, realizada considerando A = 1.

3.9.3 Fase plastica

No inicio de cada um dos incrementos de carga é necessario recalcular alguns dos
operadores estruturais presentes na matriz dos coeficientes do sistema (3.81). Note-
se que os operadores elasticos permanecem inalterados ao longo de todo o processo.
Apenas as matrizes N, e H, necessitam de ser refeitas em cada passo, pois dependem
dos valores actuais do campo de tensoes e dos parametros plasticos.

O sistema (3.81) ¢é escrito e resolvido apenas considerando os modos de cedéncia
que se encontram activos no inicio do incremento de carga em causa, impondo-se
ainda a condicao A®, = 0 de uma forma explicita. Desta forma, a condicao de
complementaridade (3.48) é verificada para cada um daqueles modos.

Uma vez actualizados os operadores estruturais determina-se, através da resolugao
dos sistemas (3.81), o valor das derivadas de cada uma das varidveis envolvidas no
processo. Para cada valor de n, os termos independentes sao calculados a partir
do conhecimento das derivadas (de ordem inferior) dos campos de tensoes e dos
parametros plasticos. Sao utilizadas neste cédlculo as definigbes apresentadas no
apéndice A. E usual considerarem-se apenas os trés primeiros termos do desenvolvi-
mento em série apresentado em (3.80). Cada passo envolve entao a resolucao de trés
sistemas de equacoOes lineares. A matriz dos coeficientes destes é sempre a mesma,
variando apenas os termos independentes de caso para caso.

O facto dos operadores elasticos permanecerem inalterados ao longo de toda a anédlise
permite melhorar a eficiéncia numérica do processo de cédlculo através da conden-
sacao do sistema (3.81) na forma:

K, X" =T, (3.82)
com
-1
=[N0 a0 [ <[
P10 0 a X 0 0"
cll-AL 0 0 0 a,
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-1

. F A, —-A, ~R™ «(n)
TZ(,”):lNO*gat] Al 0 0 0 —[‘Eg) ]
el -AL 0 0 0 v

A factorizacao da sub-matriz eldstica é efectuada apenas uma vez e os factores ob-
tidos podem ser sucessivamente reutilizados ao longo de todo o processo. Isto pode
traduzir-se numa aprecidvel economia em termos de tempo de calculo. E ainda de
salientar que a utilizagdo da forma condensada (3.82) permite obter sistemas de
equagoes de dimensoes bastante reduzidas na fase inicial do comportamento elasto-
plastico. Tal acontece porque a dimensao de tal sistema serd igual ao ntimero de
modos de cedéncia activos mais um (correspondente a derivada do parametro de
carga). Obtidos os valores das derivadas dos parametros plasticos e do pardmetro
de carga, as derivadas das tensoes e deslocamentos generalizados sao obtidas através
da igualdade:

-1

X F A, —A, ~R;™
q” | =| ALY 0 0 0
q' -AL 0 0 0
F A, -A ] '[N 0 (n)
AL 00 0 0 l A ]
—AL 00 0 a L7

Resolvidos os sistemas (3.81) ou (3.82), ficam conhecidas as derivadas dos campos
de tensoes, deslocamentos, parametros plasticos e parametro de carga. O valor das
derivadas dos potenciais plasticos generalizados para os modos nao activos pode
agora ser calculado através de:

®" = N X™ 4+ Ry .

Estes valores assumem um papel de grande relevo na determinacao da dimensao do
passo a efectuar.

A deteccao e implementacao das descargas plasticas é efectuada de uma forma bas-
tante simples e natural. A tendéncia para se originar uma descarga plastica é identi-
ficada quando a resolugao do sistema (3.82) fornece, para um dos modos de cedéncia
activos, um valor negativo para a primeira derivada do parametro plastico corres-
pondente, eV, Retira-se esse modo da base, recalculam-se os operadores plasticos
presentes no sistema (3.82) e reinicia-se todo o processo. Quando sdo varios os mo-
dos que apresentam valores el negativos, deve sair da base aquele que apresentar
o valor mais negativo. Se quando se reiniciar o processo ainda subsistirem valores
M negativos volta a retirar-se da base um outro modo de cedéncia. Este procedi-
mento serd repetido até que todos os valores das primeiras derivadas dos parametros
plasticos sejam nao-negativos, sinal de que o algoritmo de calculo pode prosseguir
normalmente.

Sao trés as condigoes que permitem obter o valor do parametro de perturbacao, 7, e
por consequéncia estimar automaticamente a dimensao do passo em cada uma das
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etapas do processo iterativo utilizado na analise elastopldstica incremental. O valor
de 7 deve ser escolhido por forma a:

1. Activar o préximo modo de cedéncia, sem que tal implique a violagao da con-
di¢ao de cedéncia em nenhum dos outros modos que ja se encontrem activos;

2. Limitar o erro de truncatura que surge quando se toma apenas um numero
finito de termos nas expansoes em série utilizadas para representar a variacao
das diferentes grandezas intervenientes no processo;

3. Garantir que a variacao dos parametros plasticos seja sempre positiva.

A primeira condi¢ao impoe que se deva calcular, para cada modo nao-activo, o valor
do parametro de perturbacao que permita obter

o) + AW = 0.
Considerando a expansao em série de poténcias do incremento do potencial plastico
generalizado, a igualdade anterior pode ser escrita na forma:
-3

6

7_2

O+ O7 4 @) o 4 @M = 0. (3.83)

* * *
O valor do parametro de perturbacao que permite a activagao do modo i é entao
igual & menor das raizes reais do polinémio de terceiro grau acima indicado, (3.83).
Para garantir que a condicao de cedéncia continua a ser respeitada para todos os
modos, ha que escolher o valor de 7 de modo a que

T, = min(7;) , i = 1,nmodos .

A segunda condigao envolvida no cédlculo do valor do passo tem a ver com a neces-
sidade de se limitar o valor do erro resultante da truncatura da expansao em série
(3.80). Quando se consideram n termos, admite-se que o erro de truncatura é da
mesma ordem de grandeza do tltimo termo nao desprezado [64], ou seja,

’U(n)‘ (1)
erro /2

n!
Quando se pretende garantir que o erro cometido na expansao em série seja sempre
inferior a um dado valor de tolerancia T'OL, obtém-se a seguinte condicao, referente
a cada uma das varidveis envolvidas no processo:

TOL x n!

7

Tjg
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Para que a desigualdade anterior seja satisfeita para todas as variaveis, o valor do
parametro de perturbacao deve ser escolhido por forma a verificar:

m, = min(7;) , j = 1,nvaridveis .

Para garantir que num dado incremento de carga a variacao dos parametros plasticos

é positiva, é necessario impor que para cada modo de cedéncia activo, a fungao
2 3
T T

Ae, =7 + 69)? + e 5

seja crescente. Para simplificar a apresentacao, assume-se que se utiliza na expansao

apenas os trés primeiros termos da série.

A funcao Ae, é crescente sempre que a sua primeira derivada for positiva. Torna-se
entao necessario garantir que,

0Ae,

or

2
>0= e +e®r+ eff)% >0. (3.84)

o - . L 1
Recorde-se que a primeira variacao do parametro pléastico, el ), deve ter um valor

- . . . 1 . L.
nao negativo, para garantir a condi¢ao de escoamento. Quando el = 0, é necessario
. .- . . ~ L 2
garantir que seja nao negativa a segunda derivada do parametro pléstico, e?. Caso

contrério, deverd considerar-se a existéncia de uma descarga plastica.

Para determinar o valor do parametro de perturbagao que respeita a condigao (3.84),
pode ser utilizado o seguinte algoritmo:

1. Se el = 0,

(a) Se e > 0, o polinémio presente em (3.84) toma sempre valores posi-
tivos. Nao ¢ introduzida qualquer restricao ao valor do parametro de
perturbagao.

(b) Se P <0,

269)
B

*

Te < —

2. Se eV > 0,

(a) Calcular as raizes do polinémio do segundo grau definido em (3.84);

(b) Se nao existirem raizes reais positivas, o polinémio (3.84 toma sempre va-
lores positivos, pelo que nao é introduzida qualquer limitacao ao valor do

b s
parametro de perturbacao. Caso contrario, devera verificar-se a condi¢ao

Te <xl,

onde z;7 denota a menor das raizes positivas de (3.84).
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Para que se verifiquem em simultaneo as trés equagoes atras enunciadas, o valor de
7 a adoptar é entao dado por:

T = min(7,, T, Te) -

Uma vez determinado o parametro de perturbagao, o incremento de cada uma das
varidveis é obtido através da aplicagdo da expansdo em série definida em (3.80).
Torna-se entao possivel actualizar os valores dos campos de tensoes, deslocamentos,
potenciais plasticos, parametros plasticos e do parametro de carga, e iniciar um novo
passo no processo incremental.

A andlise elastoplastica incremental termina quando é activado um dos critérios
de paragem adoptados. Embora estes critérios possam ser de natureza diversa,
os que foram adoptados neste trabalho relacionam-se directamente com o valor do
parametro de carga e das suas derivadas. Considera-se que o processo incremental
termina quando se verifica pelo menos uma das condi¢oes seguintes:

AV <0, AX<0; AN<Tol .

Do que anteriormente foi apresentado, em especial no que respeita a determinacao
do valor do parametro de perturbacao e ao controle e implementacao das descargas
plésticas, resulta que as condigoes de cedéncia (3.46) e escoamento (3.42) do modelo
discreto sao automaticamente verificadas.

A condic¢do de complementaridade (3.47) é verificada quando se garante que o de-
senvolvimento de deformagées plésticas se inicia apenas quando se activa o modo de
cedéncia em causa ou seja, quando se anula o valor do potencial plastico generalizado
correspondente.

A segunda condigao de complementaridade (3.48) ¢ também satisfeita. Para os mo-
dos activos ha lugar a um aumento do valor das deformagoes plasticas, mas garante-
se que o incremento dos potenciais plasticos generalizados seja nulo. Por outro lado,
quando se originam descargas plasticas, o valor dos potenciais plasticos regista um
alteracao, mas permanecem inalterados os valores dos parametros plasticos associa-
dos aos modos que descarregam.

3.10 Teorema dos trabalhos virtuais

A dualidade estatica-cinemética é preservada nos modelos hibrido-mistos de elemen-
tos finitos aqui apresentados. Com efeito, verifica-se com facilidade que as condigoes
discretas de compatibilidade e de equilibrio anteriormente obtidas (equagdes (3.26) e
(3.17) no caso do modelo de equilibrio, (3.33) e (3.20) no modelo de compatibilidade)
sao representadas por transformacoes lineares duais.

O teorema dos trabalhos virtuais pode ser interpretado neste contexto como sendo
a representagao energética da dualidade estética-cinemética. Para se ilustrar esta
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afirmagao, recupera-se de seguida o teorema de trabalhos virtuais efectuando, para
cada modelo, o produto interno das equagoes de equilibrio com a versao incremental
das condicoes de compatibilidade.

3.10.1 Modelo de equilibrio

Efectuando o produto interno das condigdes (3.17) com a versao incremental de
(3.26) vem,

~AL )L [Q+q, a,
R A [EST ]

Desenvolvendo a igualdade anterior e simplificando obtém-se:
X'de + X'de,, — X'de, = Qldq, + Q;éqv - nyéqv — QEYP(Sq7 . (3.85)
Tendo em conta definicao dos operadores presentes na igualdade anterior e relem-

brando as aproximacoes efectuadas, é possivel recuperar o teorema dos trabalhos
virtuais expresso na forma,

/ otoe dV = / bloudV + / ttoudr . (3.86)

No apéndice A sao apresentados os calculos que permitem obter a expressao do
teorema dos trabalhos virtuais a partir da simplificagdo da igualdade (3.85).

3.10.2 Modelo de compatibilidade

O produto interno das condigoes de equilibrio (3.20) com a versao incremental das
condigoes de compatibilidade (3.33) conduz a:

t
X epe—€ | t —Bf)
“ B BW} [pv H 5[VV_V’YP ] a [ Qup = Q _Qm} l Btv ]5%'

O desenvolvimento e simplificacao da igualdade anterior permite obter,
X'de, — X'de + pfyévw — p’;évw = Qipéqv - Qldq, — fwéqv .
Tal como se encontra demonstrado no apéndice A, a simplificagdo da igualdade

anterior permite recuperar de novo a expressao do teorema dos trabalhos virtuais
(3.86).
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3.11 Teoremas energéticos - Modelo elastico

A aplicacao de alguns teoremas da Programacao Matematica ao sistema governativo
do modelo de elementos finitos permite recuperar os teoremas energéticos enunciados
no capitulo anterior.

Considere-se o seguinte sistema simétrico de equagoes lineares:

) e

Este tipo de sistema pode ser identificado como um Problema Linear, o qual pode
ser interpretado como representando as condigoes de Karush-Kuhn-Tucker [111, 113]
associadas ao seguinte par de programas quadraticos duais:

i) Programa Primal

1 1
min Z:§thy —{—§xtHx +x'y, (3.88)
sujeito a:
Gy+Mx=x (3.89)
ii) Programa Dual
. 1 t 1 t t
mmTziy Gy —{—§X Hx —y' x (3.90)
sujeito a:
My-Hx=Yy, (3.91)

Se as matrizes G e H forem pelo menos positivas semi-definidas, entao qualquer
solugao do sistema (3.87) é também solugao dos programas quadraticos equivalentes.

Importa sublinhar que caso as matrizes G e H sejam indefinidas, entao apenas se
pode garantir a estacionaridade (e ja ndo a minimizagao) do funcional definido pela
funcao objectivo de cada um dos programas equivalentes.

3.11.1 Modelo de equilibrio

O sistema governativo nao-condensado (3.53) pode ser escrito na forma (3.87),
considerando-se para tal:

G=F;H=0;M=[A, -A,|; (3.92)
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Os programas quadraticos equivalentes podem ser obtidos substituindo as igualdades
(3.92) e (3.93) nas definigdes (3.88-3.91). Obtém-se entao:

i) Programa Primal

1 ‘I —Q. —
min Z = ~X'FX + [ qv] [ Q-Q, ] , (3.94)
2 a4y _Qv + Qw
sujeito a,
FX—l—[Av —AW][E”]:ev—eg—epe—epp. (3.95)
vy

ii) Programa Dual

min 7T = %XtFX — X' (e, —eg—ep —ey) , (3.96)
sujeito a,
Nl ed ]
V| X = v L (3.97)
l _Av _Qv + va

Desenvolvendo a funcao objectivo do programa primal obtém-se,

1
Z = ixtFX - qufu - qf)Qp - quQ'y + quQ'yp .
A substituicao na expressao anterior das defini¢bes e aproximacoes definidas anteri-
ormente permite obter, apds algumas simplificacoes,

1
= 5/c)'t(é: —gp)dV — /btudV — /t‘;ung (3.98)

1
+5 [oifa,av+ [alegav + [bu,av + [uDo,av — [ult,dr,

onde se reconhece de imediato a soma da expressao da energia potencial total do
sistema com uma parcela constante. A sequéncia de operacoes que permite obter a
equacao (3.98) encontra-se apresentada no apéndice A. Pode entao escrever-se,

1
Z:Hp+i/a;fapdv—l—/of,sgdv+/btupdV+/u;DapdV—/ufytpdl“u.

Como a existéncia de uma parcela constante em nada afecta a minimizagao de um
dado funcional, a minimizacao de Z ¢ equivalente a minimizacao de II,. Tendo
ainda em conta que as restrigoes (3.95) estabelecem as condigoes de admissibilidade
cinematica, conclui-se que o programa primal representa o teorema do minimo da
energia potencial total.

Desenvolvendo a funcao objectivo do programa dual vem:

1
T = §XtFX - XteV + Xley + Xtepe + Xtepp .
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A sequéncia de operagoes indicada no apéndice A permite obter,

1
T = i/at(€+sg)dV—/ttu7dFu

1
—i/U;fa'p dV + /t;uv dr, — /0’;89 dV — /btup dV — /(Da'p)tup dv,

onde se reconhece de imediato a soma da expressao da energia potencial comple-
mentar do sistema com uma parcela constante. Pode entao escrever-se,

1
T=1II, — §/a'§,f0p dV + /t;u7 dr, — /0';59 dV — /btup dV — /(Dap)tup dv .

A minimizagao do funcional T é perfeitamente equivalente a minimizacao de II..
Tendo ainda em conta que as restrigoes (3.97) estabelecem as condigoes de admis-
sibilidade estética, conclui-se que o programa dual representa o teorema do minimo
da energia potencial complementar.

Os teoremas do minimo da energia potencial e do minimo da energia potencial com-
plementar foram recuperados isolando, no sistema governativo (3.53), as condigoes
de admissibilidade cinematica e estatica, as quais foram utilizadas para definir os
espacos das solugoes admissiveis dos programas primal e dual, respectivamente.

Qualquer outro critério de separacao das condicoes do sistema governativo permite
gerar um novo conjunto de programas matemaéticos equivalentes. E este 0 cami-
nho a seguir quando se pretende recuperar o teorema misto de Hellinger-Reissner.
Considere-se entao a seguinte parti¢cao do sistema (3.53):

M=H=x=y,=0; (3.99)
F A, —A, X €, — €y — €p — €y,
G=| A, 0 0 |;y=|a|;x= -Q,-Q, . (3.100)
t
Ay 0 0 Uy -Q,+Q,

Do par de programas quadraticos duais que se podem obter substituindo em (3.88-
3.91) as igualdades (3.99) e (3.100), apenas interessa neste caso considerar o progra-
ma dual, uma vez que é aquele que nao fica sujeito a quaisquer restricoes. Uma vez
que a matriz G deixa de ser semi-definida, apenas se pode garantir a estacionaridade
(j& ndo se garante a minimizacao) dos funcionais definidos pelas fungdes objectivo
de cada um dos programas. O programa dual em causa pode ser escrito na forma:

t t

. 1 X Ft A, —A, X X €, — €y — €y — €,
min 7}, = 5 q, Avt 0 0 a, | — | a, -Q,—Q,
Ay _Av 0 0 qy Qy _Qw + Qw

Apoés algumas simplificagoes, a funcao objectivo T}, aparece escrita na forma,

1
T, = 5XtFX + XtAUqU—XtAWqV — Xte7+Xte9 + Xtepe + Xtepp
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+qf)qu + qf}Qp + quQ'y - quQ'yp .
Substituindo na igualdade anterior as definigoes anteriormente apresentadas para
cada um dos operadores estruturais e tendo ainda em conta as condigoes de equi-
valéncia energética e as aproximagoes efectuadas no modelo, é possivel obter (ver
apéndice A):

1
Ty, = i/at(€+€9)dv—/ttuydlﬂu—k/ut(DO’—i—b) dV—/ut(t—ty)ng

1
— [t av — [olesdV — [Blu,av — [wDayav + [t dr, .

Da analise da equacao anterior facilmente se reconhece que o funcional T} pode
ser obtido somando uma parcela constante a forma complementar do funcional de
Hellinger-Reissner definida em (2.43), IT},. Assim sendo, a estacionaridade da funcao
objectivo do programa dual implica a estacionaridade do funcional II;,.. A interpre-
tagao fisica do programa dual permite recuperar o enunciado do teorema misto de
Hellinger-Reissner.

A recuperagao dos teoremas energéticos associados ao modelo de compatibilidade é
apresentada no apéndice A.

3.12 Teoremas energéticos- Modelo elastoplastico

3.12.1 Modelo de equilibrio

Para recuperar o enunciado dos teoremas energéticos que estabelecem o comporta-
mento dos meios continuos em regime elastoplastico considere-se o sistema governa-
tivo (3.65). Considerando apenas o primeiro termo da expansao em série de Taylor
das grandezas intervenientes em (3.65) e considerando a partigao definida por:

00 0
G=F;H=|00 0 |;M=[A, -A, N,|;
00H

*

. (.11) _Q”L)
Y= X ; X = q'y ; Xp = [e’y] ; yO = _Q'y
e, 0

os programas quadraticos equivalentes podem ser escritos na forma:

i) Programa Primal

t . . t

. loto 1 4, 000 L T _(-:2”
min Z = §X FX + 7| & 00 O q, | +| 4, -Q, | >
€, 0 0 H, é. é, 0
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sujeito a,
_ &
FX+| A, -A, N, q, | =1[&] . (3.101)
€.
ii) Programa Dual
L qfa ][00 0774
mn7T =-XFX+-| g 00 O q, | —Xé,,
2 2| L
e, 0 0 H. e,
sujeito a, )
Af} . 00 O élv _Qv
-Al |X-|00 0 a, | =] -Q, | - (3.102)
N! 0 0 H. é. 0

Desenvolvendo a funcao objectivo do programa primal obtém-se,

7 - x'px 4 L

ot o ot o ot
9 ze*H*e* - quv - quQ'y .

A substituicdo, na expressao anterior, das definicoes dos diferentes operadores es-
truturais e das aproximacoes efectuadas permite recuperar:
1 ot e 1 %) . {1 .t
Z = i/aesd‘/—i-i/s*h*dV—/ude—/utvng

Tendo ainda em conta que as restrigoes (3.101) estabelecem as condigoes de admis-
sibilidade cinematica, conclui-se que o programa primal representa o primeiro dos
teoremas de Maier-Capurso.

Desenvolvendo a funcao objectivo do programa dual vem:

1ot v 1 .
T = §XtFX +jEH.e, — X'e, |

o que ¢ equivalente a:
1 ot o 1 2 ot .
T= i/a'esdvnti/s*h*d\/—/t @, dlu

Tendo agora em conta que as restrigoes (3.102) estabelecem as condigoes de admissi-
bilidade estatica, conclui-se que o programa dual representa o segundo dos teoremas
de Maier-Capurso.

O teorema misto de Hellinger-Reissner pode ser recuperado se se considerar a se-
guinte partigao para o sistema governativo:
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F A, -A, N, X &y

Al 0 0 0 ) -Q
G = 't Y= .| X = A
~Al 0 0 0 a, -Q,

N 0 0 —-H, é, 0

Do par de programas quadraticos duais que se podem obter, apenas interessa nes-
te caso considerar o programa dual. A correspondente funcao objectivo pode ser
apresentada na forma:

t . . t

X F A, A, N, X X é,

. 1| g Al 0 0 0 q q -Q
min 7y = — v v, o | _ | o <y
21| q, _At'y 0 0 0 Qy Qy _Qv

é, N0 0 -H.||eé é. 0

Apoés algumas simplificagoes, a funcao objectivo T}, aparece escrita na forma,
1ot . st st st 1., .
T, = §X FX+XA4q,—X Aqu + X N.é, — ie*H*e*

o t R . . . .
-X'é,+9,Q, +4,Q,.
Substituindo na igualdade anterior as definigoes anteriormente apresentadas para

cada um dos operadores estruturais e tendo ainda em conta as condigoes de equi-
valéncia energética e as aproximacoes efectuadas no modelo, é possivel obter:

1 . 1
T =3 / Gledv + / (Dé)adV — / t'idr, + / &g dV — o / &lh. vV
- [#a,ar, + [Baav + [k, ar,,
ou ainda:
1 . : o
T, = i/diédv+/ﬁt(D&+b)dV—/ttﬁvdFu—/flt(t—tV)dFa

—/é*(—s*:* —é'n.)dv .

Recupera-se deste modo a forma complementar do funcional misto de Hellinger-
Reissner definida em (2.53).

3.12.2 Modelo de compatibilidade

Considerando o primeiro termo da expansao em série de Taylor das grandezas in-
tervenientes no sistema governativo (3.73) e considerando a parti¢ao definida por:

F 0 0 0 -B! N, |
alo ol omefom e[ T
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y:[i] ;X:[Z‘:] ;xozl‘g] ;yozl_Q”O_Q””],

obtém-se os seguintes programas quadraticos equivalentes:

i) Programa Primal

, 1[X][Fo][X] 1[& ][0 o .
man:§[p7] [0 0‘|[p7‘|+§l2*‘| [0 H*][g*]
q, ' _Qv Qv'y
it
sujeito a: .
DN E L] e

ii) Programa Dual

min7T =

kI
. . +
p, | [0 0]LD,

p’y V'V ’
sujeito a:

Rl | P 1 R B R

Desenvolvendo a funcao objectivo do programa primal obtém-se:

DN —

1. . 1 . .

A substituicao na igualdade anterior das defini¢coes dadas para os diferentes opera-
dores estruturais e das aproximacoes consideradas conduz a:

1 1 . ;
7= [eteav s [&nav - [abav - [, ar,.
Atendendo ainda a que as restrigoes (3.103) estabelecem as condigoes de admissibi-

lidade cinematica, conclui-se que o programa primal representa o primeiro teorema
de Maier Capurso.

O desenvolvimento da fungao objectivo do programa dual permite obter:

1ot 1, ] .
T = §X FX + EeiH*ek —prV7
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0 que permite recuperar:
1 ot o 1 ) ot .
T §/ae€dv+ §/s*h*dV—/t @, dlu.

Tendo em conta que as restrigoes (3.104) estabelecem as condigoes de admissibilidade
estatica, conclui-se que o programa dual representa o segundo teorema de Maier
Capurso.

Para se conseguir recuperar o teorema misto de Hellinger-Reissner, considere-se a
seguinte partigao do sistema governativo (3.73):

F 0 -B, N, X 0
0 0 B 0 p v
= PY : = ’Y N = . ’7 .
G=|1 B, B, 0 o0 |YT|g | M| q- Q..
N 0 0 —H, é, 0

A funcao objectivo do programa dual pode ser escrita na forma:

t

X F 0 -B, N, X X 0
: 1|p 0 0 B 0 p p v
_ v g v — Y ..
min 7}, 2| q, -B, B, 0 0 d, d, -Q,—Q,,
&, N 0 0 -—-H, é, é, 0

A simplificagdo da funcao objectivo permite obter:
| R st st . st | R
Th = §X FX -X Bqu + p'YB'Yq'U + X N*e* — §e*H*e*
ot ot ot~ ot
—p,yVa, + pryv’yp + qup + quv'y :

A substituicao na igualdade anterior da definicdo dos operadores estruturais, das
condicoes de equivaléncia energéticas e das aproximagoes efectuadas permite obter:

1 . . *
Ti= [eteav - [o'Draav + [Badv + [Eadr, + [ ) dr,

.*h* .
—/é*(s2 —6'n,)dVv .

A interpretagao fisica do programa dual permite recuperar desta forma o enunciado
do teorema misto de Hellinger-Reissner (2.52).
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