Capitulo 2

Formulacao do problema

2.1 Consideracoes iniciais

Os modelos de elementos finitos que se apresentam neste trabalho permitem efec-
tuar a analise elastoplastica incremental de estruturas planas. Sao neste capitulo
definidas as varidveis que surgem na formulagao deste problema (deslocamentos, de-
formagoes, tensoes e forgas), assim como as condigoes que as relacionam (equilibrio,
compatibilidade e elastoplasticidade). Sao também apresentados os teoremas ener-
géticos que permitem estabelecer a forma através da qual as solugbes aproximadas
possiveis convergem para a solugao do problema.

As varias condigoes sao descritas de uma forma bastante genérica para facilitar a sua
adaptacao aos diferentes tipos de estruturas aqui considerados. A particularizagao
das definigoes e relagoes apresentadas de seguida aos problemas de placas (estados
planos de tensao e de deformagao) e lajes espessas (lajes de Mindlin e lajes de ordem
superior) é efectuada nos capitulos em que se estuda cada um destes problemas.

Nao se pretende efectuar uma apresentagao completa e minuciosa dos aspectos
tedricos das Teorias da Elasticidade e da Plasticidade. Apenas se introduzem al-
guns conceitos basicos e sao salientados os aspectos essenciais e com relevancia para
o desenvolvimento do trabalho. Especial atencao ¢ dedicada a interpretacao do signi-
ficado fisico das variaveis envolvidas no problema e das equagoes que as relacionam,
havendo o cuidado de deixar claro quais as hipoteses em que se baseiam.

Os aspectos matematicos associados a caracterizagao do comportamento de estru-
turas em regime elastoplastico sao tratados de uma forma completa na literatura
da especialidade. Excelentes tratados sobre a Teoria da Elasticidade podem ser en-
contrados em [7, 85, 91, 116, 119, 188, 191], enquanto que a Teoria Matemaética da
Plasticidade é tratada com profundidade em [13, 46, 49, 109, 120, 194].

Ao longo de todo o trabalho considera-se que o material é isotropico. Admite-se
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12 WAVELETS E SERIES DE WALSH EM ELEMENTOS FINITOS

ainda como valida a hipétese da linearidade geométrica, segundo a qual os deslo-
camentos sofridos pela estrutura sao muito pequenos quando comparados com a
sua menor dimensao, de tal forma que a configuracao deformada se confunde com
a configuracao inicial. Ainda de acordo com a mesma hipdtese, as derivadas dos
deslocamentos sao tao pequenas que as suas poténcias se podem desprezar.

A resposta do material é decomposta em duas fases distintas. Numa primeira etapa,
a fase eldstica, considera-se que o material apresenta um comportamento eldstico
linear em que, por definicao, as deformagoes sao reversiveis. Uma vez atingida
a tensao de cedéncia (ou seja, esgotada a capacidade de resposta do material em
regime eldstico) inicia-se a fase elastopldstica, caracterizada pelo aparecimento de
deformagoes permanentes instaladas na estrutura.

Adopta-se uma descrigao cinemética para as relagoes de plasticidade [49, 132]. As
deformagoes sao decompostas em duas parcelas, uma eldstica e reversivel, uma outra
pléstica e irreversivel. E utilizada uma lei de escoamento associada [120] e a verifi-
cagao das condigoes de cedéncia é efectuada segundo o critério de Mises-Hencki [194]
com endurecimento linear.

2.2 Condicoes de equilibrio

Considere-se um dominio V, limitado pela fronteira I' e referido a um sistema de
eixos cartesiano. Seja I', {I',} a regidao da fronteira onde sdo impostos os valores
das tracgoes {deslocamentos}.

O estado de tensao em cada ponto do dominio V é caracterizado por um tensor
simétrico de segunda ordem. A componente o;; deste tensor representa a tensao
aplicada segundo a direccao j, numa faceta perpendicular a direccao i. As equacgoes
diferenciais de equilibrio, (2.1), podem ser obtidas estabelecendo o equilibrio de
for¢as num elemento de volume infinitesimal [7, 188]:

Oiji + bj =0. (21)

Na equagao anterior, onde se utiliza a convengao de Einstein, b; representa a compo-
nente segundo j das forcas de massa. A simetria do tensor das tensoes é estabelecida
quando, para o mesmo elemento de volume infinitesimal, se escrevem as condigoes
de equilibrio de momentos.

A condicao de equilibrio ao longo da fronteira estéatica, I',, pode ser escrita na
forma [7, 188]:

045 Ny = t’yj s (22)
onde n; {t,;} denota a componente segundo i {j} do versor da normal exterior a
fronteira {da tracgao aplicada na fronteira}.
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Tanto as condigoes de equilibrio no dominio (2.1), quanto as condigoes de fronteira
estatica (2.2), podem ser escritas em forma matricial:

Do+b=0emnV, (2.3)
No=t, emI,. (2.4)

Nas equagoes anteriores, o vector o reune as componentes independentes do tensor
das tensoes, enquanto que nos vectores b e t, se listam as componentes das forcas
de massa e das traccoes aplicadas ao longo da fronteira estatica, respectivamente.

Em (2.4), N denota a matriz onde se reunem as componentes do versor da normal
exterior unitaria associadas aos operadores da matriz diferencial de equilibrio D,
presente em (2.3).

2.3 Condicoes de compatibilidade

O estado de deformacao em cada ponto do dominio V' é caracterizado por um tensor
simétrico de segunda ordem, €;;. O valor duma componente com indices iguais do
tensor das deformacoes, €;;, representa a extensdo linear de um segmento de recta
infinitesimal que antes da deformacao é paralelo ao eixo 7. As restantes componen-
tes, €;; com ¢ # j, representam metade da variacao do angulo formado por duas
fibras infinitesimais, inicialmente ortogonais e dispostas segundo a direc¢ao dos ei-
x0s cartesianos ¢ e j, respectivamente. E muito usual utilizar-se nos calculos o valor
total de tal variagao angular, a distor¢ao, definida através da igualdade

Yij = 2€i5-

As componentes do tensor das deformagoes podem ser obtidas a partir das derivadas
do campo de deslocamentos 7, 188]:

1
) + 587) = §<Ui’j + Uj,i) s (25)
onde u; denota a componente segundo 7 do campo de deslocamentos. Admite-se que
em regime elastoplastico as deformacoes possam ser decompostas em duas parcelas,
uma parcela elastica e reversivel, e(ej )

(e
€ij = €ij

‘e . ; (p
ij » uma outra pldstica e irreversivel, £;;”.

Ao longo da fronteira cinemadtica, I',, sao especificados os valores do campo de
deslocamentos. A condicao de fronteira respectiva pode ser entao escrita na forma

Ui = Uq; (26)
onde u.,; representa o valor da componente segundo ¢ dos deslocamentos impostos.

A condigao de compatibilidade no dominio (2.5) e as condigoes de fronteira ci-
nematica (2.6) podem também ser escritas em forma matricial:

e=¢e.+e,=D'uemV, (2.7)
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u=u, emI,. (2.8)

Na equagao (2.7), o vector € reune as componentes independentes do tensor das de-
formagoes (extensoes lineares e distor¢oes angulares), enquanto que as componentes
do campo de deslocamentos se encontram listadas no vector u.

Como consequéncia da linearidade geométrica admitida, os operadores diferenciais
D* e D sao lineares e adjuntos. Verifica-se desta forma que as equagoes de equilibrio
(2.3) e de compatibilidade (2.7) sdo lineares e representam transformacoes conjuga-
das.

2.4 Relacoes constitutivas

As relacoes constitutivas estabelecem as leis que permitem relacionar os campos
estatico e cinematico. O comportamento de uma classe importante de materiais
estruturais pode considerar-se dividido em duas fases distintas, a fase eldstica linear
e a fase elastopldstica. Na primeira, as deformacoes sao reversiveis e a relagao
tensoes-deformacoes é linear. Na segunda, que se inicia quando as tensoes instaladas
na estrutura atingem um determinado valor limite, a resposta do material sofre
alteragoes visiveis decorrentes da instalacao de deformacoes irreversiveis. A descricao
das relagoes constitutivas torna-se nao-linear.

As relacoes definidas pela teoria classica da plasticidade baseiam-se num certo
numero de hipdteses sobre o comportamento do material, algumas das quais fo-
ram ja introduzidas ao longo deste texto. No entanto, nao deixa de ser importante
sublinhar que as relagoes constitutivas que aqui se apresentam sao obtidas admitindo
que:

e O material é inicialmente isotropico;

e As deformagdes sao muito pequenas (infinitesimais) e podem ser decompostas
nas suas parcelas elastica e plastica;

e O material é plasticamente incompressivel, sendo nulo o primeiro invariante
do tensor das deformagoes plasticas, 52’2 =0;

e Nao se considera a possibilidade da existéncia de histerese, nao havendo dis-
sipagao de energia durante o processo de descarga plastica e permanecendo
inalteradas as caracteristicas elasticas do material ao longo de todo o processo
de deformacao;

e O processo de deformacao € isotérmico e o valor da temperatura nao influencia
os parametros definidores do comportamento do material;

e Existem postulados (os postulados de Drucker, por exemplo) que permitem
estabelecer o tipo de relagoes admissiveis em regime elastoplastico.
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Estas hipéteses de comportamento foram alvo de discussao e verificagao experimen-
tal por parte de um grande ntmero de investigadores [49, 109, 194]. Hoje em dia
sao correntemente aceites, desde que o carregamento seja quase estatico, o niimero
de ciclos de carga pequeno e as variacoes da temperatura ambiente desprezaveis.

Admite-se por fim que o processo de deformacao é independente do tempo. A
evolucao dos valores dos diferentes campos utilizados para caracterizar o estado de
tensao e de deformacao na estrutura depende apenas da histéria do carregamento.
No entanto, tendo em atencao que o processo de aplicacao de cargas é gradual,
desenvolvendo-se ao longo de um certo intervalo de tempo, é usual descrever a
resposta da estrutura em funcao de um parametro pseudo-temporal, aqui designado
por tempo convencional da plasticidade, T,. Seja v uma das grandezas envolvidas
no processo de deformacao. Ao longo de todo este capitulo, considera-se que v
corresponde a taxa de variacao dessa mesma grandeza em relacao a 7,.. Assim
sendo,

ov

U= —.
0T,

2.4.1 Fase elastica

Em regime eldstico linear, a parcela elastica das deformagoes relaciona-se com o
campo de tensoes através da igualdade [7, 188]

(&) 1+v v 0

€ = TO‘,‘j — Eakkézj + €ij (29)
onde E representa o modulo de elasticidade de material, v o coeficiente de Poisson e
afj um campo de deformagoes térmicas generalizadas. Tal como no caso das restantes
condigbes, também a definigao (2.9) se pode escrever numa forma matricial,

ee=fo+ep, (2.10)

onde o operador f representa uma matriz simétrica e positiva definida onde se reunem
os parametros que permitem caracterizar as propriedades elasticas do material, e g é
um vector onde se reunem as componentes independentes das deformacoes térmicas
generalizadas.

2.4.2 Fase plastica

Para descrever o comportamento do material em regime elastoplastico ¢ necessario
especificar [8, 112]:

1. A condicao de cedéncia inicial, a qual permite definir o limite de capacidade
de carga da estrutura em regime elastico;
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2. Uma lei de endurecimento, utilizada para estabelecer a posicao e a forma da
superficie de cedéncia ao longo de todo o processo de deformacao;

3. Uma lei de escoamento que permita obter uma relagao entre os incrementos
de deformacao plastica e o valor do campo de tensoes e seus incrementos.

Condigao de cedéncia inicial

A condicao de cedéncia inicial é uma relacao escalar que permite estabelecer o limite
de capacidade de carga do material em regime eldstico e determinar o instante a
partir do qual se geram deformacoes plasticas no material. Esta condi¢ao define uma
superficie no espaco das tensoes, a superficie de cedéncia. Para pontos interiores a
essa superficie, o comportamento do material processa-se em regime eldstico e a
variacao de deformacoes plasticas é nula. Para que esta tltima seja diferente de
zero, € necessario que o ponto em causa se encontre sobre a superficie de cedéncia.
Todo o espaco exterior a esta corresponde a um dominio inacessivel ao material.

Caso o material apresente um comportamento elastopldstico perfeito (auséncia de
endurecimento), a superficie de cedéncia permanece inalterada (em forma e posic¢ao)
ao longo de todo o processo de deformagao. Tendo em conta que se utiliza uma le:
de escoamento associada [120, 194], as superficies de cedéncia sao utilizadas como
potenciais plasticos.

A condicao de Mises-Hencki estd associada a um valor limite para a energia de
deformacao, ou de uma forma equivalente, a um limite para o valor da tensao oc-
taédrica [13]. Define-se desta forma:

1 1/2 2
¢*(0) = g [(0‘1 — 02)2 =+ (02 — 0'3)2 + (0‘3 — 01)2] _ \/;kjo . (211)
Na definicao anterior, ¢, representa o valor do potencial plastico e kg representa
a tensao de cedéncia num ensaio de corte uniaxial. Muitas vezes, a superficie de
cedéncia inicial é definida em funcao da tensao de cedéncia num ensaio de tracgao
simples, o¢. E possivel estabelecer que [142]:

o0 = 3k . (2.12)

O potencial plastico apresentado em (2.11) foi definido no espaco das tensoes prin-
cipais. E no entanto muito usual escrever a condi¢ao de Mises-Hencki no espaco
definido pelos invariantes do tensor das tensdes deviatoricas. Estas ultimas sao
definidas através da igualdade [120]:
1
Sij = 0ij — 50kkOij -

3

Os invariantes deste tensor sao definidos por:

leO;
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1
Jy = isijsij )
1
Jg = —Siijk;Ski .

3
A condicao de Mises-Hencki pode ser escrita num formato bastante simples e com-

pacto [46, 120]:
I /3
Qb* == 3J2 — 0 = ESijSij — 09 , (213)

o = VotMo — oy . (2.14)

ou, em forma matricial,

A matiz M é uma matriz simétrica que pode ser obtida a partir da matriz de
flexibilidade eldstica definida em (2.10), considerando um médulo de elasticidade
unitario e um coeficiente de Poisson para meios incompressiveis:

M=f (E=10;v=0.5). (2.15)

A condicao de cedéncia, escrita na forma
6. <0, (2.16)

ao obrigar o valor do potencial plastico a ser nao positivo, impede que existam
estados de tensao que correspondam a pontos exteriores a superficie de cedéncia.

Lei de endurecimento

Quando existe endurecimento, a forma e/ou a posigdo da superficie de cedéncia no
espaco das tensoes vai sofrendo constantes alteracoes. Estas alteragoes de configu-
racao sao funcao nao s6 do valor do campo de tensoes, mas também de variaveis
internas que se encontram associadas ao valor das deformacoes plasticas e a uma
fungao escalar k, o pardmetro de endurecimento [120], que depende da histéria do
processo de deformagao.

O estabelecimento das leis de endurecimento é um dos problemas mais delicados e
complexos da teoria da plasticidade [194]. Para se estimar o valor dos parametros
que permitem caracterizar o endurecimento do material, é usual o recurso a ensaios
experimentais. Para tornar possivel a utilizagdo da informagao obtida experimen-
talmente, sao introduzidos os conceitos de tensdo efectiva e de deformacao pldstica
efectiva, T, e gp, respectivamente. Estes parametros sao definidos pelas igualda-
des [194]:

— I 3
O¢ = \/gk() = 3J2 = isijsij =V oMo X (217)

2
&=\ 55,(;’)55;’) : (2.18)
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Para caracterizar o endurecimento do material, é necessario estabelecer a relagao
existente entre os incrementos dessas duas grandezas. Quando se efectua um ensaio
de traccao simples, verifica-se que . = o e dg, = dg, [142], onde de, corresponde
ao aumento de deformagao plastica na direccao do carregamento. O mddulo de
plasticidade, H', pode ser entdao expresso na forma:

do. do

H'(z,) = —=—. 2.19
== (219)
A
o
kN
do
T br
] |dee
T d&p=—
%y — d& (=
‘\ E
() : (b) :
Figura 2.1: Definicio do maodulo de plasticidade.
A anélise da figura 2.1 a) permite escrever [142]:
— Ey(ey)
H'(z) = ——=2—~, 2.20
@) = —hi (2:20
E

onde E}(g,) é o chamado mddulo elastopldstico que corresponde ao valor do declive
da curva tensdo/deformacdo total. Admite-se neste trabalho que H’ possui um
valor constante durante todo o processo de deformacao. Isto corresponde a um
endurecimento linear, tal como se encontra esquematicamente representado na figura
2.10). E contudo possivel generalizar o modelo de endurecimento aqui adoptado
por forma a possibilitar a caracterizacao de relagoes constitutivas descritas por um
qualquer ntmero finito de trocos lineares.

O parametro de endurecimento k, necessario para se definir a evolucao da forma
e da posicao da superficie de cedéncia, pode ser definido como correspondendo a
deformacao plastica efectiva (strain hardening),

dr = dz, (2.21)
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ou, em alternativa, como representando a dissipacao plastica (work hardening),
dk = dW, = 0y; del?) = 7.dz,, . (2.22)

Verifica-se no entanto que quando se utiliza o critério de cedéncia de Mises-Hencki as
duas definigoes, (2.21) e (2.22), sdo equivalentes, conduzindo na pratica aos mesmos
resultados [142, 194].

.
TA
e >
o g
(a) Plasticidade perfeita (b) Endurecimento isotrdpico
T
e
(¢) Endurecimento cinematico (d) Endurecimento misto

Figura 2.2: Leis de endurecimento.

A figura 2.2 ilustra, de uma forma bastante simplificada, as leis de endurecimento
mais utilizadas na teoria da plasticidade [46, 194]. O endurecimento isotrdopico é
caracterizado por uma expansao uniforme da superficie de cedéncia inicial. Esta
variacao de dimensao, controlada pelo valor do parametro x, nao é acompanhada
de qualquer translacao. Esta é a lei de endurecimento mais simples, mas que no
entanto nao permite modelar convenientemente alguns dos fenémenos observados em
ensaios experimentais, como é o caso do chamado efeito de Bauschinger [109, 194].
Todavia, nas situagoes em que ha a garantia de que as cargas sao aplicadas de uma
forma monotdnica, os resultados fornecidos pela lei de endurecimento isotrépico sao
satisfatorios e a sua utilizagao ¢ bastante frequente.

Quando se considera um endurecimento cinemdtico, a superficie de cedéncia mantém
a forma, dimensao e orientacao, mas sofre uma translacao no espago das tensoes.
A lei de endurecimento misto resulta da combinacao das duas leis anteriormente
descritas.

Admitindo uma lei de endurecimento isotrépico, os potenciais plasticos podem ser

escritos na forma
3
bu = §Sij3ij —0e(5p) = Vo'Mo -7, . (2.23)
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Se nao houver endurecimento, o material apresenta um comportamento elastoplés-
tico perfeito e @, = ¢, recuperando-se a definicao apresentada em (2.14) para a
superficie de cedéncia inicial.

Lei de escoamento

A lei de escoamento permite relacionar os incrementos das deformagoes plasticas
com o campo de tensoes e seus incrementos. Esta lei é aqui obtida admitindo como
valido o postulado de Drucker, também conhecido como critério da estabilidade do
material [112]. Segundo este postulado, o material é estdavel quando o incremento da
dissipacao plastica, realizada durante um ciclo fechado de tensoes, é nao-negativo.
Deveréd verificar-se [13, 46, 194],

dVV;‘;k = (Oi]’ — (7;-) d{fgj) + daij d{fgj) > 0 5

onde o significado de cada um dos termos da desigualdade anterior se pode extrair
da andlise da figura 2.3, que também se refere a um ensaio de tracgao uniaxial.

ag C &
b //’j do
?
g—0*
a d
de® ar
-

Figura 2.3: Dissipac¢ao pldstica durante um ciclo fechado de tensades.

Sao duas as propriedades que surgem como consequéncia directa do postulado de
Drucker. Quando se admite que o material é estavel, verifica-se que:

1. As superficies de cedéncia sao convexas;

(p)

2. O vector dos incrementos das deformagoes pldsticas, de;;”, ¢ normal a superficie

de cedéncia [112, 120],

del?) = 0¢

*J 8(71']'

de, , com de, >0 . (2.24)
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Esta equacao define a lei de escoamento pretendida. A e, é usual chamar parametro
plastico. Tendo agora em conta a definicao (2.13), a condi¢ao de normalidade (2.24)
pode ser escrita na forma

3 54
de? = 220 ge (2.25)

J 27,

ou, utilizando a notacao matricial,

de, =n,de, , (2.26)

com M
n, = -2 (2.27)

Te

A condicao de escoamento plastico,
de, >0, (2.28)
impoe que a variacao da deformacao plastica seja exterior a superficie de cedéncia.

Para definir completamente o comportamento do material em regime elastopléstico,
ha ainda que estabelecer a relacao entre os potenciais plasticos, ¢, e os incrementos
dos parametros plasticos correspondentes, de,. Estas relacoes, designadas normal-
mente por condigoes de complementaridade, podem ser escritas na forma [194]:

bode, =0 ; (2.29)

e, de, =0 . (2.30)

A primeira destas condigdes, (2.29), estabelece que s6 é possivel o desenvolvimento
de deformagoes plasticas para pontos situados sobre a superficie de cedéncia, para
os quais é nulo o valor do potencial plastico respectivo. A segunda das condicoes de
complementaridade € escrita em fun¢ao dos incrementos dos parametros e potenciais
plasticos. Tal é efectuado para que se possa ter em conta a possibilidade de se
produzirem descargas plasticas durante o processo de deformacao.

Tendo em conta (2.23), os incrementos dos potenciais plasticos podem ser escritos
na forma

(9 o
d¢* = (%) dO’z] + a—gpdé‘p
¢

n! do + a—gpdgp. (2.31)

E possivel simplificar o segundo termo do segundo membro da igualdade anterior e
obter [46, 142, 194]
do, = nl do — h, de, , (2.32)

com

h,=H'. (2.33)
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Considere-se entao um estado de tensao correspondente a um ponto situado sobre
a superficie de cedéncia. De acordo com a primeira das condi¢oes de complemen-
taridade (2.29), ja se poderd ter iniciado o processo de deformagao pléstica nesse
mesmo ponto. Sao entdo trés as situagoes reguladas pela condigao (2.30):

1. Para que o processo de deformacao plastica continue activo, é necessario que
o ponto permaneca sobre a superficie de cedéncia, superficie esta que se en-
contra em movimento no espaco das tensoes se se considerar a existéncia de
endurecimento. A esta situacao corresponderd

de, > 0edp,=0.
De acordo com (2.32), verifica-se ainda que
n do > 0.

E de salientar que caso nao haja endurecimento, a desigualdade anterior trans-
forma-se em

o que permite afirmar que o vector incremento de tensao é neste caso tan-
gente a superficie de cedéncia e, como consequéncia, perpendicular ao vector
incremento de deformacao pléstica.

2. Quando se origina uma descarga plastica, ha uma variagao no valor do poten-
cial plastico, mas sao nulos os incrementos dos parametros plasticos. A esta
situacao corresponde

dp, <0ede, =0.

As descargas plasticas realizam-se em regime elastico e a variagdo das defor-
magoes pode ser obtido através da relagao (2.10).

3. A terceira situagao possivel (apenas para materiais com endurecimento) cor-
responde a

dé, =0ede, = 0.

Chama-se a esta, situacao de carregamento neutro. Embora o ponto corres-
pondente ao estado de tensao permaneca sobre a superficie de cedéncia, nao
se geram deformagoes plasticas adicionais. De acordo com (2.32), verifica-se
entao que

o que implica que nesta situacao a variacao do campo de tensoes é tangente a
superficie de cedéncia.
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Integracao das relacgoes constitutivas

A descricao do comportamento do material em regime elastoplastico esta agora com-
pleta. As relacoes constitutivas sao estabelecidas pela definicao do potencial plastico
e seus incrementos, equagoes (2.23) e (2.32), pela condi¢ao de normalidade, (2.26), e
pelas condigoes de cedéncia, (2.16), escoamento, (2.28) e complementaridade, (2.29)
e (2.30).

Estas condigoes encontram-se escritas em termos de variagoes infinitesimais de cada
uma das varidveis. No entanto, para efectuar uma andlise elastopléstica incremental
é conveniente exprimir aquelas mesmas relacoes em funcao de incrementos finitos
de cada uma das varidveis envolvidas na definicao das relacoes constitutivas. Tal
pode ser efectuado através de uma integracao ao longo de um intervalo de tempo
convencional da plasticidade, 7,. Para o caso da variacao da deformacao plastica
pode por exemplo escrever-se:

T*+AT*
Ae, = / €y dr, .
T

A condicao de normalidade pode ser entao apresentada na forma
Ae, =n,Ac, + R}, (2.34)

onde no vector R’ se reunem os termos nao-lineares presentes na equagao. A de-
finicao das componentes deste vector depende do processo utilizado para efectuar
a integragao no tempo da definigdo (2.26). De entre os métodos utilizados para
este efeito, o método implicito de Euler [40, 48, 141] é um dos mais divulgados. No
entanto, é de referir desde ja que o procedimento seguido neste trabalho é substanci-
almente diferente. Como se explica na seccao dedicada a apresentacao do algoritmo
utilizado na andlise incremental, o vector R} é automaticamente definido quando se
efectua uma expansao em série de Taylor [64] das grandezas envolvidas na equacao
(2.26).

Os incrementos finitos dos potenciais plasticos podem ser entao calculados a partir
de

A¢, =n Ao — h,Ae, + R}, (2.35)
onde se reunem, em Rj, os termos nao-lineares resultantes da integragao no tempo

da equagao (2.32).

Finalmente, as condi¢oes de cedéncia, escoamento e complementaridade, escritas em
termos de incrementos finitos das variaveis envolvidas, apresentam a forma:

¢u + A0, <0 (2.36)
Ae, >0 ; (2.37)

o Ae, = 0; (2.38)
ApNe, = 0 (2.39)
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2.5 Teoremas energéticos

Os teoremas energéticos desempenham um papel de relevo na formulagao e resolugao
de problemas na area da Mecanica Computacional. Sao particularmente importantes
na definicao das condic¢oes de existéncia e unicidade das solucoes e na determinacao
da forma através da qual as solucoes aproximadas possiveis convergem para a solucdao
eracta do problema em causa [45, 155, 193, 199].

De entre a enorme multiplicidade de teoremas energéticos existentes na literatura,
sao apresentados de seguida apenas os que sao utilizados no decurso deste tra-
balho. Para tornar mais clara e simples a apresentagao, sao definidos em separado
os teoremas referentes as andlises em regime eldstico e elastoplastico.

2.5.1 Analise elastica
Teorema do minimo da energia potencial total

O Teorema do Minimo da Energia Potencial [193] estabelece que de entre todos os
campos de deslocamentos cinematicamente admissiveis, aquele que corresponde a
solugao exacta minimiza o funcional

1
- §/at(s —eg)dV — /btudV . /tgudrg . (2.40)
O funcional , representa a energia potencial do sistema, podendo ser escrito na

forma

T =U—-W,

onde U denota a energia de deformacao interna
1 t
U:§/a'(e—sg)dv,
e W o trabalho desenvolvido pelas forcas aplicadas
W= [budv + [tudr,.
Uma solugao diz-se ser cinematicamente admissivel (em regime eldstico) quando

satisfaz localmente as equagbes de compatibilidade (2.7) e verifica as condigbes de
fronteira cinemética (2.8).

Teorema do minimo da energia potencial complementar

O Teorema do Minimo da Energia Potencial Complementar [193] estabelece que de
entre todos os campos de tensao estaticamente admissiveis, aquele que corresponde
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a solucao exacta minimiza o funcional
o = %/a’t(e +eg)dV — /ttu7 dr,, . (2.41)
O funcional 7. representa a energia potencial complementar do sistema,
e = Ui — Wi,

onde U, denota a energia complementar de deformacao
1 t
U, = 5/0‘ (e +e&9)dV ,
e W, representa o trabalho associado aos deslocamentos impostos
W, = / t'u, dT, .

Uma solugao é estaticamente admissivel (em regime eldstico) quando verifica local-
mente as equagdes de equilibrio (2.3) e satisfaz as condi¢oes de fronteira estdtica
(2.4).

Teoremas mistos de Hellinger-Reissner

O Teorema misto de Hellinger-Reissner [193] estabelece que de entre todos os possiveis
campos de tensao e de deslocamento, aqueles que correspondem a solucao exacta
estacionarizam o funcional

1
mpr(o,u) = —E/a't(s—i-ee) dV—l—/O't(D*u) dv — /btudV

- /tgudra - /tt(u —w)dl, . (2.42)

Nao sao impostas a partida quaisquer condicoes. Assume-se, no entanto, que as
relacoes constitutivas sao verificadas localmente.

O funcional de Hellinger-Reissner pode ser obtido tendo como ponto de partida
a expressao da energia potencial total do sistema, definida em (2.40). Para tal,
a imposicao das condigoes de compatibilidade e de fronteira cinematica passa a
ser efectuada através da sua incorporacao no funcional a minimizar, através da
utilizagao do método dos Multiplicadores de Lagrange. Tem-se entao:

mur(o,u) =m, + /O't(s — D*u)dV — /tt(u —u,)dl, .

O significado fisico dos multiplicadores pode ser recuperado quando se impoe que
as condicoes de estacionaridade permitam recuperar as restrigoes iniciais do pro-
blema [193]. Verifica-se entdo que corresponde ao campo de tensoes {trac¢oes na
fronteira} o multiplicador utilizado para impor a condigdo de compatibilidade no
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dominio {fronteira cinematica}. Nao ¢ dificil verificar que a simplificacao da equagao
anterior permite recuperar a defini¢ao (2.42).

Integrando por partes o segundo termo do funcional definido em (2.42) obtém-se a
forma complementar do teorema misto de Hellinger-Reissner,

thrlo,u) = —U, —/ut(Da+b) dv+/tfuV dl“u+/ut(t—ty) dT, . (2.43)

Este funcional pode ser obtido directamente quando se incorporam as condicoes de
admissibilidade estdtica na expressdo da energia potencial complementar, (2.41),
através do método dos multiplicadores de Lagrange. A interpretacao do significado
fisico destes 1ltimos permite concluir que correspondem a campos de deslocamentos.

2.5.2 Anadlise elastoplastica
Teorema de Greenberg

O teorema de Greenberg [112, 46, 28] generaliza o teorema da energia potencial total
para problemas em regime elastoplastico. Nao é contudo muito utilizado, pois exige
que sejam satisfeitas, a priori, a totalidade das relagoes de plasticidade, o que na
pratica é bastante dificil garantir. Segundo o teorema de Greenberg, a solucao do
problema elastoplastico incremental minimiza o funcional

1 . .
i) = / GH(E — &) dV — /btu dv — /tiu dr, | (2.44)
sujeito as condicoes
¢=D"i em V, (2.45)
u=u, emI, (2.46)

que mais nao sao que a versao incremental das condigoes de compatibilidade e de
fronteira cinematica.

Teorema de Prager-Hodge

A solugao do problema elastopldstico incremental minimiza o funcional [46, 112]

| .
(6 = 5 /d‘t(é Feg)dV — /ttu7 dr,, . (2.47)

sujeito as condicoes
Doe+b=0emV, (2.48)

No =1, em Iy, (2.49)
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que correspondem a forma incremental das condigoes de equilibrio no dominio e na
fronteira, respectivamente. Este teorema resulta da generalizacao a problemas elas-
toplasticos do teorema da energia potencial complementar definido anteriormente
para a andlise eldstica. Tal como o teorema de Greenberg, impoe que se verifiquem
a partida todas as relagoes de plasticidade. Dai advém o seu pequeno interesse
pratico.

Teoremas de Maier-Capurso

Para ultrapassar a limitagao imposta pela necessidade de se garantirem a prior:
todas as relacoes de plasticidade, Maier e Capurso introduziram dois teoremas al-
ternativos [27, 28, 121, 122, 167]. Em qualquer um deles, o funcional correspondente
é escrito em funcao de duas variaveis, sendo sempre uma delas o parametro plastico,
que surge assim como variavel independente, ao contrario do que sucede no caso dos
teoremas classicos de Greenberg e Prager-Hodge.

O primeiro destes teoremas estabelece que a solucao do problema elastoplastico
incremental minimiza o funcional

Wmcue*—Q/a' &) dV + - /hst /budV /tudFa, (2.50)

quando se impoem a partida as condi¢oes de admissibilidade cinematica. Estas
passam a ser definidas nao sé pelas condigoes (2.45) e (2.46), mas também pela
condi¢ao de normalidade (2.26) e pela condi¢ao de escoamento (2.28). Se se aplicar
este teorema a um problema em regime elastico, verifica-se que é recuperado o
teorema da energia potencial.

O segundo dos teoremas de Maier-Capurso pode ser visto como a extensao do te-
orema da energia potencial complementar. Estabelece que a solucao do problema
elastoplastico incremental minimiza o funcional

(0, e —2/0' (Ec +&9)dV + = /hs av — /t u,dl’y, , (2.51)

desde que se encontrem satisfeitas, a partida, as condi¢oes de admissibilidade esta-
tica. Estas sao definidas nao s6 pelas condigoes (2.48) e (2.49), mas também pela
condigao de cedéncia (2.16) em conjunto com a definicdo dos potenciais plasticos
(2.23) e seus incrementos (2.32).

Teoremas mistos

A generalizagdo dos teoremas mistos de Hellinger-Reissner [49, 140] permite esta-
belecer que a solugao para o problema elastoplastico incremental estacionariza o
funcional

Wﬁn«)(uaﬁ ——/0' Ee + €p) dV+/ —5*—na' dV+/0' *adV
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- /btu dv — /t‘iu dTy + /ét(u7 — ) dl, . (2.52)

Este funcional é escrito em funcao de trés varidveis independentes, os deslocamentos,
as tensoes e os parametros plasticos. Pode ser obtido quando, utilizando o método
dos multiplicadores de Lagrange, se incorpora no funcional do primeiro teorema
de Maier-Capurso (2.50) a versao incremental das condi¢oes de compatibilidade no
dominio e na fronteira, (2.45) e (2.46), respectivamente.

O funcional complementar de Hellinger-Reissner pode ser obtido, tal como efectuado
para o caso da andlise eldstica, através da integracao por partes do terceiro termo
do segundo membro da igualdade anterior

@) /e . Lo, . P .
P, 6, ¢,) = —i/a't(se —i—eg)dV—l—/si(?s* —nlo)dV

- [@'(De +B)av + [+ [a'(E - ) dr, . (2.53)



