Capitulo 11

Conclusoes e desenvolvimentos
futuros

11.1 Conclusoes

O objectivo inicial do trabalho que agora se conclui residia no estudo e aproveita-
mento das caracteristicas e propriedades de dois sistemas alternativos de funcoes, as
séries de Walsh e os sistemas de wavelets, no desenvolvimento de modelos numéricos
para a andalise fisicamente nao-linear de estruturas planas.

A experiéncia entretanto acumulada e os resultados obtidos, possibilitam nao s6 a
confirmacao das enormes potencialidades que estes sistemas de fungoes possuem,
como permitem ainda antever as vantagens que podem advir da sua aplicacao na
resolucao de problemas na area da Mecanica Computacional.

Foi de igual forma realcada ao longo de todo este trabalho a enorme versatilidade
das formulagoes nao-convencionais de elementos finitos hibrido-mistos. E gracas a
capacidade que este tipo de modelos tem de possibilitar a incorporacao de virtual-
mente qualquer espécie de fungoes que se torna possivel o recurso a séries de fungoes
digitais e a sistemas de wavelets na modelacao dos campos estatico e cinematico.

E conveniente sistematizar agora os comentarios e apreciacoes efectuados ao longo
de todo o texto. De uma forma sucinta, sao listadas primeiro as caracteristicas
gerais dos modelos hibrido-mistos utilizados, discutindo-se as principais vantagens
e os inconvenientes associados a sua utilizacao. Sao apresentados posteriormente os
aspectos particulares que resultam da utilizacao especifica de fungoes de Walsh ou
de sistemas de wavelets.

Os beneficios decorrentes da utilizacao de formulagoes de elementos finitos hibrido-
mistos podem ser sumarizados nos seguintes aspectos essenciais:
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O tratamento em separado das condigoes fundamentais do problema, equili-
brio, compatibilidade e relacoes constitutivas, faz com que seja facil e natural
a generalizagao da formulacao a vérios tipos de estrutura e a diferentes regimes
de comportamento;

A remocao do conceito de interpolacdo nodal e o facto de nao haver a neces-
sidade de garantir a prior: nenhuma das condigoes do problema, possibilita
a consideracao de uma gama variadissima de fungoes para efectuar as aproxi-
macoes;

E facilitada a utilizagao de macro-elementos, nos quais o grau das fungoes uti-
lizadas para efectuar as aproximacgoes pode crescer sem outra restricao que nao
seja a estabilidade numérica das expansoes em série consideradas e a eficiéncia
do processo de céalculo;

O facto das discretizacoes se basearem na utilizacao de um ntmero pequeno
de macro-elementos facilita as operacoes de pré-processamento. A definicao
da malha vem muito simplificada, libertando o utilizador de uma tarefa geral-
mente trabalhosa e muito sujeita a introdugao de erros de dados;

O refinamento da solucao pode ser conseguido através da implementacao de
processos p- e/ou h- adaptativos. E necessério contudo definir estratégias
equilibradas por forma a nao degradar o tempo de execucao atavés da utilizagao
de elementos com um numero exagerado de graus de liberdade, nem a perder
a enorme vantagem que reside na utilizacao de malhas constituidas por um
pequeno nimero de macro-elementos;

A incorporacao de solucoes classicas da Teoria da Elasticidade nas aproxima-
¢oes permite modelar, de uma forma eficaz e precisa, os campos de tensoes e
de deslocamentos nas regides onde existam cunhas, cantos reentrantes, fendas,
orificos e mudancas nas condigoes de apoio. Permite ainda o tratamento eficaz
de situagoes de carga particulares, como sao por exemplo as que decorrem da
existéncia de forcas concentradas aplicadas a estrutura;

A malha utilizada é independente do carregamento, o que facilita a analise de
uma mesma estrutura sujeita a accao de varios casos de carga diferentes;

A utilizacao de funcoes ortogonais nas aproximacoes permite, regra geral, a
obtencao de solugoes analiticas para os diferentes operadores envolvidos na
definicao dos elementos das matrizes estruturais, sendo evitado desta forma o
recurso a quaisquer esquemas de integragao numeérica;

As operacoes de pés-processamento vem facilitadas, uma vez que tanto o cam-
po de deslocamentos quanto o campo de tensoes sao directamente aproxima-
dos;

A utilizacdo de modelos de equilibrio permite obter uma muito boa aproxi-
macao para a distribuicao das tensoes em todo o dominio dos elementos. Este
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facto é de capital importancia para as andlises que necessitam de uma infor-
macao fidvel em relacao aos valores das tensoes na estrutura, como é o caso
da analise elastoplastica;

e As solucoes nao sao sensiveis a distorcao das malhas e na andlise de problemas
de lajes nao surgem fenémenos de locking;

e O caracter local das aproximagoes efectuadas, onde apenas alguns dos graus
de liberdade referentes a aproximacoes na fronteira sao partilhados por ele-
mentos adjacentes, favorece a adaptagao deste tipo de modelos a ambientes
com processamento paralelo;

Muito embora algumas das vantagens listadas nos paragrafos anteriores sejam de
facto bastante significativas, é importante nao esquecer as limitacoes e inconvenien-
tes associados a utilizacao deste tipos de modelos. Estes aspectos menos positivos
podem ser condensados nos seguintes pontos:

e As formulagoes hibridas/mistas nao sao tao intuitivas quanto as formulagoes
classicas de elementos finitos, baseadas nos modelos de deslocamento;

e A sua utilizacao de uma forma correcta e eficiente exige alguma profundidade
na compreensao nao s6 da formulacao, mas também no conhecimento das
caracteristicas e propriedades das funcoes utilizadas;

e O tipo e a taxa de convergéncia nao podem ser estabelecidas a priori;

e Podem surgir modos espiurios, traduzidos pela existéncia de dependéncias no
sistema governativo global. Para os evitar, deve efectuar-se uma escolha cri-
teriosa dos graus das funcgoes envolvidos nas aproximagoes. Para além dis-
so, ¢ necesséario prever o desenvolvimento de mecanismos que possibilitem a
sua deteccao automadtica e subsequente tratamento aquando da resolucao dos
sistemas de equagoes. E importante ter sempre presente que mesmo quando
existem, os modos espurios nao destroem por completo a solucao do problema.
O seu efeito é regra geral localizado, reflectindo-se no campo de deslocamentos
na fronteira (nos modelos de equilibrio) e no campo de tracgdes (nos modelos
de compatibilidade). Desta forma, as aproximagoes obtidas para os campos
de tensoes e de deslocamentos no dominio tém sempre significado.

A utilizacao de fungoes de Walsh nas aproximagoes conduz ao desenvolvimento de
modelos naturalmente adaptativos, onde as tensoes, deformacoes e deslocamentos
sao constantes em determinadas regioes do dominio. Essas regioes nao sao fixadas
a priori, sendo definidas de uma forma automatica pelo grau das fungoes utilizadas.
Para além das caracteristicas gerais dos modelos hibrido-mistos, a utilizacao de
séries digitais assume alguns aspectos particulares que importa salientar. Os estudos
efectuados ao longo dos capitulos precedentes permitem estabelecer que:
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e A geracao e manipulagao das fungdes de Walsh podem ser efectuadas através

da utilizagao de algoritmos que envolvem apenas operacoes e procedimentos
muito simples, baseados alguns deles na aplicacao de conceitos de logica ele-
mentar;

As operacoes envolvendo fungoes de Walsh podem, na maioria dos casos, ser
reduzidas a uma sequéncia apropriada de trocas de sinal, dada a sua natureza
muito particular. Verifica-se por outro lado que o produto de duas fungoes de
Walsh da origem a uma terceira funcao de Walsh. Este aspecto é especialmente
importante quando se pretendem obter solucoes analiticas para os integrais
envolvendo este tipo de fungoes;

A utilizacao de fungoes de Walsh nas aproximacoes possibilita sempre a reso-
lugao analitica dos integrais presentes na definicao dos operadores estruturais,
mesmo no caso em que os elementos possuem uma forma nao-rectangular;

A obtencao de ”boas” solucoes requer a utilizacao de um nimero muito elevado
de graus de liberdade. Em consequéncia, os modelos baseados na utilizacao de
séries de Walsh estao associados a sistemas governativos de grande dimensao,
mas onde o indice de esparsidade é sempre muito elevado;

O desempenho destes modelos é superior quando se utilizam malhas consti-
tuidas por elementos com forma rectangular. Quando os elementos tém outras
formas, o indice de esparsidade diminui significativamente, o que nao s6 au-
menta bastante a capacidade de armazenamento necessaria, como degrada de
uma forma muito forte a rapidez com que a andlise é executada. Verifica-se
por outro lado que dada a natureza das funcoes de Walsh, a qualidade da
solucao ¢é afectada quando se utilizam malhas onde existem elementos muito
distorcidos;

A execugao de transformadas de Walsh pode ser efectuada de uma forma muito
simples e extremamente eficaz através da utilizacao de algoritmos apropria-
dos, conhecidos normalmente pela designagao genérica de FWT (Fast Walsh
Transform). Este facto é bastante importante, pois permite que o célculo dos
termos independentes e a recomposicao dos campos durante as operacoes de
pos-processamento se possa operar de uma forma eficiente.

Os sistemas de wavelets constituem bases de fungoes naturalmente hierarquicas e
possuem algumas caracteristicas Unicas que as tornam numa das ferramentas ma-
tematicas mais estudadas e investigadas nos dias que correm. Os modelos hibrido-
mistos baseados na utilizacao de wavelets beneficiam de algumas das vantagens
associadas ao uso dessas funcoes, embora seja importante sublinhar que a explo-
racao das potencialidades que advem da sua utilizacao se encontra longe de estar
esgotada. Os modelos numéricos construidos com base na utilizacao de wavelets
possuem as seguintes caracteristicas especificas:
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A geracao das wavelets e das suas derivadas é efectuada de uma forma recur-
siva;

A execucao de operagoes envolvendo este tipo de fungoes nao é tao simples
quanto no caso das fungoes digitais de Walsh.

Sao utilizadas nas aproximagoes apenas fungoes de escala com diferentes graus
de refinamento;

O refinamento p- hierarquico pode ser conseguido de duas formas alternativas.
Ou através do aumento do grau de refinamento das fungoes de escala utiliza-
das, ou através da consideracao de familias de wavelets caracterizadas por um
coeficiente N superior;

Quando se definem as fung¢oes de aproximagao truncando as wavelets que pos-
suem valores nao-nulos fora do intervalo de definigao, é destruida, pelo menos
parcialmente, a ortogonalidade existente quando se considera a recta dos reais.
Este facto impossibilita a obtencao de solucoes analiticas para os integrais exis-
tentes na definicao dos coeficientes dos diferentes operadores estruturais. A
sua resolucao passa necessariamente pela implementacao de processos de inte-
gragao numérica. Sao utilizados os métodos de quadratura de Newton-Cotes.
A utilizagado do método de Gauss é desaconselhada nao sé pela irregularidade
das funcoes, mas porque o valor das wavelets apenas é conhecido nos pon-
tos diddicos, o que nao possibilita a sua determinagao exacta nos pontos de
integracao;

O processo seguido na seleccao e tratamento das fungoes de aproximacao nao
possibilita por outro lado a utilizacao de algoritmos de transformada rdpida,
o que torna mais lento o processo de determinacao dos termos independentes
e a sobreposicao dos campos durante as operagoes de pds-processamento;

Nas zonas onde existem singularidades no campo de tensoes ¢ visivel a in-
ducao de uma certa oscilagdo no campo de tensoes, semelhante ao efeito de
Gibbs que caracteriza as aproximacoes com séries trigonométricas. Esta per-
turbagao ¢é ainda em parte imputével a forma como ¢é efectuado o tratamento
das wavelets por forma a definir as aproximagcoes num intervalo limitado. Este
efeito é atenuado quando se incrementa o grau de refinamento das funcgoes
de aproximacao utilizadas. Outra forma de contornar o problema, para além
da possibilidade de se virem a utilizar sistemas de wavelets definidos especi-
ficamente no intervalo, consiste na incorporagao na aproximacao de solugoes
classicas da Teoria da Elasticidade;

O ntmero de graus de liberdade envolvidos na obtengao de solugoes de qua-
lidade nao ¢é tao grande quanto no caso dos modelos baseados em séries de
Walsh;

Como resultado do desaparecimento das condicoes de ortogonalidade, o indice
de esparsidade ¢é bastante inferior ao que é caracteristico nos modelos baseados
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em séries digitais. Em contrapartida, a diminuicao do indice de esparsidade
aquando da consideracao de elementos com forma nao-rectangular nao é neste
caso tao significativo;

e As solucgoes obtidas sao praticamente insensiveis a distorcao dos elementos
existentes na malha considerada.

Embora nao constituisse a partida um dos objectivos principais deste trabalho, o
estudo e a utilizacao de algoritmos para permitir o armazenamento e tratamento
eficazes de matrizes esparsas passou a ser essencial para assegurar um bom desem-
penho para os modelos baseados na utilizagao de fungoes de Walsh. Sem a aplicagao
de métodos especialmente desenvolvidos para efectuar a resolucao de sistemas es-
parsos de grandes dimensodes, nao teria sido possivel a utilizagao destes modelos na
obtencao de solugoes refinadas.

Os testes numéricos efectuados mostraram que nao é facil a escolha entre os métodos
directos e iterativos. No entanto, podem ser extraidas dos exemplos apresentados
as seguintes indicacoes:

e A eficiéncia dos métodos utilizados na resolucao de sistemas esparsos depende
fundamentalmente do niimero de coeficientes nao-nulos armazenados. No caso
dos algoritmos de resolucao directa, a eficiencia do processo de céalculo é ainda
fortemente dependente da distribuicao desses coeficientes;

e Para garantir que o indice de esparsidade se mantenha tao baixo quanto
possivel, é fundamental que a utilizagao dos métodos directos seja precedi-
da pela aplicacao de algoritmos que, ao efectuar uma reordenacao simétrica
da matriz dos coeficientes, permitam minimizar o desenvolvimento de fill-in
no subsequente processo de eliminagao;

e Torna-se mais eficiente efectuar a resolucao directa da forma condensada do
sistema governativo quando existem na malha grupos de elementos com ca-
racteristicas geométricas e mecanicas idénticas;

e Embora nao seja garantida de um ponto de vista tedrico uma vez que a ma-
triz dos coeficientes é indefinida, a convergéncia do método dos gradientes
conjugados foi sempre conseguida e o niimero de iteracoes envolvido é subs-
tancialmente inferior a dimensao do sistema;

e A aplicacao do algoritmo dos gradientes conjugados s6 por si nao é de todo
eficiente, sendo essencial a utilizacao de métodos de pré-condicionamento efi-
cazes. Quando se resolve a forma nao-condensada do sistema governativo, é a
aplicacao de uma factorizacao incompleta da matriz dos coeficientes o processo
que permite obter o pré-condicionador associado a uma maior reducao, quer
no numero de iteragoes, quer no tempo de execucao;
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e A convergéncia do algoritmo dos gradientes conjugados é caracterizada por
uma variagao muito irregular da norma do vector residuo calculada em ca-
da um dos passos do processo iterativo. Os métodos que permitem suavizar
este comportamento conduzem a tempos de execugao superiores, nao sendo
portanto vantajosa a sua utilizacao;

e Confirma-se que a convergéncia do método de Lanczos é muito semelhante a
dos gradientes conjugados;

e O algoritmo de resolucao iterativa mais eficaz é o que aplica o método dos gra-
dientes conjugados com um pré-condicionamento quase-diagonal na resolugao
da forma condensada do sistema governativo;

e Quando se pretende seleccionar o método de resolucao a utilizar com base
exclusivamente num critério de minimizacao de memoria, a escolha deve recair
sobre os algoritmos iterativos;

e Quando esta seleccao se efectua com base no desempenho global, a escolha ja
nao é tao imediata. Para malhas constituidas apenas por um elemento ou por
vérios elementos todos eles com caracteristicas geométricas e/ou mecanicas
diferentes, é aconselhavel a utilizacao de um método iterativo. A utilizagao
de um método directo é mais vantajosa quando existem grupos de elementos
com propriedades idénticas ou quando se tem que estudar a mesma estrutura
sujeita a um conjunto de carregamentos diferentes. Esta é a situacao da andlise
elastoplastica incremental onde, para cada um dos passos do processo de carga,
se tem que resolver repetidas vezes o mesmo sistema de equagoes, variando
apenas o vector dos termos independentes.

A caracterizagdo do comportamento do algoritmo utilizado para efectuar a anélise
elastoplastica incremental merece de igual forma os seguintes comentarios finais:

e A determinacgao do passo de carga, ao ser efectuado de uma forma automadtica,
permite maximizar o incremento que pode ser dado em regides onde o com-
portamento da estrutura é quase linear. E também automdtica a deteccao
dos instantes em que o andamento é fortemente nao-linear, o que provoca de
imediato uma diminuicao substancial no valor do passo a realizar;

e A eficiéncia do processo de célculo é condicionada pelo nimero de células
criticas existentes e pelo grau dos polinémios utilizados na aproximagao dos
incrementos dos parametros plasticos. Um nimero excessivamente elevado de
potenciais modos de cedéncia torna o processo incremental desnecessariamente
pesado e lento, perdendo-se as vantagens associadas a utilizacao de um algorit-
mo que permite o ajuste automatico da dimensao do passo de carga. E preciso
no entanto nao esquecer que a consideracao de um numero muito pequeno de
modos de cedéncia pode dar origem a resultados demasiadamente grosseiros;
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e O facto de nao ser necessario efectuar uma lineariza¢ao da superficie de ce-
déncia origina uma assinalavel economia em termos de variaveis a armazenar
e a tratar. Elimina também as descargas pléasticas que sao induzidas de uma
forma artificial pela introducao dessa linearizacao;

e Este algoritmo, ao garantir que os pontos situados no espago das tensoes nunca
se deslocam para fora da superficie de cedéncia, permite evitar o recurso a
quaisquer esquemas de return mapping [141];

e O estabelecimento dos critérios de paragem é em geral uma tarefa delica-
da. A deteccao do colapso nao se pode basear apenas num simples critério.
Em determinadas circunstancias, sobretudo quando o passo de carga é muito
pequeno, um ou varios dos testes de paragem sao artificialmente activados.
Devem entao ser estabelecidos mecanismos que permitam detectar se se trata
na realidade da situacao de colapso ou apenas de um estddio intermédio no
processo elastoplastico incremental;

e A distribuicao do campo de tensdes é em geral caracterizada pela existéncia
de uma perturbagao nas regioes onde existem modos de cedéncia activos. Esta
perturbacao ¢ explicada em grande parte pela restricao que é imposta a va-
riagao daqueles campos e que se traduz na garantia que, em média, os pontos
que representam as tensoes apenas se podem movimentar sobre a superficie
de cedéncia.

11.2 Desenvolvimentos futuros

Demonstrou-se a versatilidade e a eficiencia dos modelos hibrido-mistos de elemen-
tos finitos baseados em aproximagoes com séries de Walsh e sistemas de wavelets.
As potencialidades evidenciadas por estes modelos numéricos nao foram ainda no
entanto exploradas na sua totalidade. Muitos sao os aspectos ainda nao contem-
plados e que podem conduzir a uma melhoria sensivel da eficiéncia dos modelos
desenvolvidos.

Os desenvolvimentos previstos passam nao s6 pela melhoria de alguns dos algo-
ritmos implementados, como também pelo estudo e posterior utilizacao de novas
ferramentas numéricas e a generalizacao das formulagoes a outro tipo de proble-
mas e estruturas. Os trabalhos a desenvolver num futuro préoximo podem ser muito
sumariamente descritos por:

e Utilizacao de sistemas completos de wavelets nas aproximacoes;

e Estudo de novas familias de wavelets com especial énfase para os sistemas
definidos especificamente num intervalo limitado;
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e Melhoria do desempenho dos modelos através da utilizacao de algoritmos mais
eficientes, em especial no que diz respeito a resolucao de sistemas esparsos de
equagoes lineares;

e Paralelizacao dos algoritmos;

e Desenvolvimento de modelos hibridos e hibridos de Trefftz baseados na utili-
zacao de sistemas de wavelets;

e Generalizacao da formulacao por forma a ser possivel a realizacao de outro
tipo de analises.

A utilizacao de sistemas completos de wavelets nas aproximacoes contempla a pos-
sibilidade de se utilizarem nao s6 as fungoes de escala, como também as wavelets
propriamente ditas. Desta forma passara a ser possivel efectuar o refinamento hi-
erarquico de uma forma mais elegante e provavelmente mais eficaz.

Neste trabalho utilizam-se as wavelets propostas por Daubechies [52]. No en-
tanto, muitos outros sistemas de wavelets tém vindo a ser propostos na literatu-
ra [130, 37, 53, 54, 21]. Serd importante explorar as vantagens que podem advir
da utilizagao desses sistemas alternativos. Em especial é de capital importancia a
utilizagao de sistemas definidos num dado intervalo limitado [9, 38]. Estas fungoes,
ao apresentarem no intervalo considerado as mesmas propriedades e caracteristicas
que as fungoes de Daubechies apresentam na recta dos reais, permitirao contornar
os problemas associados a forma como sao truncadas as wavelets na definicao das
aproximacoes em cada um dos elementos.

A melhoria do tempo de execugao associado a aplicacao dos modelos numeéricos, pas-
sa necessariamente pela utilizacao de algoritmos mais sofisticados na resolucao dos
sistemas de equagoes. Como exemplo, e ainda recorrendo apenas a processamento
sequencial, refira-se a possibilidade de se testar a eficiencia de outros métodos de
pré-condicionamento [146, 139, 125].

A eficacia do processo de andlise elastopldstica incremental pode ser melhorado
através de uma seleccao prévia das zonas onde se deve considerar a existéncia de
células criticas. Para que tal seleccao seja possivel, pode ser adoptado um pro-
cesso automatico de refinamento da malha de células criticas. Tal procedimento
envolvera um primeiro processo de calculo incremental envolvendo um nimero pe-
queno de células criticas em cada um dos elementos constituintes da malha. Esta
analise, que conduzird inevitavelmente a obtencao de resultados grosseiros, fornecera
no entanto uma informacao preciosa quanto as regides onde se poderao desenvolver
deformagoes plasticas. Bastara entao considerar células criticas nos elementos loca-
lizados naquelas zonas. O procedimento podera ser repetido até se obter uma malha
equilibrada de células criticas, onde todo o esforco de cédlculo se concentra na regiao
critica previamente identificada.
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Um desenvolvimento natural e desejado de um ponto de vista numérico consiste na
paralelizacao dos algoritmos entretanto desenvolvidos. Para o realizar, estd prevista
a utilizagdo de um ambiente paralelo virtual criado pelo sistema PVM (Parallel
Virtual Machine) [86] e constituido por uma rede de estagdes de trabalho. Dada
a natureza dos modelos hibrido-mistos utilizados, a paralelizacao deve abranger a
totalidade do algoritmo [136] e ndo apenas a parte envolvendo a resolucao de sistemas
de equagoes.

Outra das extensoes naturais deste trabalho consistird em utilizar os sistemas de
wavelets no desenvolvimento de modelos hibridos e hibridos de Trefftz. Em paralelo,
serd desejavel efectuar a generalizacao da formulagao por forma a que seja possivel
a realizacao de outro tipo de analises. Especial interesse terda o desenvolvimento de
modelos que permitam a consideracao de efeitos geometricamente nao-lineares. As
analises dinamicas e os problemas de optimizacao constituem também campos onde
a aplicacao deste tipo de ferramenta numérica podera trazer algumas vantagens.

Por fim, havera que ter a preocupacao de procurar adequar todos os modelos
numéricos de modo a que a sua utilizacao na resolucao de problemas especificos
da Engenharia possa ser uma realidade.



