Capitulo 1

Introducao

1.1 Motivacao

A necessidade de se resolverem problemas cada vez mais complexos e de maiores
dimensoes, aliada ao extraordinario crescimento da capacidade dos meios de calculo
automatico, tem motivado, nas iltimas décadas, o desenvolvimento de uma enorme
gama de técnicas e ferramentas numeéricas.

O Método dos Elementos Finitos [202, 203] é porventura o mais divulgado dos
métodos utilizados na resolugao de problemas da Mecanica dos Meios Continuos.
Permite realizar de uma forma simples e elegante a analise de uma enorme varieda-
de de sistemas estruturais e possibilita a simulacao de uma grande multiplicidade
de regimes de comportamento. Muito embora a percepc¢ao intuitiva dos fenémenos
e a interpretacao do significado fisico das grandezas envolvidas tenham constituido
a base incial para o desenvolvimento deste método, nao tardou a que a fundamen-
tacdo matematica dos elementos finitos fosse estabelecida de uma forma clara e
rigorosa [6, 10, 182].

Os modelos de compatibilidade, baseados na modelacao directa das grandezas ci-
nematicas e na verificacao local das condi¢oes de compatibilidade, foram os primei-
ros a ser estabelecidos. Constituem sem duvida o tipo de elementos mais popular
e 0 que maior aceitacao tem por parte da comunidade técnica e cientifica. A sim-
plicidade e a elegancia conceptual, aliadas a robustez que resulta da consisténcia
matematica da formulagao, fizeram com que os elementos de compatibilidade se
tornassem numa técnica de referéncia.

A generalidade dos resultados obtidos através de uma utilizacao cuidada do método
dos elementos finitos é, na grande maioria das situagoes, perfeitamente adaptada
a natureza e objectivo da andlise em causa. Existem, no entanto, algumas limi-
tagoes e desvantagens decorrentes da utilizacao dos elementos de compatibilidade
que importa salientar.
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Uma das primeiras dificuldades com que o utilizador de um programa de elementos
finitos se depara reside na geracao da malha. Regra geral, a obtengao de uma solugao
de qualidade passa pela necessidade de se utilizar um grande ntimero de elementos
finitos na discretizacao das zonas onde existem gradientes elevados, ou mesmo sin-
gularidades, nos campos estatico e/ou cinematico. Sendo impensavel efectuar a
definicao manual da malha, torna-se indispensavel o desenvolvimento de algoritmos
que permitam realizar uma gera¢do automdtica [88]. Se para problemas planos e ge-
ometrias regulares a construgao de algoritmos de geracao nao apresenta dificuldades
de maior [118, 166], quando se pretendem definir dominios tridimensionais delimi-
tados por superficies de forma genérica, a complexidade da tarefa cresce de uma
forma significativa. Sao de tal forma complexos alguns dos problemas respeitantes a
geracao automatica da malha, que o seu estudo e desenvolvimento se autonomizou
em relacao ao do proprio método dos elementos finitos, constituindo hoje em dia a
modelacao geométrica um dominio de investigacao bastante activo.

Verifica-se que em muitas circunstancias a capacidade de calculo e o tempo de andlise
dispendido na geracao e definicao da malha sao superiores aos do préprio processo de
andlise do problema por elementos finitos. Por outro lado, a detecgao e tratamento
de erros de dados surgidos durante o processo de geragao é bastante dificultado
pela enorme quantidade de informacao que é armazenada e tratada. Para contornar
estas dificuldades, seria bom que pudessem existir modelos que permitissem obter
solugoes de qualidade equivalente, mas envolvendo na analise um nimero reduzido
de elementos na definicao da malha.

Outra das caracteristicas marcantes dos elementos de compatibilidade reside no
modo como sdo impostas, numa forma fraca [202], as condi¢oes de equilibrio. A
satisfacao local destas condigoes, tanto no dominio quanto na fronteira, nao é im-
posta pelo modelo, sendo garantida apenas a verificagao do equilibrio das forcas
nodais equivalentes. Em consequéncia, a solucao é caracterizada pela existéncia de
descontinuidades no campo de tensoes nas fronteiras inter-elementares e pela dificul-
dade na recuperacao das condigoes reais de carga, surgindo valores espirios para as
forcas de massa e para as tracgoes na fronteira. Verifica-se também que as grandezas
cinematicas sao modeladas de uma forma muito mais precisa do que as grandezas
estaticas, muito embora existam processos de extrapolacdo e adocamento que per-
mitem obter uma distribuicao para o campo de tensoes de melhor qualidade do que
aquela que é obtida directamente a partir das aproximagoes efectuadas [44]. Estes
factos podem originar alguns problemas quando se utilizam este tipo de elementos
em analises nas quais é essencial conhecer com precisao o valor das tensoes em qual-
quer um dos pontos pertencentes ao dominio. Serd por exemplo o caso das andlises
fisicamente nao-lineares e dos processos de optimizacao que envolvem valores limi-
tes do campo de tensoes como restricoes para o problema. A introducao de tensoes
espurias pode condicionar os resultados obtidos com este tipo de andlise, podendo
mesmo originar uma diminui¢do da qualidade das solugoes obtidas [41, 43].

Na analise elastoplastica, e uma vez que estes modelos verificam a prior: as con-
digoes de admissibilidade cinemaética, o valor do parametro de carga no colapso é
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um majorante do verdadeiro parametro de colapso. A solucao obtida estd contra a
sequranga, o que pode ser condicionante em alguns problemas de Engenharia.

Outra das conhecidas limitacoes dos modelos de compatibilidade surge quando se
pretendem efectuar andlises envolvendo fenémenos de fendilhacao. O desenvolvi-
mento de fendas introduz uma descontinuidade local no campo de deslocamentos.
Deste modo, a continuidade imposta pela aplicagao de formulagoes de compatibili-
dade impossibilita um tratamento natural deste tipo de fenémenos. Torna-se entao
necessario utilizar um conjunto de artificios que permita a modelacao numérica re-
produzir de uma forma mais eficaz o comportamento real das estruturas nestas
circunstancias.

Por dltimo, refira-se a existéncia de uma grande relacao de dependéncia entre o
carregamento e a malha de elementos finitos considerada na analise. O estudo do
efeito de cargas diferentes pode exigir a consideracao de malhas substancialmente
diferentes. Se se pretender por exemplo utilizar o método directo na determinacao
de uma linha ou superficie de influéncia, a cada nova posicao da carga concentrada
deve corresponder uma nova malha envolvendo a utilizacao de um niimero elevado
de elementos na aproximacao do campo de deslocamentos na vizinhanga do ponto
de aplicagao da forca.

Para tentar encontrar uma resposta para algumas das questoes levantadas nos
paragrafos anteriores e limitar os inconvenientes associados a aplicacao dos elemen-
tos de compatibilidade, téem vindo a ser apresentados varios modelos alternativos,
sem que contudo nenhum deles possa reclamar para si uma aceitagao e divulgagao
generalizadas. Esses modelos sao baseados fundamentalmente na utilizacao de ele-
mentos de equilibrio ou de elementos hibridos/mistos [24, 163, 176]. Nos elementos
de equilibrio sao modeladas directamente as grandezas estaticas e é imposta a prior:
a verificacao local das condigoes de equilibrio. Ja nos modelos hibridos e mistos sao
aproximados, de uma forma completamente independente, dois (ou mais) campos
ao nivel de cada elemento finito [155].

O relativo insucesso dessas formulagoes alternativas é devido, pelo menos em parte,
as limitacoes induzidas pelo facto de todas elas procurarem reproduzir o formato
utilizado pelos elementos de compatibilidade. Como consequéncia, sao obtidas for-
mulacoes menos intuitivas e menos robustas nao havendo, salvo raras excepgoes,
ganhos acrescidos associados a sua utilizagao [190, 181].

O recente aparecimento das chamadas formulagoes nao-convencionais de elementos
hibridos/mistos [75, 77] veio possibilitar a resolugao de alguns dos problemas asso-
ciados a utilizacao das formulacoes classicas. A remocao de algumas das restricoes
usualmente consideradas como indispensaveis, veio flexibilizar de facto a utilizagao
dos elementos finitos e potenciar o desenvolvimento de novos algoritmos robustos e
eficazes que permitem contornar com sucesso os problemas e inconvenientes listados
nos paragrafos anteriores. A génese das formulagoes nao-convencionais de elementos
finitos pode ser encontrada nos trabalhos de Munro e Smith [137, 180], ainda que
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apenas para o caso de estruturas reticuladas. A sua generalizagao e adaptacao pa-
ra problemas bidimensionais pode ser encontrada nos trabalhos de Freitas [68, 70],
Fonseca [61] e Moitinho de Almeida [132].

1.2 Objecto

A remocao do conceito de interpolagao nodal e a nao imposicao a priori das condi-
¢oes do problema sao as caracteristicas mais marcantes dos modelos hibrido-mistos.
Como consequéncia, € introduzida uma enorme flexibilidade na escolha das fungoes
a utilizar nas aproximagoes, facto que possibilita desde logo o aparecimento de um
vasto campo de investigagao. Corresponde este ao desenvolvimento e caracterizagao
de modelos baseados na utilizacao de diferentes tipos de func¢oes e na exploragao das
propriedades destas na obtencao de algoritmos elegantes, robustos e eficazes.

O sucesso que tem caracterizado a recente utilizagao de sistemas de fungoes alterna-
tivos na analise e processamento de sinais motivou o trabalho que aqui se apresenta;
testar a utilizacao de funcoes digitais de Walsh e de sistemas de wavelets na deter-
minacao e representacao grafica dos estados de tensao e deformacao em estruturas
planas.

As fungoes digitais de Walsh [192] formam um conjunto ordenado de ondas rectan-
gulares apresentando apenas duas amplitudes possiveis, +1 e —1. Definem séries
completas de funcoes ortonormais e a facilidade com que podem ser geradas e ma-
nipuladas constitui uma das grandes vantagens associadas a sua utilizagdo. A sua
origem ja nao é recente, datando o trabalho original de Walsh de 1923. Foi no
entanto apenas ha poucos anos, com a evolucao da tecnologia digital, que as suas
potencialidades foram reconhecidas e a sua utilizagao generalizada.

Bem mais recentes sdo os chamados sistemas de wavelets [130]. As bases que per-
mitem o desenvolvimento deste tipo de fungoes foram estabelecidas de uma forma
rigorosa com o aparecimento da teoria conhecida na literatura como Andlise Multi-
resolu¢ao [124, 130]. Desde entao, e em especial desde que Daubechies [52] definiu
os seus sistemas de fungoes no final da década de 80, nao tem parado de crescer a
aceitacao e a popularidade das wavelets.

E tal o interesse gerado por estes novissimos sistemas de func¢oes que ja ha quem as
considere como as novas fungéoes de estimagdo dos mateméticos [25]. Possuem um
conjunto de propriedades que torna a sua utilizacao extremamente atractiva num
vasto leque de dominios. Sao utilizadas em campos tao diferenciados como o trata-
mento matematico tedrico, a resolucao numérica de equagoes diferenciais, ou ainda
a analise e processamento de sinais. E neste tltimo domfnio que se tém registado
os resultados mais significativos e espectaculares decorrentes da sua aplicacao. O
seu cardcter local, tanto no dominio da frequéncia quanto no dominio do tempo,
potencia o desenvolvimento de algoritmos especialmente eficazes para o tratamento,
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compressao e transmissao de informagao.

1.3 Objectivo

O objectivo central desta tese consiste na utilizagao de séries digitais de Walsh e de
sistemas de wavelets na construcao de modelos hibrido-mistos de elementos finitos
para a andalise elastica e elastoplastica de placas e lajes.

A obtencao de modelos eficientes passa pelo estudo e conveniente exploracao das
propriedades que caracterizam cada um dos tipos de funcoes utilizadas. Especial
cuidado deve ser colocado na determinacao de expressoes analiticas que permitam
calcular directamente, sem o recurso a quaisquer esquemas de integracao numérica,
os elementos constituintes dos diferentes operadores estruturais. Devem ainda ser
optimizados os processos envolvidos na combinacao linear deste tipo de funcgoes, por
forma a simplificar e acelerar as operacoes de pds-processamento.

Sendo a rapidez do processo de calculo fortemente condicionada pela eficiéncia dos
algoritmos utilizados na resolucao dos sistemas governativos globais, ¢ de capital
importancia o estudo e a implementacao de métodos especialmente talhados para
lidar com o tipo de sistemas que é caracteristico destes modelos. O indice de espar-
sidade é sempre bastante elevado, mas a distribuicao dos coeficientes nao-nulos é tal
que impossibilita a utilizacao dos métodos tradicionais de armazenamento, basea-
dos na consideracao da semi-banda ou do perfil [103] do sistema. Na selecgao dos
algoritmos de resolugao, ¢ preciso ter também em atencao que o nimero de graus
de liberdade envolvido na analise pode ser muito elevado, em especial nos casos em
que se utilizam fungoes de Walsh nas aproximacoes.

Para além da construcao das ferramentas numéricas de andlise, é necessario efectuar
todo um trabalho de caracterizacao do comportamento dos modelos e de validacao
das solugoes obtidas. E também importante caracterizar a eficacia dos modelos,
traduzida pela relagao custo/beneficio. Esta tarefa envolve a execugao de um con-
junto cuidado e variado de testes numéricos que possibilitem aferir o desempenho do
modelo quando comparado com as formulagoes classicas de elementos finitos e com
outros modelos pertencentes a mesma familia de formulacoes nao-convencionais.

1.4 Metodologia

Quando se utilizam modelos hibrido-mistos, os campos de tensoes e de desloca-
mentos no dominio sdo modelados de uma forma completamente independente. A
seleccao da grandeza a aproximar na fronteira dos elementos conduz a obtencao
de duas formulagoes alternativas; a aproximacao do campo de deslocamentos na
fronteira estatica da origem ao modelo hibrido-misto de equilibrio, enquanto que a
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aproximagcao do campo de tracgoes ao longo da fronteira cinematica permite obter o
modelo hibrido-misto de compatibilidade. Cada uma destas variantes estd associada
a uma forma diferente de tratamento e imposicao das condigoes de equilibrio e de
compatibilidade.

Para modelar os fenémenos locais associados a plasticidade, cada elemento finito é
subdividido num conjunto de células criticas nas quais se permite o desenvolvimento
de deformacoes pldsticas. Em cada uma destas células, a distribuicao do incremento
dos parametros plasticos é aproximada através da utilizacao de um conjunto comple-
to de fungoes polinomiais que possuem valores nao negativos em todo o seu dominio
de definicao.

Os modelos sdo deduzidos a partir dos principios fundamentais da Mecanica [68,
70], ndo sendo utilizados para o efeito quaisquer teoremas energéticos. Os teore-
mas variacionais associados as formulagoes hibridas-mistas podem ser recuperados
a posteriori através da aplicagao da teoria da equivaléncia da Programacao Ma-
tematica [68, 69, 30].

As condigoes de fonteira cinematica, nos modelos de equilibrio, e as condicoes de
fronteira estatica, nos modelos de compatibilidade, sao localmente impostas. De
igual modo, a condicao de escoamento plastico é verificada a priori. As restantes
equacoes de campo e condigoes de fronteira sao impostas na forma de residuos pesa-
dos. Esta imposicao ponderada deve ser realizada de forma a assegurar que no mo-
delo discreto se preserve a dualidade estdtica-cinemdtica, a reciprocidade eldstica e a
plasticidade associada, caracteristicas presentes na caracterizagao do meio continuo
que se pretende modelar. Em consequéncia, as matrizes de equilibrio e compatibi-
lidade sao a transposta uma da outra, o operador de elasticidade é simétrico e as
taxas de variacao das deformacgoes plasticas sao ortogonais a superficie de cedéncia
considerada. O sistema governativo é obtido através da combinacao das descrigoes
discretas das condicoes de equilibrio, compatibilidade, elasticidade e plasticidade.

Para a resolucao dos sistemas de equacoes que resultam das andlises em regime
elastico linear sao utilizados tanto métodos directos quanto métodos iterativos. Na
seleccao e implementacao dos algoritmos de resolucao, especial cuidado é posto na
forma como é efectuado o armazenamento e tratamento de matrizes esparsas de
grandes dimensoes. Os métodos directos baseiam-se na aplicacao de processos de
factorizagao [87, 165]. Sao precedidos por uma reordena¢dio simétrica da matriz
dos coeficientes cuja principal finalidade reside na minimizacao do fenémeno de fill-
in [59]. Os métodos iterativos implementados utilizam o algoritmo dos gradientes
conjugados [98, 103] e um conjunto de técnicas de aceleracao da convergéncia base-
adas na considera¢ao de métodos de pré-condicionamento global [146].

Recorrendo a um algoritmo simples do método das perturbagoes [63], o sistema
de equacoes e inequagoes nao-lineares que regem o comportamento elastoplastico do
modelo é transformado numa sequéncia recursiva de problemas simétricos de comple-
mentaridade linear. Isto é conseguido efectuando-se a expansao em série de Taylor
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dos incrementos de cada uma das variaveis envolvidas no processo e igualando-se
posteriormente os termos de igual ordem em ambos os membros do sistema gover-
nativo [64]. Neste algoritmo de resolugao incremental, a dimensao do passo é auto-
maticamente ajustada de forma a permitir nao sé a detecgao da célula critica onde
é activado o modo de cedéncia seguinte, mas também o controlo e implementacao
das descargas pldasticas. A dimensao do passo é ainda condicionada pela necessidade
de se limitar a acumulagao de erros de truncatura da série [63, 64].

1.5 Organizacao

No segundo capitulo sao apresentadas as varidveis que surgem na formulacao do
problema de andlise elastoplastica incremental e as condi¢oes que as relacionam. A
descricao é efectuada de uma forma muito genérica de modo a que seja possivel a
sua adaptacao aos diferentes tipos de estrutura aqui tratados. O principal objectivo
deste capitulo nao reside na apresentacao completa e formal de todos os aspectos
relacionados com as teorias da elasticidade e plasticidade, mas na discussao dos
conceitos essenciais e na interpretacao do significado fisico das grandezas e equacoes
utilizadas.

Os modelos de elementos finitos sao introduzidos no terceiro capitulo. E apresen-
tada logo de inicio uma breve resenha histérica onde se relata o aparecimento e
o desenvolvimento das formulagoes hibridas/mistas ndo-convencionais aqui utiliza-
das. E efectuada em simultaneo uma breve descri¢ao dos seis modelos que resultam
da combinacao dos elementos hibrido-mistos, hibridos e hibridos de Trefftz, com as
formulagoes de equilibrio e de compatibilidade.

A apresentacao dos sistemas governativos é precedida pelo tratamento, em separado,
das condicoes de compatibilidade, equilibrio e relagoes constitutivas. A teoria da
equivaléncia da Programacao Matemadtica é utilizada para recuperar a posteriori
os teoremas energéticos que sao habitualmente utilizados no estabelecimento de
modelos de elementos finitos. E por fim apresentado em detalhe o algoritmo utilizado
na resolucao do problema de andlise elastoplastica incremental.

As séries digitais de Walsh e os sistemas de wavelets sao apresentados no quarto e
no quinto capitulo. Para cada tipo de funcao sao discutidas as suas propriedades e
caracteristicas mais marcantes. Sao definidos os diferentes métodos de geracao e o
modo através do qual podem ser executadas algumas operagoes basicas envolvendo
aquelas fungoes. Sao apresentados os algoritmos que permitem efectuar a expansao
em série de um dado sinal ou funcao, sendo a sua eficiéncia demonstrada através da
apresentacao de alguns exemplos muito simples.

A defini¢cao dos conjuntos completos de fungoes de Walsh e wavelets a considerar
na aproximacao dos campos de tensoes e de deslocamentos é o primeiro aspecto
a ser tratado no sexto capitulo. E também discutida a seleccao dos polindmios
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nao-negativos utilizados para modelar os incrementos dos parametros plasticos. Sao
depois definidas as equagoes que permitem determinar os elementos constituintes de
cada uma das matrizes estruturais. Especial aten¢ao é dedicada a obtencao das so-
lugoes analiticas que permitem a resolugao directa dos integrais envolvidos no calculo
daqueles elementos. E discutida ainda a metodologia que possibilita a consideracao
de elementos com forma genérica. O capitulo termina com a apresentacao de alguns
testes numéricos que permitem ilustrar nao sé a dimensao e a esparsidade dos siste-
mas governativos, mas também a eficiencia com que os seus coeficientes podem ser
calculados.

O armazenamento e a manipulacao de matrizes esparsas sao tratados no sétimo
capitulo. Especial atencao ¢ dedicada ao estudo dos métodos de resolucao de sis-
temas de equacoes de grandes dimensoes e caracterizados por uma matriz dos coe-
ficientes com um elevado indice de esparsidade. E testada a utilizagao de métodos
directos e iterativos na resolugao das formas nao-condensada e condensada dos sis-
temas governativos globais. A comparacao da eficiéncia e do desempenho dos dife-
rentes algoritmos implementados é efectuada com base na realizagao de uma série
de testes numéricos. Embora nao seja possivel estabelecer um critério tnico que
permita a clara opgao por um determinado algoritmo, é tecido no final do capitulo
um conjunto de recomendagoes que tem como finalidade servir de guia na seleccao
do método de resolucao a utilizar em funcao do tipo de andlise que se pretende
realizar.

No oitavo capitulo ¢ ilustrado o comportamento dos modelos hibrido-mistos de ele-
mentos finitos. Sao salientadas as potencialidades e as vantagens decorrentes da
utilizagao deste tipo de modelos, assim como sao apontadas algumas das suas limi-
tagoes e aspectos menos positivos. Para além da definicao das caracteristicas gerais
dos modelos, sao estudados os processos de refinamento p- e h- hierarquicos e é
avaliada a influéncia que a distorcao da malha de elementos finitos pode vir a ter
na qualidade da solucao obtida.

No nono capitulo sao utilizados os modelos apresentados na andlise elastoplédstica de
placas. Através da apresentacao e discussao dos resultados referentes a um conjunto
de testes variados, sao caracterizadas as solucoes obtidas com base na utilizagao
de séries de Walsh e wavelets. E discutido o efeito introduzido pela consideragao
de solucoes classicas da teoria da elasticidade na modelacao de singularidades no
campo de tensoes, ¢ ilustrada a utilizacao de elementos com forma nao-rectangular
e é exemplificada a utilizacao de uma solucao particular na modelagao do campo de
tensoes na vizinhanca do ponto de aplicagao de uma carga concentrada.

O capitulo termina com a realizacao de uma anélise elastoplastica incremental de
uma consola quadrada. Para além da ilustracao da capacidade das formulacoes
desenvolvidas na modelacao do comportamento fisicamente nao linear de placas, é
estudada a influéncia que o numero de possiveis modos de cedéncia pode ter na
qualidade da solucao e na eficiéncia do processo de analise incremental.
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Os modelos que permitem a anédlise de lajes baseiam-se na aplicacao da teoria de
Reissner-Mindlin [175, 131] e da teoria de ordem superior desenvolvida por Perei-
ra [147]. A sua utilizagdo ¢ ilustrada no décimo capitulo, onde um conjunto de
testes numéricos permite aferir as capacidades e potencialidades apresentadas pelos
modelos desenvolvidos para a andlise deste tipo de estruturas. Para além do tipo
de testes efectuados no capitulo precedente, é apresentado um exemplo que permite
verificar a auséncia de fenémenos de locking.

No décimo primeiro e tltimo capitulo sao enunciadas algumas conclusoes finais que
resumem os comentarios e observacoes efectuados ao longo de todo o texto. E por
fim listado um conjunto de ideias que resumem algumas das extensoes naturais para
o trabalho desenvolvido e que se espera possam vir a ser exploradas e desenvolvidas
num futuro proximo.



10

WAVELETS E SERIES DE WALSH EM ELEMENTOS FINITOS



