Apeéendice A

Modelos hibrido-mistos de
elementos finitos

Incluem-se neste anexo as demonstracoes de alguns dos resultados referidos aquando
da apresentacao dos modelos hibrido-mistos de elementos finitos.

[lustra-se primeiro a forma através da qual é possivel recuperar o enunciado do
teorema dos trabalhos virtuais. De seguida, recuperam-se os teoremas energéticos
através da interpretacao do significado fisico dos pares de programas matematicos
duais que se obtém quando se aplica a teoria da equivaléncia da Programacao Ma-
tematica aos sistemas governativos que descrevem o comportamento dos modelos
em regime eléstico.

Apresenta-se depois o procedimento que permite determinar a composicao dos vecto-
res residuo, R e R, presentes na defini¢ao dos incrementos dos potenciais plésticos
(2.35) e da lei de normalidade (2.34), respectivamente.

A.1 Teorema dos trabalhos virtuais

A.1.1 Modelo de equilibrio

Efectuando o poduto interno das condigoes (3.17) com a versao incremental de (3.26)
vem,

_Af) t _ Qv+Qp ' qy
[ e [$58 T w2

Desenvolvendo a igualdade anterior e simplificando obtém-se:
X'de — X'de, + X'de,, = Q' dq, + Q]f,éq,y + nyéqv — nyp(qu .
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Tendo em atencao as definicoes dos operadores estruturais e as aproximacoes defi-
nidas, a igualdade anterior pode ser escrita na forma,

/ (0 —o,)/0edV — / (t —t,)'ou, dl, + / D(o — a,)du,dV =

= /bté(u —u,)dV + /(Dap)té(u —u,)dV + /t’;éu dl'y — /t;éu dl, .

Desenvolvendo esta igualdade e simplificando o resultado obtém-se,

/atés dV — /0';65 dV — /tt6u7 dFu—i—/t;éuw dr, =

— [b'suav + [(Do,)ouav + [ tioudr, — [tsudr, .

A integracao por partes do segundo termo do segundo membro da equagao anterior
permite obter,

[etocav — [alseav — [tou,dr, + [ tiou,dr, =

/ bioudV — / (D*su)io, dV + / (N*6u)ler, dT + / £ judl, — / £ oudl, .

Simplificando a expressao anterior, recupera-se finalmente a equacao do teorema dos
trabalhos virtuais,

/atés dV = /btéudV+/tt(5udP,

como se pretendia demonstrar.

A.1.2 Modelo de compatibilidade

O produto interno das condigoes de equilibrio (3.20) com a versao incremental das
condigbes de compatibilidade (3.33) conduz a:

[-=. B”]B(Htfslvipi_vi]:[% - - ]| 5 [sa

o

O desenvolvimento e simplificacao da igualdade anterior permite obter,
XtéepC — X'6e + pfyévW — pfyévw = Qipéqv - Qléq, — waéqv )

Tendo em conta as condigoes de equivaléncia energética e as aproximacoes efectua-
das, a igualdade anterior permite obter,

/(a‘ —0,) (D*0u,) dV — /(a‘ —0,)'0edV + /tt5u7 dar, — /ttéup dar', =

_ /O—;JD*5(u —w,)dV — /bté(u —w,)dV — /tg5(u —w,)dl, .
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Desenvolvendo e simplificando, obtém-se

/at(D*éup) av — /atés dV+/tt5u7 dar, — /ttéup dar', =

— — [blouav + [blow,av — [ sudr, + [ tou,dr, .

Integrando por partes o primeiro termo do primeiro membro da expressao anterior
vem,

. / (Do)tou, dV + / (No)tou, dl — / otlde dV + / t'u, dT, — / t5u, T, —

=~ [blouav + [blow,dv ~ [¢sudr, + [ tou,dr, .

que permite, apds algumas simplificacoes, recuperar a equacao do teorema dos tra-
balhos virtuais,

/a‘tés dV = /btéudV—i-/ttcSudF.

A.2 Teoremas energéticos - Modelo elastico

A.2.1 Modelo de equilibrio

Considerando a seguinte particao para o sistema governativo (3.53),
G=F;H=0;M=[A, -A,|;

q -Q,—Q
=X; x= Ul xXg=(e,—eg— e, —€e,); = v P
y [%] 0= (e, 0 D o) 3 Yo l_QV+QVP]

as funcgoes objectivo dos programas matematicos equivalentes obtidos tendo em conta
as condicoes de Karush-Kuhn-Tucker podem ser escritas na forma:

e Programa Primal

e Programa Dual

1
T= §XtFX — X' (e, —eg—ep — €y ,

Desenvolvendo a funcao objectivo do programa primal obtém-se,

1
Z = §XtFX - ql;Qv - qup - qt'yQ’y + qfYQ'Yp )
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A substituicdo na expressao anterior das definicbes dos operadores estruturais
utilizados e das diferentes aproximacoes definidas permite obter,

Z = %/(0' —o,)f(oc—0,)dV — /bt(u —u,)dV — /(u —u,)'Do,dV

t t
~ [#udr, + [ tuar, .

A simplificagdo da expressao anterior permite escrever
z=Y[oteav+t [otte,av - [ottodv — [buav + [bla,dv
=5 ) ote 5 | optop o fo u u,
- [u'Dayav + [uwDo,av ~ [tiudr, + [tudr,
ou, ainda,
Z = L t av L ‘fo,dV i av budV+ [ b'u,dV
=5/@ (e—eyp) ~|—§ ofo,dV— | o,(e—e)dV— udV+ [ b'u,
_/utDo—p av + /u;Dap dv — /tgudra + /t;udf‘a .

A integragao por partes do sexto termo do segundo membro da igualdade
anterior conduz a,

| 1
Z=5 [ale—cyav+ s [alfa,av— [oleav + [ aledv
. / btudV + / bu, dV + / (D*u)o, dV — / (N*u)to, dT
+ [wiDo,dv — [tudr, + [tudr,.
e A+ [otfo,dv (e — D*u)dV LeydV
=3 o'(e —gy) +5 [ opfopdV - o,(e —=D"u)dV + [ 0,6

~ [puav+ [bu,av+ [wDe,av - [tudr~ [¢udr, + [tudr, .

A funcao objectivo do programa primal pode finalmente ser escrita na forma,

1
z=3 [a'le—c)dv — [budv - [t uar,

1
+5 [ oo, dv + [aleaV + [bu,dv + [wDo,av — [t dr, .

onde se reconhece de imediato a soma da expressao da energia potencial total
do sistema com uma parcela constante.
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O desenvolvimento da funcao objectivo do programa dual conduz a:

1

T = 2XtFX - XlteV + Xley + Xtepe + Xtepp .

Desenvolvendo a igualdade anterior obtém-se:

T = %/(0' —0o,)f(c —0,)dV — /(t —t,)'u, dl, + /(0' —0o,)epdV

1
+5 /(a’ —o,)fo,dV + /D(O' —o,)u,dV .

O desenvolvimento da igualdade anterior permite obter
1 1
T = 5/c)'t(s: —gg)dV + 3 /a;fap av — /a;fa av — /ttuy dal’, + /tfguw ar,

+ [o'egav— [ alegdv+ [ o'to,dv— [ olto,dV+ [ Do'w,dv— [ Dotu,dv .

A fungao objectivo do programa primal pode finalmente ser escrita na forma,

1
T = i/a't(e‘%—é‘g)d‘/—/ttuydfu

1
—i/agfap dV+/tfgu7 ar, — /0‘;69 dv — /btup av — /(Dap)tup av .

onde se reconhece de imediato a soma da expressao da energia potencial comple-
mentar do sistema com uma parcela constante.

Para recuperar o teorema misto de Hellinger-Reissner, deve considerar-se a seguinte
particao do sistema governativo (3.53):

F A, —A, X e, — €y — €y — €y,
G=| A, 0 0 |;y=|aq,|;:x= -Q,—Q,
t
_Av 0 0 Ay _Qv + va

Do par de programas quadraticos duais que se podem obter, apenas interessa nes-
te caso considerar o programa dual, uma vez que é aquele que nao fica sujeito a
quaisquer restricoes. A funcao objectivo do programa dual é definida através da
igualdade,

t t

1 X F A, —A, X X e, — €y — ey — e,
Th = 5 q, Ait 0 0 q, - q, _Qv - Qp
Qy _Av 0 0 ay ay _Qv + va

Apdés algumas simplificagoes, a funcao objectivo T}, aparece escrita na forma,

1
Th = §XtFX +X'Auq, — X'Asq, — X'e, + X'eg + X'eye + X'ey,



358 WAVELETS E SERIES DE WALSH EM ELEMENTOS FINITOS

+qf)qu + qf)Qp + quQ'y - quQ'yp .
Substituindo na igualdade anterior as defini¢coes apresentadas para cada um dos ope-

radores estruturais e tendo ainda em conta as condigoes de equivaléncia energética
e as aproximacoes efectuadas no modelo de equilibrio, é possivel obter

1
Ty = 5 /(0' —0o,)f(c —0o,)dV + /D(O' —0o,) (u—u,)dV — /(t —t,)udl,
— /(t —t,)'u, dl, + /(0' —o,)'edV + /(0' —o,)fo,dV + /D(O' —o,)u,dV
+ [ba—w)av+ [(u-w)Do,dV + [tiudr, - [tudr, .
Desenvolvendo e simplificando a igualdade anterior obtém-se,

1 1
T, = §/a't(s+59)dV— E/U;fﬂpdv—{—/(DO')tudV—/0’;69 dV—i—/btudV

—/btupdv—/u;DapdV—/ttudraJr/tgudrg—/tt u, alrqu/t;u7 dr, .

pelo que finalmente vem

1
Ty, = i/at(s+€9)dv—/ttuwdfu—k/ut(DO’%—b)dV—/ut(t_tv)dro

1
—i/a;fap dV — /0’;69 dV — /btup dV — /u;DO'p dV+/t§,u7 dr, .

Da analise da equacao anterior facilmente se reconhece que o funcional T}, pode
ser obtido somando uma parcela constante a forma complementar do funcional de
Hellinger-Reissner definida em (2.43), II;, .

A.2.2 Modelo de compatibilidade

O sistema governativo nao-condensado (3.61) pode ser escrito na forma (3.87) se se
considerar a particao:

F 0 -B, |
=g o] mmoim=| gt

Xy e | e Cpe—e |
y_lpvlax_qyaxﬁ_[ V., — Vo aYO_{va_Qv_Qv'y}

As fungoes objectivo dos programas quadraticos equivalentes podem ser escritas na
forma:

e Programa Primal

1[X][Fo][X ;
Z:§[p7‘| lo 0‘|[p7‘|+qv[va_Qv_Qv7}a
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e Programa Dual

t t
T:l X F 0 X| | X €pc — €pe — €
21 P, 0 0 Py Py Vy = Vo ’
Desenvolvendo a funcao objectivo do programa primal obtém-se:
1
Z = §XtFX + quvp - qup - quv’y :
A igualdade anterior conduz a,

1 *
Z = 5/(0’—a'p)tf(a'—0'p)dV+/D (u—u,)lo,dV

—/bt(u —u,)dV — /tfy(u —u,)dl’, .

O desenvolvimento da igualdade anterior permite escrever,
1 1 X
7 = 5/a‘t(f-: —egg)dV + §/a;f0'pdv — /a';(:-: —egg)dV + /(D u)'o,dV

- [(D*w)'o,av — [budv + [bu,av — [tudl, + [tu,dr, .

ou, ainda,
Z = ! t av ! “fo,dV ! D*u)dV fegdV
=5/ (e —eg)dV + 5 | opfopdV — o,(e =D u)dV + [ o,€9

- [Dw)o,av — [bruav + [bu,av - [tudr, + [u,dr, .
Por fim,
1
Z = i/at(s—sg) dV—/btudV—/t’;ung

1
+5 [oifo,av + [otegav - [(D*w,)io,av + [blu,dv + [ tiw,dr, .

A interpretacao fisica da funcao objectivo do programa primal permite recu-
perar, a menos de uma parcela constante, a expressao da energia potencial,
IT,,.

O desenvolvimento da funcao objectivo do programa dual permite obter

1

T = 2XltFX — X'epe + X'epe + X'eg — pivy, + DLy,

Pode escrever-se,

1
T = 5 /(a‘ —0o,)f(c —0,)dV — /(a‘ —0,)'D*u,dV + /(0' —o,)'fo,dV

+ /(0' —o,)epdV — /t’fu7 dr, + /ttup dr,, .
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Desenvolvendo esta igualdade e efectuando algumas simplificagoes obtém-se,
1 1
T 5/at(s +eg)dV — 5/a;fap v~ [o'D'u,dv + [ oD w,av

—/a‘f,sg dV — /ttu7 dFu+/ttup dr, .

Integrando por partes o terceiro termo do segundo membro da igualdade an-
terior vem,

1 1
T = i/a't(e—{—é'g)dv—i/O'ZfO'pdV‘{‘/(DU)tupdV_/ttupdr

—I—/O'ZD*UP dV — /0’;69 dV — /ttu7 dr', + /ttup dr,, .

A interpretacao fisica da funcdo objectivo do programa dual permite entao
recuperar, a menos de uma parcela de valor constante, a expressao da energia
potencial complementar. Pode de facto escrever-se,

1
T = 5/0'75(64—69) dV—/ttuwdFu
1
—i/of,fap dV — /btup dV—/thup dFa—{—/a';D*up dV — /0';&'9 dv .

tal como se pretende demonstrar.

Para recuperar o teorema misto de Hellinger-Reissner, deve considerar-se a seguinte
partigao do sistema governativo (3.61):

F 0 —B,tU X €pc — €pe — €
G = 0 0 ny ;Y= P, | ;s Xo= Vy = Vo
_B’U B’y 0 q, va - Qv - qu’y
A funcao objectivo do programa dual pode ser escrita na forma,
XY F 0 -BUI[X X 1] ep—es
T, = 5| Pa 0 0 B'; P, |—| P, Vo — Vo
9y _Bv BW 0 9, 9, _Qv - Qv'y

A simplificagdo de T), permite obter:

1
T, = iXtFX - X'Blq, + pfnyyqv — X'e). + X'e, + X'ey
t t t t t
_p’yV’Y + p’yV’Yp - quvp + qup + quv'y :
A substituicao na igualdade anterior da definicao dos operadores estruturais, das
condicoes de equivaléncia energéticas e das aproximagoes efectuadas permite obter:

T, = %/(0' —0o,)f(c —0,)dV — /(0' —0,)'D*(u—u,)dV + /tt(u —u,)dl,
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— /(0' —0,)'D*u,dV + /(a’ —0o,)fo,dV + /(0' —0o,)'epdV — /ttuv dr,

—i—/ttudeu — /D*(u—up)tapdV+/bt(u—up) dV—l—/tfy(u—up) dl, .

A simplificagdo da expressao anterior conduz a,
1 1
T, = §/O‘t<€—|—€9) dV—§/a;f0'p dV—/atD*udV+/0';D*up dV—/a;sg dV

+ / bludV — / btu, dV + / t!udl, - / thu, dr', + / thudl, — / t'u, dT’, .

Finalmente pode escrever-se

1
T, = i/a't(s—i—sg)dV—/atD*udV—l—/btudV—l—/tfyudFU—|—/tt(u—u7) dr,

1
5 [ oo, dv + [ oD u,dv ~ [alesdv — [Blu,av — [iu,ar,.

Tal como se pretendia demonstrar, a fungao objectivo T}, é igual a soma do funcio-
nal misto de Hellinger-Reissner 1., definido em (2.42), com uma parcela de valor
constante.

A.3 Definicao dos vectores residuo

A obtencao das derivadas de ordem n dos vectores residuo, R’;(n) e R:("), passa
pela realizacao das derivadas das equagoes (2.32) e (2.26) que definem os potenciais
plasticos e as deformacoes plasticas, respectivamente.

Derivando (2.32), obtém-se sucessivamente:

t 1
50 — oMo _ nt o)

Oe

6@ —nt 6@ 4 L (g D _ (502 .

e

6® = nt o® 4 L300 g@ _ 35042 .

%
Oe

6@ — 0t o L 4eO M ® 4 36O M a® _ 3(¢@)2 45D g®)

Oe

Tendo em conta que "
() — pt 5™ *(n
¢* =no + Rqﬁ 9

a defini¢ao (3.45) permite obter:
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V= [Pl (oM Mo — (o)) av
R.® / Pl BJ(I)tMa' — 3¢Mp@) qv

R = / Pi5—(4a(1)tM o® + 30" Ma® —3(¢?)? — 49D @) dV

Derivando agora a definigao (2.26), obtém-se sucessivamente:

1) 1) .
e =, eV

e? = n, e £ W,
e = n,c® + 200 ) 4 n® 0
e® = n, e 1 300 c® 4+ 3n® O L n® O

com,
a Mo n, ¢(1)
n,’ = — - — ’
Oe Oe
1
h® Mo ® B 2n'V oM _ n. @
* T. T. .
@ Mo® 3 9@ 3nP g n,¢®
) Te Te Te Te
Dada a igualdade
e —n, ¢ R*(”

p
e a definigao (3.41), é agora possivel escrever:

R =0,

R:® = / St (n(D M) gy

/st (20 ¢ n® ) qv |

R:W = /Sf,(?)nfkl) e +3n®e® 4 n®eW)av



Apeéendice B

Séries de Walsh

B.1 Propriedades das funcoes de Walsh

Demonstram-se, neste anexo, as propriedades das funcoes de Walsh enunciadas na
seccao 4.5. As demonstragoes seguem de perto os trabalhos de Paley [144] e Chi-
en [35].

P3 O conjunto das fungdes de Walsh com grau inferior a 2P (com p = 0,1,2,...)
quando associado a operacao multiplicacao, define um grupo comutativo.

Demonstracao: Para se demonstrar esta propriedade, ha que verificar primeiro
que o produto de duas func¢oes de Walsh pertencentes ao conjunto acima definido,
resulta numa fungao de Walsh ainda com grau inferior a 2P.

Sejam (i), e (j), os resultados da conversio bindrio-cédigo de Gray executada sobre
os inteiros ¢ e j, respectivamente,

(i)g = Gk k1 -~ 929190 ,
(j)g = P hi—1 ... hahyhg .
De acordo com a definigao (4.20) tem-se que,
WAL, t) = (—1){o 2t} 4t loo20)
WAL(j, 1) = (—1){m 2 et {2ty

Efectuando o produto destas duas fungoes, e tendo em atencdo que (—1)#h = 1
qualquer que seja o valor de x, obtém-se

WAL(i,t) WAL(j,t) = (_1){9k@hk2k+1t}+...+{90€Bho2t} '

Verifica-se entao que o resultado da multiplicagao é ainda uma funcao de Walsh cuja
ordem é dada por

(Dg = (g @ hi) ... (90D ho) = (i) © (j)g -

363
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Como
(D)o @ (7)s)g = (i)g ® (J)g »
conclui-se que,

s = (D)o (s

como se pretendia demonstrar.

Em consequéncia da comutatividade e associatividade da adi¢ao mddulo 2, o produto
de fungoes de Walsh é simultaneamente comutativo e associativo. Quer isto dizer
que:

WAL(i,t) WAL(j,t) = WAL(j,t) WAL(i, 1) ,

WAL(i, t) WAL(j,t) WAL(k,t) = WAL(j,t) (WAL(i,t) WAL(k, 1)) .

O elemento neutro da multiplicacao de fungoes de Walsh é a funcao de ordem zero,
WAL(O,t). Tendo em conta (4.32) e (4.33), nao ¢ dificil verificar que,

WAL(i, t) WAL(i, t) = WAL(0, t)

qualquer que seja o valor de i < 2P. Conclui-se que cada funcao é a inversa de si
prépria.

P1 As funcoes de Walsh, quando definidas no intervalo 0 < ¢ < 1, sao ortonormais
entre si.

Demonstracao: Quando i = j, obtém-se:
/01 WAL, ) WAL(j, 1) dt = /01 WAL, ) WAL, t) dt = /01 WAL(O, t) dt =1 .
Quando 7 # 7, pode escrever-se:
meuun%uuﬂﬁ:Aqum%@g%wﬁ:Aqum@ﬁ,
com n # 0. Introduzindo a definigdo (4.20) no integral anterior, tem-se que:
I = /01 WAL(n,t) dt:/01(—1){9k2k+1t}+~~~+{gi2i“t} dt

onde g; representa o bit ndo-nulo situado mais a direita de (n),. Dividindo o intervalo
de definigao [0, 1] em 2! sub-intervalos de igual dimensao, pode escrever-se:

2011

I = Z /b(_l){gk2k+lt}+"‘+{9i+12i+2t}+{gi2i+l t} dt
j=0 "¢

com, ' '
a=j/2% eb=(j+1)/2"".
Substituindo x = 271t — j no integral anterior, vir4,

2111

=y

J=0

1
i+l

/ ! ()2 D} o 2@} + 0 @) gy
0
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ou ainda,

21+l 1

= 2

7=0

{ng’“ fo} g2 b (g 20} + g1 27 H{oi 2+ 9id g,

21—1—1

Verificando que g 2" j+...4+g;11 2 j+¢; j corresponde sempre a um inteiro fmpar,
a equacao anterior pode ser escrita na forma,

2t+1_q 1 ' 1 2k7i 2
I = z%) ST (_1)3/0 (_1){% o}t .+ {gin 2} +{gi7} gy
j:

Efectuando o somatorio indicado, obtém-se I = 0, como se pretendia demonstrar.
P2 As funcoes de Walsh formam um sistema completo de funcoes.

Demonstragao: Considerem-se as 2P (com p inteiro) primeiras fungoes de Walsh
ordenadas sequencialmente e definidas sobre o intervalo 0 < ¢ < 1. As funcoes
WAL(m,t), com 0 <m < 2P—1, tomam todas elas valores constantes nos intervalos

Z'I(;l):(a—l)2_p<t<a2_p, coma=1,2,...,2°.

Para demonstrar que estas fungoes definem um sistema completo, admite-se que
existe uma fungao f(t) € L*(R), para a qual se verifica,

/01 FOWAL(m, t)dt = 0 , (B.1)

qualquer que seja o valor de m.

Introduzindo a notacao:
(a) — o — P
I; /(a—1)2‘ f)dt com a=1,2,...,2°

a equacao anterior toma a forma,

2p

1
/ F(O)WAL(m, t) dt = Zﬂa WAL(m, i) =0 .
0

Esta igualdade deve ser satisfeita para todos os valores de m. Tendo em conta a

condicao de ortonormalidade expressa na propriedade P1, o determinante,

h%ummy),ogm§%h4,1gagw,

nao se anula. As entidades WAL(m, iz(f‘)) sao entao linearmente independentes, o
que implica que:

a2”P
QMZA fydt=0, a=1,2,...,2", (B.2)
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Considere-se agora a funcao continua

t
F(t) = / £(6)d6 .
0
A igualdade (B.2) permite obter:
Flla=127)=F(a27?), a=1,2,...,27

0 que equivale a afirma que a fungao F'(t) é constante. Daqui se conclui que a funcao
f(t) tem que ser identicamente nula se se pretender garantir que a equagao (B.1)
seja valida para todos os valores de m. Garante-se entao que o conjunto das fungoes
de Walsh com grau inferior a 2P (com p inteiro) forma um sistema completo, tal
como se pretendia demonstrar.
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Wavelets

C.1 Valores dos coeficientes de filtro

Sao apresentados na tabela C.1 os valores dos coeficientes de filtro que permitem
definir as diferentes familias de wavelets de Daubechies.

C.2 Obtencao das condicoes de normalizacao

Apresenta-se neste anexo a forma através da qual se podem obter as condigoes de
normalizagao (5.41) e (5.45). Recorde-se que tais condigoes sao utilizadas quando
se pretende determinar o valor da funcao de escala e da sua derivada em cada um
dos inteiros pertencentes ao intervalo de definicao.

A condigao (5.41) é obtida quando se impoe que a fungao f(x) = 1 seja representada
pela combinacao linear de todas as translagoes inteiras da funcao de escala. Tem-se

1=> cpolz—k), (C.1)

com

ck:/quzS(z—k)d:B:/R¢(a:—k)d:B:1.

Substituindo a igualdade anterior em (C.1) obter-se-a:

1= oz —k) . (C.2)

k

Escrevendo (C.2) para x = 0, vird finalmente a condigao,
k

367
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N k Q. N k Q. N k Qg
2 0 0.683012701893 6 0 0.157742432003 9 0 0.053850349589
1 1.183012701892 1 0.699503814075 1 0.344834303815
2 0.316987298108 2 1.062263759882 2 0.855349064359
3 -0.183012701892 3 0.445831322930 3 0.929545714366
3 0 0470467207784 4 -0.319986598892 4 0.188369549506
1 1.141116915831 5 -0.183518064060 5 -0.414751761802
2 0.650365000526 6 0.137888092974 6 -0.136953549025
3 -0.190934415568 7 0.038923209708 7 0.210068342279
4 -0.120832208310 8 -0.044663748331 8 0.043452675461
5 0.049817499732 9 0.000783251152 9 -0.095647264120
4 0 0.325803428051 10 0.006756062363 10 0.000354892813
1 1.010945715092 11 -0.001523533805 11 0.031624165853
2 0.892200138247 7 0 0.110099430746 12 -0.006679620227
3 -0.039575026236 1 0.560791283626 13 -0.006054960574
4 -0.264507167369 2 1.031148491636 14 0.002612967280
5 0.043616300475 3 0.664372482211 15 0.000325814672
6 0.046503601071 4 -0.203513822463 16 -0.000356329759
7 -0.014986989330 5 -0.316835011281 17 0.000055645514
5 0 0.226418982583 6 0.100846465010 10 O 0.037717157593
1 0.853943542705 7 0.114003445160 1 0.266122182794
2 1.024326944260 8 -0.053782452590 2 0.745575071487
3 0.195766961347 9 -0.023439941565 3 0.973628110734
4 -0.342656715382 10 0.017749792379 4 0.397637741770
5 -0.045601131884 11 0.000607514996 5 -0.353336201794
6 0.109702658642 12 -0.002547904718 6 -0.277109878720
7 -0.008826800109 13 0.000500226853 7 0.180127448534
8 -0.017791870102 8 0 0.076955622108 8 0.131602987102
9 0.004717427938 1 0.442467247152 9 -0.100966571196
2 0.955486150427 10 -0.041659248088
3 0.827816532422 11 0.046969814097
4 -0.022385735333 12 0.005100436968
5 -0.401658632782 13 -0.015179002335
6 0.000668194093 14 0.001973325365
7 0.182076356847 15 0.002817686590
8 -0.024563901046 16 -0.000969947840
9 -0.062350206651 17 -0.000164709006
10 0.019772159296 18  0.000132354366
11 0.012368844819 19 -0.000018758416
12 -0.006887719256
13 -0.000554004548
14 0.000955229711
15 -0.000166137261

Tabela C.1: Valores dos coeficientes de filtro, ay.
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que é equivalente a:
N2

> ok)=1.
k=1
A condicdo (5.45) é obtida quando se impoe agora que é a fungao f(z) = = que deve

ser representada através de uma combinacao linear de todas as translagoes inteiras
da funcao de escala. Tem-se

r=> oz —k), (C.3)

agora com,
Ck :/ ro(x —k)dx .
R
Desenvolvendo a igualdade anterior obter-se-a:
Cp = / ro(x —k)dx
R
_ /(m—k)¢(m—k)dw+/ k(e — k) do
R R
- /Eqﬁ(f)df—l—k/ é(z — k) dz (com T =z — k)
R R
= ¢o+ k (com ¢ :/ x ¢(x)dx) .
R
Substituindo este resultado em (C.3) vira:
r = Y (co+k)olz—k)
k
= Y codle—k)+ > ko(z—k)
k k
= ) olx—k)+ > kolz—k)
k k
= c+ Y ko(z—k).
k
Derivando a igualdade anterior obtém-se,
1=>k¢'(x—k). (C.4)
k
Escrevendo (C.4) para x = 0, vird finalmente,
Dok¢(=k) =1,
k

que é perfeitamente equivalente a condi¢ao procurada,

2N—-2

> k) =1
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Apeéendice D

Calculo das matrizes estruturais

D.1 Cargas concentradas

Apresentam-se as solugoes particulares, o, e u,, referentes a aplicacao de uma carga
concentrada na fronteira do dominio em estudo. As férmulas aqui apresentadas
foram obtidas assumindo a existéncia de um estado plano de tensao.

Figura D.1: Definicao das forgas concentradas.

Para uma carga unitaria aplicada segundo a direcc¢ao x, e tendo em conta a in-
formagcao contida na figura D.1, o campo de tensoes é definido através da igualda-
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de [188]:
1+7¢) c
1 (
op=————| (1=2)c |,
r(w + sinw) (1+7) s
com

c=cosf ©=cos(20)
s =sinf 3§ =sin(260)

O correspondente campo de deslocamentos é dado por,

1
1 —21n7"—§(1+1/)(1—<30329)

Elwsinw] |1y o)+ 114 )sin

u, =

Para uma carga unitaria aplicada segundo a direccao y, o campo de tensoes ¢ agora

dado por:

1 (1+72) s

o,=— | (1-07) s
P r(w — sinw) gl —E; c

O respectivo campo de deslocamentos é obtido através da igualdade:

1
1 (l—u)9+§(l+y)sin29

up:

—_————— 1
E(w—sinw) | _oy,,— 5(1 +v)(1 + cos 26)

D.2 Aproximacao dos parametros plasticos

As funcoes utilizadas para aproximar os incrementos dos parametros plasticos sao
definidas com base na célula pldstica tipo definida na figura 6.1. Para garantir a
verificacao da condicao de escoamento, é necessario que tais fungoes possuam valores
nao-negativos em todo o seu intervalo de defini¢ao.

A geracao das funcgoes de aproximacao pode ser efectuada com base no conjunto de
fungoes polinomiais auxiliares definidas em (6.13).

D.2.1 Aproximacao constante

A aproximacao mais simples corresponde a considerar um valor constante para o
incremento dos parametros plasticos em cada célula critica. Ter-se-a:

PY =10.
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D.2.2 Aproximacao linear

Na aproximacao linear utilizam-se as quatro primeiras fungoes apresentadas em
(6.13). Tem-se neste caso,

M _ 4
@ _ £
PO — 4
4 4
o

D.2.3 Aproximacao quadratica

A construcao de uma aproximacao quadratica pode ser efectuada de duas formas
distintas. Na primeira utilizam-se oito funcoes, caracterizadas todas elas por apre-
sentarem os seus valores maximos locais ao longo da fronteira da célula critica.
Definem-se:

A
*3 — (f*3 )2 *7 — f*7
PP = (f&y2 7 PO = fV
@ _ (@) ® _ 4

A segunda das construcoes possiveis passa pela definicao de uma funcao apresentan-
do um valor maximo no ponto médio da célula critica. Sao entao definidas 9 fungoes
de aproximagao. Como ¢é natural, as fungoes cujo maximo se situa no ponto médio
dos lados da célula, possuem agora uma drea de influéncia menor. A figura D.2,
onde se apresentam algumas destas fungoes de aproximacao, permite ilustrar esta
ultima afirmacao. Repare-se ainda no paralelismo entre esta situagao e a relagao
entre os elementos finitos rectangulares de 9 nés e os elementos serendipianos de 8
noés [202]. Definem-se, para esta segunda construgao,

e i i
P*(s) _ (f"i3>)2 P*(7) _ 4f?2)f?3) PO =16f2 f9 .
O = (fp 1 P =@ @ T o
PO ({0 PO 40

D.2.4 Aproximacao cubica

A semelhanca do que se passa com as aproximacoes do segundo grau, também para
este caso se torna possivel obter dois conjuntos diferentes de fungoes de aproximacao.
O primeiro é constituido por 12 fungoes de aproximacao para as quais os valores
maximos locais se encontram de novo situados sobre a fronteira das células criticas.
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Figura D.2: Funcoes de aproximacao quadrdticas; construcao 2.
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Define-se entao,

P = (fyp PO =2 p® p = 2 g pD

1

) ( )5 )) ) ) £(5) (

2 2 6 2 5 10 4 7
*(3) ~ <JL:£3))3 *(7) ~ %fi)fi) P*(n) ~ %fil)ﬁgs)
© o ([0 1 PO LB 0 p g

1
PO (f0) PO B0 pin 5o

Sao apresentadas na figura D.3 algumas destas fungoes de aproximagao.

Figura D.3: Funcoes de aproximacao cubicas; construgao 1.

A segunda construcao preveé a existéncia de quatro fungoes possuindo valores maxi-
mos no interior da célula onde sao definidas. Para esta situacao tem-se,

1 1 5 9 1 2
Lo mona
SO Sl AL NI
) BT
e = (fs) e = 2 (f) e
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O _ 2 (f®yp® pY 102 6
P = Z (P2 O = I(p)2 )
(11) _ g(f(S))z @) pls) _ 29 (2))2 (4)

* - 7 * * * — 16 * *
3 6 4 2
PP = Z(fy2 ) plo = 2oy fl?)

Na figura D.4 encontram-se representadas algumas desta funcgoes.

Figura D.4: Funcoes de aproximacao ciubicas; construcao 2.

D.2.5 Aproximacao do 4 grau

Quando se pretendem modelar os incrementos dos parametros plasticos com po-
linémios do 4° grau, sao 25 as fungoes que se devem utilizar. A figura D.5 ilustra
algumas destas funcoes. Considera-se neste caso,
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Figura D.5: Funcgoes de aproximacao do 4° grau.
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1 _ (f(l))4 256 256
= (fa pB) @  p@) 3)
P = (fPy o _ 27 Elf 4 ék) s 2 Ezf 3 é
o= U 256 256
PO _ (o PO =22y oo = 20 gy
256 256 65536
pan _ @)3p0)  pOa) W) p)  pa7) (1)
pi? —16(f<3 (W2 PM) =16(fM)2(f)? |, PO® = 256( fV)*(f! ’)2.
256 256 65536
PO = S2FO(fO) POO = S2yO() P — S (0
65536 4096
P = 950 g pen - 2090 gy g0 g
65536 ’ 4096 ’
P = 9938y peays - peen = B0 o0y g0
P = SR (O 410
P = SR (O £

D.3 Calculo do integral envolvendo sequéncias de
funcoes de Dirac

Apresenta-se de seguida o algoritmo que permite calcular directamente o valor do
integral

I= /8(]), x)W(q,z)dx . (D.1)

Nao é aqui fornecida uma demonstracao formal justificando o método utilizado para
o célculo directo de (D.1). Fornecem-se apenas algumas pistas que poderao ser
utilizadas para se perceber o porqué de alguns dos passos presentes no algoritmo
que de seguida se apresenta. Recorde-se que d(p, =) representa a sequéncia de fungoes
de Dirac originadas pela diferenciacdo, segundo z, da funcao W (p, x).

O célculo de (D.1) pode ser conseguido através da aplicacao da seguinte sequéncia
de procedimentos:

1. Inicializar o valor do integral, I =0 ;

2. Identificar a localizagao das ¢ mudangas de sinal da fungao W (q, x) ;
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3. Para cada uma das p mudancas de sinal da fungao W(p, z),

(a) Identificar o tipo de salto e a sua localizagao ()

i. se o valor da funcao passar de +1 para —1, entao tipo = —1 ;
ii. se o valor da funcao passar de —1 para +1, entao tipo = +1 ;

(b) Se nao existir em z;,. um salto da fungao W (g, z), entao:

i. I =1+42.0 X tipox W(q,Tie) -

4. Fim do célculo

40

35

0.5 30
25

0 20
15

10

Figura D.6: Representacao aproximada de W (1, z) e sua derivada.

Para justificar o algoritmo aqui apresentado, considere-se a fungao

1 z—0.5
B AT J—00

cujo grafico (considerando a = 0.001) se encontra representado na figura D.6 a). B
possivel demonstrar que a fun¢ao de Walsh W (1, x) pode ser recuperada quando se
toma

—y2
fa = e o dy 3 (DZ)

W(l,z) = lim f(x). (D.3)

a—0t

e se restinge a definicdo da fungdo (D.2) ao intervalo [0,1]. A derivada de f,,
representada na figura D.6 b), pode ser escrita na forma

Oalr) _ 1 = (D.4)

ox o
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Tendo em conta a definicao (D.4), a fungao de Dirac d(1, x) pode ser obtida através

da igualdade
1 1 _a?

o(l,z) = W1, z) = — lim e . (D.5)

ox a—0t /T

Calcule-se agora o valor do integral

1
[ = / O(1,2) W(1,z)da .
0
De acordo com as defini¢oes (D.3) e (D.5), pode escrever-se,

T=tim [ (— [ L4 D.6
—ai%io(\/ﬁ/_w Jra )i (D-6)
Utilizando no célculo de (D.6) o programa de manipulagdo matemédtica simbdlica,
Mathematica [198], obtém-se I = 0. Este resultado permite ilustrar a regra segundo
a qual sempre que a localiza¢ao de uma mudanga de sinal da fungao W (p, s) coincidir
com a localizacao de qualquer uma das mudangas de sinal da fungao W (g, s), se

verifica que é nula a contribuigao do Dirac d(p, z) para o calculo do valor do integral
(D.1).

e= dy) (

Se agora se calcular o valor do integral
1
[ = / O(1,2) W(0,z) da |
0
utilizando o mesmo processo, verifica-se que

1 1 a2

e )dr=-20. (D.7)

i
Esta igualdade permite identificar a contribuigao para o calculo de (D.1) das fungoes
A(p, Zioe), sempre que se verifique que a xj,. nao corresponde a nenhuma das coor-
denadas referentes a mudangas de sinal de W(q, s). O sinal do resultado obtido em
(D.7) sera diferente se se alterar o tipo de mudanca de sinal em W (p, z;,.) ou se se
alterar o sinal de W(q, Zjoc)-

D.4 Definicao de elementos com forma genérica

Apresentam-se aqui os operadores que permitem representar as mudancas de coor-
denadas envolvidas na definicao de elementos com forma genérica. A apresentacao
e notacao utilizadas seguem de muito perto o disposto na tese de Pereira [147].

D.4.1 Elementos trapezoidais

O elemento mestre utilizado na definicao de elementos trapezoidais encontra-se apre-
sentado na figura 6.4. A relagao entre o referencial global, (x1,z3), e o referencial
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local, (£,n), pode ser escrito na forma,

4
X1 L1,

= W, (&, ’ , D.8

ol oswenf oo | (D.5)

onde z1, e xy; representam as coordenadas do né ¢ no referencial global. As

funcoes ¥, sao as funcoes de forma utilizadas na definicdo dos elementos iso-
b1 Y s s
paramétricos de 4 nés e podem ser definidas através das igualdades:

Ui(§m) =1 —-0—n);  Vs(&n) =¢n;
Us(&,m) =&(1—m) ; Vi(§,m) = (1—=&n.
Desenvolvendo a igualdade (D.8), a mudanca de referencial pode ser escrita na forma,
Ty = Tok + an + Bk€ + N
com k = 1,2 e onde os parametros zo, o, Ok € Y sao definidos através das igual-
dades,
Lok = Tk,1
Qp = T4 — Tk,
B = T2 — Tkl
Ve = Tkl — T2 + T3 — Thy -
A matriz jacobiana apresentada em (6.29) pode ser obtida tendo em conta que
Tre = B + 760
Ty = o + € -
Em consequéncia, o Jacobiano da transformacao pode ser escrito na forma,
|| = Jo+ Je& + Jym (D.9)
com
Jo =z — a1 fs ;
Je = biv2 — Pamr
Jy = gy —a17e

Por fim, as normais exteriores a cada um dos trogos da fronteira do elemento podem
ser obtidas aplicando a definigdo (6.38). Obtém-se, para cada um dos casos, as

seguintes igualdades:
Nzl B2
N p— pr— ;
! { Nz2 } { —b }
NQ — { &%) +72 } :
-1 =M

_ —f2 — 7o .
Ng_{ B+ }’
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D.4.2 Elementos parabdlicos

O elemento mestre utilizado na definicao de elementos parabdlicos encontra-se re-
presentado na figura 6.4. A relagao entre o referencial global, (21, x2), e o referencial
local, (£,7m), pode agora ser escrito na forma,

8
T L1
= W, (&, ’ , D.10
o doswent ol (D.10)
onde x;; e x9,; representam as coordenadas do né ¢ no referencial global. As funcoes

U, (&,m) sdo as fungoes de forma utilizadas na defini¢do dos elementos serendipianos
de 8 nés [202]. Estas fungoes tém a seguinte definigao:

T(&n) =21 =L =n)(05=E—=n); Us(&,n) =2n(E+n—15);

Wy (€, m) =461 = &) (1 —n); (&m) =4&n(1 =€)
W3(&,n) =26(n —1)(=§+n+0.5) ; U7 (€,m) =2n(1 = &)(=§+n—105) ;
Wy(€,n) =41 —n) ; Us(&,m) =41 = &n(1 —n) .

Desenvolvendo a igualdade (D.10), esta mudanca de referencial pode ser escrita na
forma,

zr = ) + a8+ o' n + a8 + e + o’ + o) En + atén?

de novo com k = 1,2. Os parametros presentes na definicao anterior podem ser
obtidos através das igualdades:

00

R = Tk,
10 = 34, + g, —

Qp° = —oTp1 +4Tpo — T3,
01 _

s = —3Tp1 — Ty +4Tkg

) = 2xpq — dp o + 2Tk 3

a,lﬂl = 53314371 — 41’]@72 — T3 + 4.7314374 — 31’]@75 + 41’]@76 — Tg7 — 437]4:,8 s
= 2$k,1 + 2$k,7 — 4t73k,8 s

%1 = —ZIk’l + 41’k’2 — ZIk’g + 2Ik’5 — 4$k,6 + 2$k,7 s

ak = —21']@71 + 21’]@73 — 41’]@74 + 21‘]675 — 23314377 + 4-77143,8 .

As componentes da matriz jacobiana (6.29) podem ser obtidas directamente através
das igualdades:

Tre = (o) + op'n + o*n?) + 20 + ai'n)€

Ty = (o + ot &+ ap' &) + 2(aq 4+ a2)n .

O jacobiano da transformacao pode ser entao escrito na forma,
Il = Joo + J1o€ + Jorn + J2o&? + Ju€n + Joon?
J30€® + Jon&n + Jén® + Josn® + J&n?
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em que:

— 10,01 01,10

_ 1011 1110 20 01
Jio = a1’y — oo’ + 2(a7’ a0yt — oo

_ 11,01 01 11 10,02 _ 0210
Joo = o'yt —aflag' +2(a7’ay® — ooy

10,12 21 01 01 21 12 10

)
)

T = affad — aflaf + 2afal! — alla)
)+ (o — o)
)

12,01 _ 01 12+2( 11,02 02 11

_ 20,21 21,20
Jzo = 2(a7’ay' — af'ay’) ,

2111 11,21 20,12 1220
Jo1 = o'yt — oyt ozt + 4(a7 s — agfas)

1112 12 .11 21,02 02,21
Jio = o' ag® — ot gt + 4(aitad® — affast) |
_ 1202 02,12
Jos = 2(ey”ay” — 0”0y’ |

(2112 _ 12 21
Joo = 3(af' ag® — a3t .

As normais exteriores definidas em (6.38) podem agora ser obtidas a partir das
igualdades:
a3 + 2a3°%¢

Ny = —a10 — 92020¢
1 1

(08" + ag' + a3") + 2(ad® + )

N, =
—(a' + o' +0f") —2(af? + af?)y

—(0g” + o' + ) — 2(a3® + a3')E
(01" + ag' + 07?) +2(3” + a3')E
—adt — 209

Ne = %l + 2092
1 11N
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Apeéendice E

Tratamento numeérico de matrizes
esparsas

E.1 Operacoes envolvendo matrizes esparsas

E.1.1 Produto interno de vectores

O algoritmo que permite efectuar o produto interno de dois vectores, um deles
armazenado numa forma compacta (VAL, IND) e o segundo (v) com dimensao
real (full-length storage) pode ser escrito na forma:

prod_nt =0
Para cada ¢ a variar de 1 até n,,,
prod_int = prod_int + VAL(i) x v(IND(i))

Fim do ciclo em ¢

Quando os dois vectores se encontram armazenados numa forma compacta, ¢ acon-
selhavel expandir primeiro um deles, transformando-o num wvector cheio. Depois
pode ser aplicado o algoritmo anterior para efectuar o calculo pretendido.

E.1.2 Combinagao linear de vectores

A combinacao linear de vectores é uma das operacoes mais frequentes. Surge sempre
que se efectua a factorizacao de matrizes através da aplicacao de um processo de
eliminacao de Gauss. Sejam x e y dois vectores armazenados numa forma compacta.
Para efectuar de uma forma eficaz a operacao

X=X+tay,

385
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define-se um vector cheio auxiliar, w, que é utilizado como espaco de trabalho. A
combinagao linear pode ser realizada a custa da execugao dos trés ciclos seguintes:

Para cada ¢ a variar de 1 até n¥,
w(INDY(i)) = VALY(i)
Fim do ciclo em ¢
Para cada j a variar de 1 até n?,
Se w(IND*(j)) # 0, entao
VAL*(j) = VAL*(j) + a x w(IND*(j)) ; w(IND*(5)) =0
Fim do ciclo em j
Para cada k a variar de 1 até n¥,
Se w(INDY(k)) # 0, entao (hé fill-in)
nt,=n* +1; IND*(n®,) =INDY(k)
VAL*(n},) = ax w(INDY(k)) ; w(INDY(k)) =0
Fim do ciclo em k

Quando se pretende efectuar uma sequéncia de operagoes da forma
x=x+ Yoy,
J
¢ aconselhavel a utilizagao do algoritmo alternativo:

Para cada ¢ a variar de 1 até ny,
w(IND*(i)) = VAL*(i)
Fim do ciclo em ¢
Para cada j a variar de 1 até n¥,
Se w(INDY(j)) # 0, entao
w(INDY(j)) =w(INDY(j)) +a x VALY(j)
caso contrario (surge fill-in)
w(INDY(j)) = a x VALY(j)
ng, =nZ, +1; IND*(n2,) = INDY(j)
Fim do ciclo em j
Para cada k a variar de 1 até nZ,
VAL*(k) = w(IND*(k))
Fim do ciclo em &

O primeiro e terceiro ciclos sao executados uma vez apenas. O segundo é repetido
tantas vezes quantos forem os termos definidos no somatorio.

E.1.3 Multiplicacao de matriz por vector

A multiplicacdo de uma matriz esparsa, A, por um vector, x, é a uma das operagoes
presentes em cada uma dos passos resultantes da aplicagao de um método iterativo
na resolucao de sistemas de equagoes. Como exemplo, apresenta-se o algoritmo que
permite efectuar a multiplicagdo de uma matriz no formato RR(D)U por um vector
cheio.
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Inicializar os elementos de y (y(i) = 0)
Para cada ¢ a variar de 1 até Ng
y(i) = AD(i) x x(3)
Para cada j a variar de [A(i) até TA(1 +1) — 1
y(i) = y(i) + AN(j) x x(JA(j)) (tridngulo superior)
y(JA(J)) = y(JA()) + AN(j) x x(i) (triangulo inferior)
Fim do ciclo em j
Fim do ciclo em ¢ .

Quando se utiliza o armazenamento no esquema coordenado, o algoritmo pode ser
apresentado na forma:

Inicializar os elementos de y (y(i) = 0)
Para cada 7 a variar de 1 até n,,,
y(IRN (1)) = y(IRN (7)) + AN(i) X x(IC'N(3))
Se IRN (i) # ICN(i), entao
y(ICN(3)) = y(ICN(i)) + AN (i) x x(IRN(i))

Fim do ciclo em 7 .

E.1.4 Multiplicacao de matriz por matriz

Considere-se agora o produto de matrizes C = A x B, onde A e B sao matrizes
esparsas. Cada um dos coeficientes da matriz C pode ser obtido através da aplicagao
da igualdade,

Cij = Zaik bkj = A B-j ) (El)
k

onde A;, e B,; denotam a linha 7 de A e a coluna j de B, respectivamente.

Este é o processo de calculo habitual quando as matrizes envolvidas no produto sao
matrizes cheias. Quando tal nao acontece e o armazenamento ¢é efectuado por linhas,
a aplicacao directa da igualdade E.1 nao ¢ de modo algum aconselhada, pois o acesso
a todos os elementos de uma dada coluna nao ¢ directo e a sua obtencgao, através
de uma busca varrendo os vectores de armazenamento, é proibitiva em termos de
eficiéncia numérica.

O calculo do produto de matrizes armazenadas por linhas pode ser efectuado de
uma forma eficaz se se tiver em conta que:

Cie = Y _ i, Bpa . (E.2)
K

Cada linha da matriz C pode ser obtida através da combinacao linear das linhas de
B. A grande vantagem deste processo de cédlculo reside no facto de se utilizarem os
coeficientes envolvidos no produto pela mesma ordem com que foram armazenados.
Para efectuar os calculos envolvidos na combinagao linear definida em E.2 pode ser
utilizado o algoritmo definido na secgao E.1.2.
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E.1.5 Método de Lanczos

De acordo com o trabalho de Paige e Saunders [143], a forma nao pré-condicionada
deste algoritmo pode ser escrita na forma:

Inicializar

Xo=X;qy=0

rg = b —AXQ

By = |L1°0||

q; = ﬁ_(i ;u = Aq,
041:(313111

di = ay ; C1=ﬁl/d1
Ci=q

X1 =X+ (1€1
Para cadat=1,2,...

qQir1 =0 —o;q; — Bi q4;1

614—1 - ’6114-1
Teste de convergéncia
HI'ZH = Bit1 |Gl

Se ||r;|| < tol x ||ro||, entdo finalizar o processo iterativo
Qir1 = 61i+1/5i+1
Ui = Aq
Qi1 = q§+1uz~+1
Calcular os factores de T;14
livi = Bir1/ d;
dit1 = qiy1 — Biyilin
Actualizar o vector solucao
Gir1 = —Gi Biy1/ dita
Ci+1 = dipq — liv1 G
Xit1 = X; + Gip1 Ciy

fim do passo ¢

Os métodos de Lanczos e dos gradientes conjugados encontram-se intimamente re-
lacionados. E mesmo possivel obter o algoritmo dos gradientes conjugados tendo
como ponto de partida o método de Lanczos [139]. Em aritmética exacta, ambos
produzem solugoes aproximadas idénticas em cada passo do processo iterativo [146].
E também possivel relacionar directamente o valor dos coeficientes «; e [3; presen-
tes no método dos gradientes conjugados com os elementos constituintes da matriz
tridiagonal T; [146].

As diferencas entre estes dois algoritmos surgem naturalmente quando os calculos
sao efectuados com precisao finita. Quando a matriz dos coeficientes do sistema a
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resolver é indefinida, é entao o método de Lanczos que permite regra geral obter a
solucao com um numero de iteracoes inferior.
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Apeéndice F
Analise de placas

Apresentam-se neste anexo as fungoes que permitem modelar o campo de tensoes
junto a fronteiras onde existem singularidades.

Figura F.1: Definicao da cunha.

Segundo Williams [197], o campo de tensdes no dominio semi-infinito definido pela
cunha representada na figura F.1 pode ser obtido a partir da seguinte funcao de
Airy:

Ta+1 a+1
= O ———si 1 L 1
¢ Cy @t D) sin(a + 1)0 + C, (@t 1) cos(a +1)0
a+1 Ta+1
+ O sin(a —1)0 + Cy4 cos(a — 1)0.

O campo de tensoes, em coordenadas polares, pode ser apresentado na forma:

391
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—sin(a + 1)6 —cos(a+1)6
Opt = Oyt sin(a + 1)0 + Cor® ¢ cos(a+1)0
—cos(a+1)0 sin(a + 1)6
—(a —3)sin(a —1)0 —(a —3) cos(a —1)0
+ Csr* ' (a+1)sin(a—1)0 » +Cyr* 'S (a+1)cos(a—1)0
—(a —1)cos(a—1)0 (a —1)sin(a — 1)0

O valor do parametro a condiciona a existéncia de singularidades no campo de
tensoes junto ao vértice da cunha ou entalhe considerado. Para que a singularidade
seja admissivel [14], é necessério garantir que a €10, 1[. Se a > 1, entdo nao existe
qualquer singularidade.

O valor de a depende das condicoes de apoio de cada um dos lados que definem a
cunha e do angulo por eles formado. O método proposto por Williams [197] permite
determinar o parametro a através da resolucao de um problema de valores e vectores
proprios.

Na tabela F.1 apresentam-se as equacgoes que, para determinadas condicoes de apoio,
permitem determinar os valores do parametro z, relacionado com a através da igual-

dade:

z=aXw
‘ Condigoes de apoio ‘ Equacao ‘ Constantes
sin w
Livre-Livre sinz=C} z Ci ==+
14+ v sinw
Apoiado-Apoiado sinz =Cyz Cy =+ 3 +
-V w

4 2
Apoiado-Livre sinz = K? — K2 2° (3-v) (11 +v)

K2:i<1+1/)5 sin w
3—v

w

Tabela F.1: Equacoes que permitem determinar o valor do parametro “a”.

Williams demonstra que quando o valor do angulo interno w ¢é inferior a 63°, nao sur-
gem singularidades nos campos de tensoes. Quando se verifica que w € [63°,180°],
podem surgir singularidades apenas quando um dos bordos esta encastrado e o ou-
tro livre. Finalmente, quando w € [180°,360°], podem existir campos de tensoes
singulares em qualquer uma das trés situagoes de apoio consideradas.

Para os estados planos de tensao, os campos de deformacoes e de deslocamentos
podem ser escritos na forma:
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pa1 [ — sin(a + 1)6 pat1 [~ cos(a+1)0
€pot = C1 sin(a + 1)6 + s cos(a + 1)0

26| o cos(a +1)0 2sin(a + 1)6

a1 (2m+1—a)sin(a —1)6 a1 (2m+1—a)cos(a —1)0
+C5 { (2m — 1+ a)sin(a — 1) }+C4 { (2m —1+a)cos(a—1)0 } )

2G —2(a— 1) cos(a —1)0 2G 2(a —1)sin(a —1)0

B r® | —sin(a+1)0 r* [ —cos(a+1)0
ot = C 2aG { —cos(a+1)0 } +C 204G { sin(a + 1)0
L " (2m+1—a)sin(a—1)0 LC | (2m+1—a)cos(a—1)0
224G | —(2m 41+ a)cos(a —1)0 924G | 2m+1+4a)sin(a—1)0 [’
com ;
om41="""
1+v

A transformacao do tensor das tensoes de coordenadas polares para coordenadas
cartesianas pode ser escrito na forma

oo =M(0) oy ; 00 = M(—0) 0ol

on (1+9)/2 (1—-72))/2 3
M@)=| (1-¢)/2 (14¢)/2 —5 |,
—5/2 5/2 C
e onde

5 = sin(20) e € = cos(26) .

A relagd@o entre as componentes do tensor das tensoes escritas no referencial (z,y) e
no referencial (z/,y’) pode ser escrita também na forma

o, =M(a)o,; 0, =M(—a)o, .

Tendo em conta que
M(a) x M(0) = M(a +0)

pode finalmente escrever-se:
o, =M(—0—a)o .
Repetindo o mesmo raciocinio para os deslocamentos tem-se:

Uy = L(—0)uy ; uy =L(0) uyy ,
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com

e onde
s =sin(f) e ¢ = cos() .

Verifica-se também que:
u,y =L(—a)u, ; u, = L{a)uy .

Como
L(a) x L(#) = L(a+6) ,

vem finalmente:
u, = L(0 + a) uy,.



