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1. INTRODUCAO

O presente relatério pretende descrever o modo de utilizacio/funcionamento de um programa
para a analise elastica linear de placas, desenvolvido no ambito do nucleo de Anilise de
Estruturas do Instituto de Engenharia de Estruturas Territério e Construcio do Instituto
Superior Técnico, com apoio do Fundagio para a Ciéncia e Tecnologia através do projecto

PBICT/C/CEG/2342/95.

Este programa baseia-se numa formulacdo nao convencional de elementos finitos
Hibridos-Mistos de Deslocamento. Sao utilizados Polindémios de Legendre como fungoes de
aproximagao de tensoes e deslocamentos, para modelar o dominio consideram-se elementos

quadrangulares de 4 ou 8 nos.

Este programa considera como acgdes actuantes na estrutura for¢as de massa e tensoes aplicadas

ao longo das fronteiras estaticas.

Este programa foi escrito em C Standard, sobre uma plataforma de programagao elaborada para o

desenvolvimento de programas de elementos finitos para o calculo de estruturas.
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2.

FORMULACAO

Neste capitulo apresenta-se um pequeno resumo da formulacio dos elementos finitos

Hibridos-Mistos de Deslocamento para analise de placas.

2.1 Condig¢oes Fundamentais

As condi¢oes fundamentais que regem os problemas de elasticidade plana podem ser expressas

do seguinte modo,

Compatibilidade Relagbes Constitutivas Equilibrio
e=Du emV (1) Do+b=0 emV
fo=¢ (3)
u=u emrl, 2 No =t em[l,

)
®)

em que,

u

<l

¢ o vector que agrupa as componentes de deslocamento;
T _
u = {ux uy}

¢ o vector dos deslocamentos impostos nas fronteiras cinematicas ( I',);
¢ o vector das componentes do tensor das deformagd es;

g’ :{sxx £, sxy}

¢ o vector das componentes do tensor das tensdes;

o’ :{axx g, axy}

¢é o vector das forcas de massa;
T _
b* = {bx by}

¢ o vector das tensoes aplicadas nas fronteiras estaticas (', );

tT = {tX ty}
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D ¢ o operador diferencial de equilibrio;
[0 - oC
vl
b= 5 %y[
O = 2L
H ody oxE
D" ¢ o operador diferencial de compatibilidade (transposto de D);
N ¢ a matriz das componentes da normal exterior associada ao operador diferencial de
equilibrio;
f ¢ a matriz de flexibilidade e tem a seguinte configura¢ao no caso de se tratar de um es tado
plano de tensao (EPT),
1 01 -v O C
f==3v 1 o t
E L
E

Vv
O O 201+v)

ou de um estado plano de deformacao (EPD),

1 a-v -v [

_i+rv [ _

_?D v 1-v [%
H O O 2F

onde E representa o médulo de elasticidade e V' o coeficiente de Poisson.

E ainda de referir que numa fronteira inter-elementar as condi¢des de equilibrio e de

compatibilidade podem ser expressas na seguinte forma:

telernentol _telementoz = taplicada (6)

uelementol = uelementoz (7)
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2.2 Modelo Hibrido-Misto de Deslocamento

Neste modelo, sio aproximadas de modo independente as tensdes e os deslocamentos no

dominio:
o=5 ® u=u, @, )
Sao igualmente aproximadas as tensdes nas fronteiras cinematica,
t=S X, (10

sendo §,, S e U, as matrizes das fungoes de aproximacgio e X, X, Q, e os vector dos

pesos das fungoes de aproximagao.

As condi¢oes de equilibrio e de compatibilidade no dominio (4) e (1) sio impostas de forma
ponderada sendo utilizadas, respectivamente, como funcdes de ponderacio as fungoes de

aproximacao dos deslocamentos e das tensées no dominio:

JUJ(Da+b) dv =0 11)

Jsfs dv :JSI Dudv (12)

Paralelamente, a condicdo de compatibilidade na fronteira cinematica (2) ¢é imposta
ponderadamente utilizando as fung¢des de ponderagao das tensoes na fronteira como fungdes de

ponderacio,

Isﬁudru:J’SI [ dr, (13)
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Através da integracao por partes da equagao (11),
J(D*UV)TJ dv —JUJ(NU) dr :JUJb dv,
¢ possivel introduzir as condi¢des de equilibrio na fronteira (5) e (6) e as aproximagdes (8) e (10)
obtendo-se a equacao de equilibrio do modelo,
ByX, £B{X; =Q, +Q; (14)

em que,

B, =[SOU)AV & =[S, dr,

Q/:J/’UdeV Qr=jSJtdFa

I'o

A equagio de compatibilidade no dominio ¢ obtida substituindo a aproximacio dos

deslocamentos (9) na equagao (12),

e=B,q, (19

onde € representa as deformagdes generalizadas,
e= J/’SI e dv (16)

Substituindo as relagdes constitutivas (3) e a aproximaciao (8) na definicido das deformacgdes

generalizadas (16) é possivel escrever as relagdes constitutivas do modelo de elementos finitos,
e=FX, 17)

em que,

F:JSIFSV av



Programa para Aplicacdo de um Modelo Hibrido-Misto de Deslocamento a Analise de Placas 6

A equagdo de compatibilidade na fronteira ¢ obtida através da introdugao da aproximagao dos

deslocamentos (9) na expressao (13) e tendo em conta a condigao de compatibilidade (7),
+B-q, =0 (18)

Combinando as equagdes de equilibrio (14), de compatibilidade (15), (18) e das relagoes
constitutivas (17) é possivel escrever o sistema governativo para o modelo hibrido -misto de

deslocamento, através da eliminacao das deformagdes generalizadas €.

s
¢ O iBrTEquFEQbH)rD (19)
50 B OEDXEH 0 O
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3. ORGANIZACAO DO PROGRAMA

Neste capitulo ¢ abordada genericamente a organizacao do programa por forma a possibilitar um
entendimento mais ficil do seu funcionamento, sem se descreverem exaustivamente o modo de

programacao.

A plataforma de programagao sobre a qual foi desenvolvido este programa cria, a partir de um
ficheiro de dados, uma estrutura que descreve a topologia do problema. Com base nesta estrutura

¢ posteriormente resolvido o sistema governativo de equagdes.

A resolugao do sistema pode ser feita através de dois métodos distintos. O primeiro consiste no
método de resolucdo iterativo dos gradientes conjugados, sendo o segundo o método de
eliminagiao de Gauss, utilizando a rotina MA47 da biblioteca Harwell para sistemas esparsos e

simétricos.

Esta plataforma esta preparada para processamento sequencial ou paralelo, sendo para este

programa utilizado somente o processamento sequencial.

Deste modo, o programa ¢é constituido por um conjunto de rotinas que definem a posi¢ao e a
dimensao dos diferentes blocos que constituem o sistema governativo e que calculam os termos
deste sistema. E ainda composto por uma rotina de pods-processamento, que executa O

tratamento dos resultados obtidos.

3.1 Rotinas Principais

A interligacdo com a plataforma de programagao ¢ feita através das seguintes rotinas:

void LocalStructureSetup () — onde sio lidos e introduzidos os dados nas estruturas

locais;

int SetupParts (int current subdomain) — define as organiza¢io/dimensoes dos blocos

que constituem a matriz do sistema governativo;

int ComputeMatrix (int current_subdomain) — rotina na qual se executa a montagem

do triangulo superior da matriz do sistema;
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int ComputeRhs (int wich_subdomain) — efectua a montagem do vector dos termos

independentes.
int PostProc (char *nome) — rotina na qual se executa o pds-processamento.

Estas rotinas sdo escritas pelo programador e variam consoante a formulagao de elementos

finitos utilizada.
3.2 Geometria

A modelagio da geometria ¢ feita através de trés estruturas base, definidas na plataforma de

programagao: o NO (node) , o Lado (edge) e o Elemento (/ogp).

Neste programa consideram-se apenas elementos com 4 lados, sendo cada lado constituido por 2

ou 3 nos, ficando assim definida a sua orientagdo do primeiro para o tltimo né.

Existem dois tipos distintos de elementos (os elementos de 4 ou 8 nés). Um elemento é
considerado de 8 nos, sempre que pelo menos um dos seus lados tenha 3 nds, quando necessario
sao considerados nos virtuais a meio dos lados de 2 nés por forma a definir completamente o

elemento de 8 nds.

Deste modo o programa permite a utilizagdo simultanea de elementos com diferente nimero de

nos sem que haja problemas de compatibilidade de geometria na estrutura.

3.3 Fungdes de Aproximacgao

Para a aproximacgao das tensées (8) e dos deslocamentos (9) no dominio e das tensGes nas
fronteiras cinematicas (10), utilizaram-se polindmios de Legendre. Estas fun¢bes de aproximagao
encontram-se no referencial local (§,1) dos elementos, por forma a simplificar as operacdes de

integracao necessarias 2 montagem dos operadores elementares.
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A estrutura adoptada para a matriz das fun¢bes de aproximagao no dominio foi:

g:)fOFa]O PEOR;L F)EnR]n E
s=g PR PORE | e R ¢
0p0 0pl npn
] PR PR PR
0po 0pl npn
U, = DE R’ F% R7 ...... F:t R’ E
Y PP’ PP P'p"
g ¢ & ch E

representando P, o polinémio de Legendre do grau 7 na direcgio x.

Para formar todas a combina¢des PP’ adoptou-se um ciclo no qual, para cada grau do

polinémio em § se percortia todos os graus do polinémio em 1.

Uma estrutura semelhante foi utilizada para a matriz das fung¢des de aproximagao das tensoes na

fronteira,

O

1
0o

o

~
[T iri

sendo ( a coordenada local do lado.

A aproximag¢iao das tensoes ¢ feita no sistema de coordenadas local dos lados, de modo a

ossibilitar a2 obtenciao do termo B através do uso de integracoes analiticas pela expressio (27).
p ¢ r grag p p

Neste caso, podem ser considerados diferentes valores para os graus maximos utilizados na
aproximacao das tensoes nas direc¢des normal e tangencial. Deste modo, sempre que o grau 7 for
superior a0 MAaximo grau para a tensio numa das direc¢des, a coluna correspondente nio ¢é

considerada.
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3.4 Montagem do Sistema Governativo

A montagem dos termos que constituem o sistema governativo € realizada através de integragoes
analiticas, utilizando as propriedades de ortogonalidade dos Polindmios de ILegendre. Para
realizar estas integracdoes ¢ necessario recorrer a matriz Jacobiana dado que as fungdes de

interpolagao estao escritas no referencial local do elemento.

3.4.1 Mudanca de Coordenadas

No caso mais geral (o elemento de 8 nés) obtém-se a seguinte expressao para a transformagao de

coordenadas:
K i ’
=Y ¢x k=12 (20)

N N " . K~
onde @, sdo as funcdes de forma do elemento serendipiano de 8 nés e X' sdo as coordenadas do

n6 7 na direccido k.

Figura 1 — Mudanca de Coordenadas
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Sendo as fun¢des @, polindmios, a expressio da transformacio de coordenadas (20) pode ainda

ser desenvolvida na sua forma polinomial:

K — ok ok k kg2 , K K2 o vk g2 K £p,2
X" = 0o+ Q56 +0oyf] + 0o~ + 018N + A d]” + 058N +a14N

onde,

oo =1 (% +X +%X +%5) =1 (X +3 +X5 +X) Ay = %04 =X +% —X;)
g, = % (% = %) A = 104 = %)
0 = (% =X X = X) = K (% — %) a3 = %06 =X +X = %) = % (% — %)
30 = H (X +%5 + X5 +X) =1 (X +X7) oy = 7 (4 +35 + X5 + %) = % (X + %)

Para esta transformagdo de coordenadas a matriz Jacobiana e o seu determinante tomam as

seguintes expressoes:

. X%, C
J=0, , L @1
En XL

onde,
kK _ [k k ko2 k K
X' = (030 +O5 + A7) +2(0 50 +051)E

k k k k k k
X m (aOl +all£ + C72152) + 2(CYOZ +alZE)r’

|‘J| = Joot dio + o1+ Jzofz +J,,6n + Jozrlz + ‘]3053 + lefzrl +Jp n’+ J03’73 + 32252’72 (22)

com

3

R 1.2 - 1.2 1.2
‘Joo =g —00q9 ‘Jzz = 3(021(:’12 _alzazl)

-1 .2 1,2 1.2 1.2 S ) 1.2 1.2 1.2
‘]10 =00, a0, t 2(02067 o1 amazo) ‘]01 =00y, —0p0y; 2(aloaoz —aya 10)

1.2 1.2 1.2 1.2 -1 2 1,2 1.2 1.2
‘]12 =00, a0, 4(021002 - aozazl) ‘]21 =00, —a0, + 4(020012 _alzazo)

- 1.2 1.2 1.2 1,2
‘Jzo =005 —030,,t 2(azoan - anazo)
— 1.2 1.2
‘J30 = 2(020021 - azlazo)

1

— 12 1.2 1.2 1.2
‘Joz =000, 00, + 2((:! 10 A 11)

_ 1.2 1.2
J 03 — 2(“12“ 0~ a 02012)

_ 1.2 1.2 2 1.2 1,2 1.2
‘]11 = 2(aloalz T30 —0p05 — alzalo) + 4(020002 —aya 20)
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E ainda possivel definir o operador diferencial de compatibilidade, D’, no sistema de

b

coordenadas locais:

P 1
D'==D (23
3 (23)
com,
Ox?,, 00 Ox?,¢ O 0O
o =0 g » 09 0 , 00
-0 ~ Xy T O _X’ED_H
X, XZ’nHa B XZ»,«Ha

podendo também D ser escrito na seguinte forma:

: 0 0
D = (Dzl‘?z +2D12£’7 + Dll£+2D02'7+ Dlo)ﬁ_(mlznz +2D21£’7 +D11’7+2D20‘?+ Dlo)%

sendo,
Doy OC

D,=p 0 -ajc

Ha; af F

A matriz N de transformagao das coordenadas locais do lado nas coordenadas globais ( x, y) tem a

seguinte expressao:

n (24)

., -nL _ oy _0X
- [3 nx — N5 ny —
%‘y N C 0 o¢

onde { é a coordenada local do lado, tomando os valores +§ ou £ consoante o lado em questio.
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3.4.2 Blocos do Sistema Governativo

Adoptada a mudanga de coordenadas (20), os blocos que constituem o sistema governativo

podem ser expressos na seguinte forma:

11

F=[[,S1S]dédn @3
B, = [ [,S(DU)dédn o)
B = j_lln'SrTUr dZ @7
Q =[ [UsmPldgdn 8

1
- T
Q- _,[1UV Midd (29
O vector das trac¢oes aplicadas na fronteira ( t), tal como a aproximagao das tensoes na fronteira
cinematica, esta escrito nas coordenadas locais do respectivo lado.
3.4.3 Caleuto dos Operadores Elementares

Com base nas expressdes (25) a (29) e tendo em conta o tipo de aproximagoes adoptadas e as
defini¢cdes (22) a (24) é possivel com base numa tabela de integragdes como a apresentada no

anexo A em [4], proceder 2 montagem dos operadores para cada elemento.
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4. INTRODUCAO DOS DADOS

A introdugido de dados ¢ feita através de um ficheiro ASCII, cujo nome ¢ o primeiro parametro

de execugao do programa.

A versio actual do programa é muito limitada quanto a detec¢ao de dados mal introduzidos, pelo
que o utilizador deve ser cuidadoso na criagdo do ficheiro de dados. Qualquer valor mal

introduzido pode provocar a interrup¢ao do programa ou produzir resultados niao pretendidos.

De seguida descreve-se detalhadamente a estrutura do ficheiro de dados, sendo apresentado em

anexo um exemplo de aplicagao.

4.1 Estrutura do Ficheiro de Dados

A primeira linha do ficheiro devera conter o titulo do exemplo a testar, nao devendo este ter mais

de 80 caracteres.

Seguem-se 4 blocos nos quais se fornece a informagao necessaria para a definicao dos nés, dos
lados, dos elementos e do carregamento. Para assinalar o final de cada bloco dever-se-a introduzir

uma linha com o algarismo 0 (zero).

A ultima linha do ficheiro de dados devera ser constituida dois numeros inteiros, os quais

definem:

1) o nimero de subdominios, devendo este tomar sempre o valor 1 (uma vez que niao

estamos a utilizar um processamento em paralelo);

ii) o modo de resolucio, correspondendo o valor 0 ao modo de resolugio iterativo e o

valor 6 20 modo de resolucio directo.
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4.1.1 Nds (1°Bloco)

Cada linha do 1° bloco devera ter a seguinte estrutura:
gu

id X y idl
sendo,
id numero de identificacio do no (inteiro positivo)
X coordenada do n6 segundo x
y coordenada do n6 segundo y
idl numero de identificacio de um lado que contem o n6

4.1.2 Lados (2°Bloco)

A estrutura das linhas do 2° bloco é:

id nnos idn'...idn™” ees edir Iccw Icw rccw rcw  apn  apt X
q g gXr

sendo,
id numero de identificacio do lado (inteiro positivo)
nnos numero de nés do lado (2 ou 3)
idn numero de identificacio do né6 7
eesq numero de identificacido do elemento a esquerda do lado
edir numero de identificacio do elemento a direita do lado

Iccw, Icw, rccw, rew  numero de identificag¢ao dos lados adjacentes (fig. 2)

apn toma os valores 0 ou —1 consoante se pretenda libertar ou restringir o
deslocamento na direccao normal ao lado

aptg toma os valores 0 ou —1 consoante se pretenda libertar ou restringir o
deslocamento na direcgao tangente ao lado

2Xr grau do polinémio de Legendre para a aproxima¢io das tensdes nas

fronteiras cinematicas
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N
N\
\ lccw lew )
\. S/
\. v
\. /
N %
N /
/ N
/ N\
4/ \»
,/ \.
e N\
./
/ rew
Ve

Ke
/
;
N\
rccw \
AN

Figura 2 — Identifica¢do dos Lados Adjacentes

4.1.3 Elementos (3°Bloco)

A estrutura das linhas do 3° bloco é:

id idl sd gX gQv E vy ept/epd

sendo,

id numero de identifica¢do do elemento (inteiro positivo)

idl numero identificagao de um lado que pertence ao elemento

sd identifica¢ao do subdominio (deve ter sempre o valor 1)

2X grau do polinémio de Legendre para a aproximag¢ido das tensdes no
dominio

2Qv grau do polinémio de Legendre para a aproximagao dos deslocamentos
no dominio

E valor do médulo de Young

1% valor do coeficiente de Poisson

ept/epd estado plano de tensdo (ept) ou estado plano de deformacio (epd)
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4.1.4 Carregamento (4°Bloco)

A estrutura das linhas do 4° bloco é:

id E/L idc dir nval val'.. val™

sendo,
id numero de identificacio do carregamento (inteiro positivo)
E/L o caracter E (edge) ou L (logp) identificam, respectivamente, se a carga se
encontra aplicada na fronteira ou elemento
idc namero de identifica¢o do lado/elemento carregado
dir direc¢ao do carregamento, podendo tomar os valores 0 ou 1
nval numero de valores da carga fornecidos
val’ valor da carga na posicao /
2° né
y
1°né6
LADO ¥
(Coordenadas Locais) ELEMENTO
(Coordenadas Globais)

Figura 3 — Direc¢io do Carregamento
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nval Carga Aplicada no Lado nval Carga Aplicada no Elemento
(E) @
val!
1 1 carga uniformemente distribuida
>
val4 val3
val?
2 Yy, 4
val! val ! val?
val 4 val7 val3
val!
val?
18 6
3 > 8 va val
val?
val! val s val 2
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5. POS-PROCESSAMENTO

Como resultado do pds-processamento o programa cria 2 ficheiros:

i) o ficheiro com a extensdo /f, contém o valor das tensdes e deslocamentos no
dominio, sendo o numero de pontos nos quais se pretende calcular estes valores

introduzido pelo utilizador durante a execugao do pds -processamento.

i) o ficheiro com a extensao so/, onde se armazena, em formato binario de dupla
precisdo, a solugao do sistema. Sdo escritos em primeiro lugar os valores de X  (para todos
os elementos) seguidos dos valores de q, (igualmente para todos os elementos) e
finalmente os valores X (para todas as fronteiras cinematicas), sendo a ordem dos valores

definida pela estrutura adoptada para as matrizes das fungdes de aproximagao (cap. 3.3).

Para uma analise mais facil dos resultados obtidos, poder-se-a recorrer a um programa auxiliar

que executa uma representa¢ao grafica, utilizando os ficheiros das solugdes e da entrada de dados.
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Anexo A — Exemplo de Aplicacido
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2
TITTI
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v=0.1

Nota: as tensdes nas fronteiras cinematicas e deslocamentos no dominio foram aproximados por

Ficheiro de entrada de dados:

aproximacao das tensoes no dominio.

e
1
2
3
4
5
6

0

~NOoO oA~ WNPE

N -

RPOPFRPOOO

NNNNNDNDDN

~N o

A WONRFRLPOOWPE
WO R~DN

B

oo
[S20é) ]

xenpl o de pl acas
. 0000
. 5000
. 5000
. 0000
. 0000
. 0000

0. 0000
0. 0000
0. 5000
0. 5000
1. 0000
1. 0000

NFRPPFPOONPEF
ONOFPNOO

=e
oo

1E4 0 1-10

10

NOREFEPR~OO DS
WhOWN~NO
WwWwNhNO NN O

WWNN O

e

ept

[cNeoNoloNoNoNe

g1 o1 oo o1 ool

polinémios de Legendre do 5° grau, sendo utilizados polinébmios do 6° grau para a



Anexo A — Exemplo de Aplicacido

Listagem do ficheiro ./fi:

- ELEMENTO 1 -
X | Y | Sxx | Syy | Sxy | Ux | Uy

-------- e mm e m e e m e e e et e e m e e e e e e e e e e e e e e e e e o e e e e e oo
0.5000 | 0.5000 | 6.9308e+01 | 1.3610e+01 | 3.0129e+01 | -2.3934e+01 | -1.4492e+01
0.2500 | 0.7500 | 1.2987e+01 | 1.1564e-01 | 9.3599e-01 | -1.3585e+01 | -1.1474e+00
0.0000 | 1.0000 | 9.1267e+00 | 1.4755e+00 | 2.3106e+00 | -2.0336e+00 | 1.2806e+01
0.5000 | 0.2500 | 2.5056e+00 | -3.3903e+01 | -1.3936e-01 | -4.3995e+01 | -9.2124e+00
0.2500 | 0.3750 | 8.8975e+00 | 2.9293e-01 | 1.0879e+01 | -3.7767e+01 | 4.7360e- 02
0.0000 | 0.5000 | 1.0047e+0l | 8.6835e+00 | 4.0703e-01 | -3.2199e+01 | 1.2952e+01
0.5000 | 0.0000 | -2.9613e+00 | -4.0346e+01 | 3.9378e-01 | -4.9972e+01 | 2. 4415e-10
0.2500 | 0.0000 | 4.1588e+00 | 3.8466e-01 | 1.0448e+00 | -5.0806e+01 | 6.9560e-11
0.0000 | 0.0000 | 8.2905e+00 | 3.6171e+01 | -4.8277e-01 | -5.2308e+01 | 2.1512e-10

- ELEMENTO 2 -

X Y | Sxx | Syy | Sxy | Ux | Wy
-------- e
1.0000 | 0.5000 | 4.4670e+01 | 1.6002e+00 | -1.3134e+00 | 1.8458e-10 | -2.5984e+01
1.0000 | 0.7500 | 1.9573e+01 | -5.2003e-02 | -4.2029e-01 | 7.685le-11 | -2.6729e+01
1.0000 | 1.0000 | -3.9587e+00 | -1.1995e+00 | -6.1923e-01 | -1.2453e-10 | -2.6937e+01
0.7500 | 0.5000 | 4.3698e+01 | -1.3691e+00 | -3.5599e-01 | -1.0874e+01 | -2.3079e+01
0.6250 | 0.7500 | 1.8326e+01 | 1.9890e+00 | -9.202le-01 | -7.3300e+00 | -1.9974e+01
0.5000 | 1.0000 | 1.0433e+00 | 5.8110e-01 | 4.2854e-01 | 1.3324e+00 | -1.4763e+01
0.5000 | 0.5000 | 7.6919e+01 | 1.8168e+01 | 3.5108e+01 | -2.3934e+01 | -1.4492e+01
0.2500 | 0.7500 | 1.5845e+01 | 6.7375e-01 | 2.3333e+00 | -1.3585e+01 | -1.1474e+00
0.0000 | 1.0000 | 8.1293e+00 | -1.3199e-01 | 1.2449e+00 | -2.0336e+00 | 1.2806e+01




