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1 INTRODUCAO

O presente relatério pretende descrever o modo de utilizacio/funcionamento de um programa
para a andlise elastica linear de estruturas laminares, desenvolvido no ambito do nucleo de Andlise
de Estruturas do Instituto de Engenharia de Estruturas Territério e Construgio do Instituto
Superior Técnico, com apoio da Fundagido para a Ciéncia e Tecnologia através do projecto

PBICT/C/CEG/2342/95.

Considerou-se a utilizagdo de um modelo de ordem superior para simular o comportamento das
estruturas laminares. Assim é possivel ter em conta os efeitos tridimensionais com base num
modelo bidimensional, facto de grande importancia quando se pretende analisar estruturas como

sejam as lajes muito espessas ou os laminados de material compdsito.

A formulagiao de elementos finitos utilizada neste programa baseia-se numa formulagio nio
convencional de elementos finitos Hibridos-Mistos de Tensdo. Sao utilizados Polinémios de
Legendre como fungdes de aproximagao de tensoes e deslocamentos. Para modelar a geometria

do dominio consideram-se elementos quadrangulares de 4 ou 8 nos.

Este programa foi escrito em C Standard, sobre uma plataforma de programacio elaborada para o

desenvolvimento de programas de elementos finitos para o calculo de estruturas.
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2 FORMULACAO

Neste capitulo apresenta-se um breve resumo dos fundamentos tedricos utilizados na realizagao

deste programa, outros detalhes poderao ser encontrados em [1] e [4].

2.1 Equag¢des Fundamentais

As relagoes de equilibrio, compatibilidade e constitutivas, que regem um problema de elasticidade

tridimensional podem ser expressas do seguinte modo,

Compatibilidade Relagbes Constitutivas Equilibrio
Du=¢ emV (1) fo=¢ 3) Do+b=0 emV
u=ao eml, ke=o 4 No =t eml,

®)
©)

em que,

u

u

¢ o vector que agrupa as componentes de deslocamento;

¢ o vector dos deslocamentos impostos nas fronteiras cinematicas ( [,);
¢ o vector das componentes do tensor das deformagoes;

¢ o vector das componentes do tensor das tensoes;

¢ o vector das forcas de massa;

¢ o vector das tensoes aplicadas nas fronteiras estaticas ([, );
¢ o operador diferencial de equilibrio;

B, 0O O 09, o,

_0O C
D=p0 9, 0O 9, O o,
Ho 0O 9, 9, o, OF

¢ operador diferencial de compatibilidade (transposto de D);

¢ a matriz das componentes da normal a fronteira associada ao operador diferencial de

equilibrio;

¢ a matriz de flexibilidade e, para um material ortotrépico, tem a seguinte configurag¢ao no

caso tridimensional elastico:
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0% % % 0 0 o
o% K % 0 0O O
T A R
0 o O O /J/Gyz O ar
U L
90 0O 0 0 % 0O

0 0 O 0O 0O ¥%

H JanE

sendo E o mdédulo de elasticidade, G o mdédulo de distorcio, V o coeficiente de Poisson e

os eixos x,y,z referidos ao referencial principal de ortotropia.

k ¢ a matriz de rigidez (inversa da flexibilidade).

2.2 Modelo de Ordem Superior

O modelo de ordem superior utilizado consiste na expansao do campo dos deslocamentos de
uma pega laminar numa série de Taylor (ao longo da sua espessura) em torno do seu plano médio
(z=0), considerando tantos termos da série quantos os que se achar necessarios para obter uma
boa aproximacido do comportamento da estrutura. O nimero de termos considerados, 7z, é

b

designado por ordem.

Deste modo, obtém-se a seguinte aproximagao para o campo dos deslocamentos,
n . .
u(xy,2) =3 V(20 (xy) )

em que,

-

i i i-1

Oy =(L.2. 2
vtE &Vuﬁ—m

> u®(x,y) =

O 0g
I o
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2.2.1  Deformagoes Generalizadas

Tendo em conta a equagdo de compatibilidade (1), é possivel fazer corresponder ao campo de

deslocamentos considerado o seguinte campo de deformagdes:

£(x,y,2) = Z EO(2) 2 (x, ) ®

em que,

z 7 z' z' 7z Z

E(i)(z)=<%;_—ll; : - - - ; .I_l ——>
it =2 -9 -l

e as deformagdes generalizadas,

=

Ei i

B
[0 O O CI00 O 0 O,

p74

e (xy) =

Cilrid

sao definidas em fun¢ao dos parametros de deslocamento na forma,
(xy)=D"0%%xy), O

em que D'¢o operador diferencial de compatibilidade,

@, O 0OC
0 C
o0 9, Of
A*_ED O 1E
o0 1 o,¢
01 O aXE
éy 0. UE

Com base nas aproximagoes anteriores ¢ possivel reduzir o comportamento de uma lamina a um
problema bidimensional referido ao seu plano médio Q, para o qual sdo escritas as condi¢des de

equilibrio, compatibilidade e elasticidade, sendo necessario considerar para além das fronteiras
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. Q . . . . . . - . ~
laterais (I), as fronteiras horizontais superior (I™) e inferior (I7) para a ligagio entre camadas

(figura 1).

I—Q

Plano Médio

Figura 1- Dominio da Pe¢a Laminar

2.2.2  Esforcos Generalizados

Associados as deformagoes generalizadas definem-se os esforcos generalizados como resultantes

de tensdes na espessura da peca laminar,

o (x,y) = ji[E(‘)(z)]T [@(X,Y,2)dz (10)

2

com base nesta defini¢do é possivel redefinir as equagoes de equilibrio (5) e (6) na forma,

Do® +b +b” +b” =0 emQ (1)
No® =t emr? (12)

em que,

b0 (x,y) = J;[u“)(z)] (. y, 2)dz,

b (xy) = VO] @ (xy),
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b (xy) = DO mxy) e

%
Q) = [[u O], (2)dz,
A

definem respectivamente as for¢as de dominio devidas as forgas de massa ( bg)), devidas as

forgas aplicadas nas fronteiras horizontais ( b®, bﬁ)) e as forgas de fronteira generalizadas ( tg)).

2.2.3  Relagoes Constitutivas

Substituindo nas relacbes constitutivas (4) a definicio das deformacgdes (8) e dos esforcos
generalizados (10), obtém-se a relagio entre os esforcos generalizados da ordem 7 com as

deformacdes de ordem / na forma:
o) (x,y) = kOelh (13)

sendo KM 2 matriz de rigidez,

%
K0) = J;[E(i)(z)]T KED(Ddz (14

2.24 Eguagies da Peca Iaminar de Ordem Superior

Para uma pecga laminar plana, a analise de um problema tridimensional ¢, deste modo,
transformada numa serie de problemas bidimensionais interdependentes definidos em relagio ao

seu plano médio. Assim as equacbes fundamentais podem ser escritas na forma:

Compatibilidade Relagdes Constitutivas Equilibrio

DUV =" emQ © | Do®+b" =0 emQ (11)
f(')(J)O-('):e(J) emQ (16)

W =g emr® (3 No® =t emr? (12
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A matriz de flexibilidade, f® ¢ obtida pela inversio matriz de rigidez, kD definida em (14).

E de salientar o facto da ligacdo entre as diversas ordens aparecem apenas através das relaces

constitutivas, s6 havendo interac¢do de ordem par com ordem par e de ordem impar com ordem

impar.
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2.3 Modelo Hibrido-Misto de Tensao

A semelhanca do modelo Hibrido-Misto de Tensdo apresentado em [5], os esforcos e os

deslocamentos no dominio sao aproximados de modo independente,
oV =5,Xy a7, U0 =U, Y (18)
sendo igualmente aproximados os deslocamentos na fronteira estatica (%),
W0 =U, &0 (19
E ainda necessatio aproximar as tensdes nas fronteiras cinematicas horizontais (I'," e '),
t, =S, X, (20), t. =S X_ (21)

Adoptando uma metodologia aniloga a apresentada em [5] obtém-se o seguinte sistema de
equagdes governativo para o elemento Hibrido-Misto de Tensao aplicado a o modelo de placa de

ordem superior:

OF A 0O 0O -BCIX{D oOC

JAooch v DEqu)E 539%

ED cO' O O DEDX+D=D Oc (2
T [ 0 0O L

1 DT C! O O D[Dx__D D(Di)[

HB" 0O O O OFER“E HYE

em que,

F=[sifs,dQ, A=[(DS,)'U,dQ, B= [(NS)'U dr?,

Q

et =flawoenlsa, ¢t =f,woH] s,

X = [Va BdQ e % ==[ur 15 dre
Q re

As equagdes que constituem o sistema correspondem, respectivamente, a equagio de
compatibilidade/elasticidade no dominio, de equilibrio no dominio, de compatibilidade nas

fronteiras horizontais superior e inferior e de equilibrio nas fronteiras estaticas laterais.
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3 MOoODO DE FUNCIONAMENTO

Neste capitulo é abordada genericamente a organizagao do programa por forma a possibilitar um
entendimento mais facil do seu funcionamento, sem se descrever exaustivamente o modo de

programacao.

A plataforma de programacao sobre a qual foi desenvolvido este programa [2] cria, a partir de um
ficheiro de dados, uma estrutura que descreve a topologia do problema. Com base nesta estrutura

¢ posteriormente resolvido o sistema governativo de equagdes.

A resolugdo do sistema pode ser feita através de dois métodos distintos. O primeiro consiste no
método de resolucao iterativo dos gradientes conjugados, sendo o segundo o método de
eliminagao de Gauss, utilizando a rotina MA47 da biblioteca Harwell [3] para sistemas esparsos e

simétricos.

Esta plataforma esta preparada para processamento sequencial ou paralelo, sendo para este

programa utilizado somente o processamento sequencial.

Deste modo, o programa ¢é constituido por um conjunto de rotinas que definem a posi¢ao ¢ a
dimensao dos diferentes blocos que constituem o sistema governativo e que calculam os termos
deste sistema. E ainda composto por uma rotina de poés-processamento, que executa o

tratamento dos resultados obtidos.

1.1 Rotinas Principais

A interligagdo com a plataforma de programagio ¢ feita através das seguintes rotinas:

void LocalStructureSetup () — onde sio lidos e introduzidos os dados nas estruturas

locais;

int SetupParts (int current_subdomain) — define as organiza¢io/dimensdes dos blocos

que constituem a matriz do sistema governativo;

int ComputeMatrix (int current_subdomain) — rotina na qual se executa a montagem

do triangulo superior da matriz do sistema;
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int ComputeRhs (int wich_subdomain) — efectua a montagem do vector dos termos

independentes.
int PostProc (char *nome) — rotina na qual se executa 0 pds-processamento.

Estas rotinas siao escritas pelo programador e variam consoante a formulagao de elementos

finitos utilizada.

1.2 Geometria

A modelagao da geometria é feita a dois niveis. Num primeiro nivel define-se a geometria do
laminado através da representagdo do seu plano médio. Num segundo nivel sao definidas as

propriedades das diferentes camadas.

A geometria de representagao plana do laminado ¢ feita através de trés estruturas base, definidas

na plataforma de programagao: o N6 (#ode) , o Lado (edge) e o Elemento (/oop).

Neste programa consideram-se apenas elementos com 4 lados, sendo cada lado constituido por 2

ou 3 nos, ficando assim definida a sua orientagao do primeiro para o ultimo no.

Existem dois tipos distintos de elementos (os elementos de 4 ou 8 nds). Um elemento é
considerado de 8 nods, sempre que pelo menos um dos seus lados tenha 3 nés, quando necessario
sao considerados nods virtuais a meio dos lados de 2 nés por forma a definir completamente o

elemento de 8 nds.

Deste modo o programa permite a utilizagdo simultanea de elementos com diferente nimero de

nos sem que haja problemas de compatibilidade de geometria na estrutura.

1.3 Fungdes de Aproximacgao

Para a aproximaciao dos esfor¢os (17) e dos deslocamentos no dominio (18) e nas fronteiras
estaticas (19) e das tensdes nas fronteiras cinematicas horizontais (20, 21) utilizaram-se
polinémios de Legendre. Estas fungdes de aproximac¢io encontram-se no referencial local (€,N)
dos elementos, de modo a simplificar as operagoes de integracio necessarias 2 montagem dos

operadores elementares.
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O programa permite adoptar diferentes graus maximos para os polinémios de aproximagao de
cada esforco, deslocamento ou tensdo. E no entanto de referir que uma escolha inadequada dos
graus maximos dos polinémios pode traduzir-se no aparecimento de modos espurios no sistema

governativo.

1.4 Montagem do Sistema Governativo

A montagem dos termos que constituem o sistema governativo ¢ realizada através de integracoes
analiticas, utilizando as propriedades de ortogonalidade dos Polinomios de ILegendre. Para
realizar estas integracGes ¢ necessario recorrer a matriz Jacobiana dado que as fungdes de

interpolagao estdo escritas no referencial local do elemento.

1.4.1 Mudanca de Coordenadas

Figura 1 — Mudanca de Coordenadas

No caso mais geral (o elemento de 8 nés) obtém-se a seguinte expressiao para a transformagao de

coordenadas:

X< = Zd)i)gk k=12 (23)

~ N " , K~
onde @, sio as fungdes de forma do elemento serendipiano de 8 nés e X' sdo as coordenadas do

no 7 na direcc¢io £
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Sendo as fun¢des @; polindémios, a expressio da transformagio de coordenadas (23) pode ainda

ser desenvolvida na sua forma polinomial:

k — ~k k k k g2 k k 42 k g2 k 2
X _aOO+alO€+001r’+a205 +all,7+002r’ +aZl€ r’+alZErI

onde,

oo =1 (% + X5+ +X) =1 (X +% +X5 +X) Ay = %04 =X +% —X;)

g = % (% = %) A = 104 = %)

0y = Y (X% — X+ % %) = K (% — %) 30 = Ha(X =X+ %X = %) = 1 (% =)
30 = %00+ + X5 +X) = % (% + %) Aoy = %400+ + X5 +X) = % (X + %)

Para esta transformagdo de coordenadas a matriz Jacobiana e o seu determinante tomam as

seguintes expressoes:

. x%,.C
J=0, . L (24
Bn XL

onde,
kK _ /o k k k k k
X" = Qi +ag] +alz'72) +2(0r +041)¢

K — (k1 K K K 4 ok
Xy = @0y + 0y +05E7) +2(ag, + )N

|‘J| = oot diof + o1+ ‘32052 +J,,6n + ‘302'72 + ‘33053 + ‘]2152’7 +Jp n®+ ‘303’73 + 32252’72 (25)

com,

Joo = Uiy — Ao Oy 3, = 3(a505, —0;,03,)

Jio = Quolf — A3yQ5 + 205600, — 0,0 50) Jor = 0y0g — o0ty + 2(A100 ¢, — o0ly)
J, = alllalzz - 01120121 + 4(021052 - aézazzl) Jo = a;lalzl - alllazzl + 4(0200122 - allzazzo)
Jo = alloazzl - a;lalzo + 2(a;oalzl - alllazzo) Joo = a1120§l - aélalzz + 2(0111052 - aézalzl)
Jgo = 20563, —05,050) Jos = 201,05, ~ Ao,015)

_ 1.2 1.2 1.2 1.2 1,2 1.2
‘J11 = 2(aloa 12 TA500, —0od; — A A 10) + 4(0200 02 ~ Ao 20)
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O operador diferencial de equilibrio, D, no sistema de coordenadas locais pode ser expresso do

seguinte modo:

1 mooo1 m
D==-D-H1001 O 26
3 i 3 (26)
HO1 008
com,

%2, O O 0 -xt, 0 02, O 0O O 0 -x,.0
"_D 7 1 ana D ¢ Xl ZEDG
D—DD X,,7 O O U X”)D_f_DD — X O U U X,ED—n

HoO 0O O-x, %, DHa HO O O-x, X, DHa

podendo também D ser escrito na seguinte forma:

A 0 0
D =(D,£" +2D N + D, +2D ) + Dm)g‘(mnﬂz +2D 56N + D] + 2D, + Dlo)%

sendo,

&y O O O O -o;C
D,=Q0 -a; O O O a”?E
HO O O-a; aof OF

ij ij

E ainda possivel escrever a matriz das componentes da matriz das componentes da normal, N,

no sistema de coordenadas (§,N):

bh, O OO O ny[

N:D n OO 0O n L n :6_y n :—%
O y x Y y Y
HO O On, no OF

onde P é a coordenada local do lado, tomando os valores & ou %I consoante o lado em questio.
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A matriz N de transformacao das coordenadas locais do lado nas coordenadas globais ( x, )) tem a

seguinte expressao:

n=———n' 28
e (28)
em que,
Un, -n o L
O x y C
n=gn, n, O C
(] 2 2L
5 UJ UJ nx+nyE

1.4.2 Blocos do Sisterna Governativo

Adoptado a mudanga de coordenadas (23), os blocos que constituem o sistema governativo

podem ser expressos na seguinte forma:
F =flfls;fsQ|J|dfdn (29)
Ay = [ [(D'S,)Uq dE (0)
A =[(N'S)U, & (31)
cV =[ [ O] s.dean (32
O = [ wO ] sddn 33)
QY =~ [ Uk ®|a|dé dn (4

O =~ Ul T ¢ (35)

sendo as tensdes na fronteira aplicadas nas direcgdes das coordenadas locais do respectivo lado.
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1.4.3 Calenlo dos Operadores Elementares

Com base nas expressoes (29) a (35) e tendo em conta o tipo de aproximagdes adoptadas e as
defini¢oes (25) a (28) é possivel com base numa tabela de integracdes como a apresentada no

anexo A de [5], proceder a montagem dos operadores para cada elemento.
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4 INTRODUCAO DOS DADOS

A introdugao de dados ¢ feita através de dois ficheiros ASCII, cujo nome é o primeiro parametro

de execugao do programa:

1) o primeiro ficheiro contém dados relativos a topologia do plano médio da estrutura e

ao modo de resolucio do sistema governativo. Este ficheiro devera ter a extensio .dat

ii) o segundo ficheiro (com a extensdo ./s) contém os dados referentes as camadas e ao

carregamento da estrutura.

A actual versao do programa ¢ muito limitada quanto a detecgao de dados mal introduzidos, pelo
que o utilizador deve ser cuidadoso na criacio do ficheiro de dados. Qualquer valor mal

introduzido pode provocar a interrup¢ao do programa ou produzir resultados nao pretendidos.

De seguida descreve-se detalhadamente a estrutura dos ficheiros de dados, sendo apresentado em

anexo um exemplo de aplicagao.

4.1 Estrutura do Ficheiro de Dados .dat

A primeira linha do ficheiro devera conter o titulo do exemplo a testar.

Seguem-se 3 blocos nos quais se fornece a informagao necessaria para a definicio da geometria
do plano médio da estrutura (nés, lados e elementos). Cada bloco encontra-se separado do

seguinte através de uma linha com o algarismo 0 (zero).

A dltima linha do ficheiro de dados devera ser constituida dois nuimeros inteiros, os quais

definem:

i) o nimero de subdominios, devendo este tomar sempre o valor 1 (uma vez que nao

estamos a utilizar um processamento em paralelo);

il) o modo de resolugdo, correspondendo o valor 0 a0 modo de resolugao iterativo € o

valor 6 a0 modo de resolucido directo.
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4.1.1 Nds (1°Bloco)

Cada linha do 1° bloco devera ter a seguinte estrutura:

id X y idl

sendo:
id numero de identificagao do n6 (inteiro positivo)
b's coordenada do né segundo x
y coordenada do né segundo y
idl numero de identificagdo de um lado que contem o né

4.1.2  Lados (2°Bloco)

A estrutura das linhas do 2° bloco é:

id nnos idn'...idn™” eesq edir Iccw Icw rccw  rcw

sendo:
id numero de identificagao do lado (inteiro positivo)
nnos numero de numero de nés do lado (2 ou 3)
idn numero de identificacio do no 7
eesq numero de identificacio do elemento a esquerda do lado
edir numero de identificagido do elemento a direita do lado

Iccw, Iew, rccw, rew  namero de identificagao dos lados adjacentes (fig. 2)

5

N v
N\, 7/
\, lccw lew /
N /
N\ 4
N\ R4
. /
. 7/
/ N\,
,/ \A
K N
./ \,
./ \.
/ \,
Y rcw N
/ \

Figura 2- Identificacio dos lados adjacentes
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4.1.3  Elementos (3°Bloco)

A estrutura das linhas do 3° bloco é

id idl sd
sendo:
id numero de identificagao do elemento (inteiro positivo)
idl numero de identificagdo de um lado que pertence ao elemento
sd

numero de identificagdo do subdominio (deve ter sempre o valor 1)

4.2 Estrutura do Ficheiro de Dados .los

Este ficheiro devera conter na primeira linha o nimero de camadas da estrutura. As linhas que se

seguem (tantas quanto o numero de camadas) fornecem a espessura das camadas.

Seguem-se 3 blocos nos quais se fornece a informagao referente aos elementos, aos lados e ao

carregamento. Tal como no ficheiro .dat, cada bloco encontra-se separado do seguinte através de
uma linha com o algarismo zero.

4.2.1 Elementos (1° Bloco)

A estrutura do 1°bloco é constituida por 3 sub-blocos, devendo o 2° e 3° sub-blocos ser repetidos

n e n+1 vezes, respectivamente, sendo n o nimero de camadas da estrutura.

id
ordem
Prop
Grau S, n.° camadas

Grau Uy,

Gra u 5/‘

n.° camadas + 1
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sendo:
id
ordem

Prop

Grau_S,

Grau U,

Gra u_ Sr

numero de identificagido do elemento
ordem da camada
linha constituida por 10 reais representando os modulos de elasticidade

(Ey B, E), mddulos de distorcao (G,,, G,,, G,;,), os coeficientes de

Poisson (V,,, V,,, V,,,) € o angulo entre o referencial global da estrutura e

pval
o referencial principal de ortotropia

6 inteiros representando os graus dos polinémios de Legendre para a

aproximagio dos esfor¢os no dominio (0, 0,,, 0,,, O,,,

0xz’ O-:q')

3 inteiros representando graus dos polinomios de Legendre para a
aproximagao dos deslocamentos no dominio (u,, u;, u,)

3 inteiros representando graus dos polinomios de Legendre para a
aproximacao das tensdes nas faces horizontais (t,, t,, t,), sendo possivel

libertar a face atribuindo o valor -1

* . . L, . , .. . .
NOTA: no caso do material ser isotropico, basta dar valor o médulo de elasticidade e do coeficiente de Poisson

seguidos pelo simbolo délar.

4.2.2 Lados (2° Bloco)

A estrutura do 2°bloco ¢ constituida por 2 sub-blocos, devendo o 2° dos sub-blocos ser repetido

n vezes, sendo n o nimero de camadas da estrutura.

sendo:
id
Grau Ur

Id

Grau_Ur n.” camadas

numero de identificacio do lado
3 inteiros representando graus dos polindmios de Legendre para a
aproximag¢ao dos deslocamentos no lado (u, u, u,), sendo possivel

impedir o deslocamento pretendido atribuindo ao grau o valor de —1
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4.2.3  Carregamento (3° Bloco)

A estrutura das linhas do 3° bloco é:

id E/L idc

cam dir

vall... val®

sendo:
id numero de identificagao do carregamento
E/L o caracter B (edge) e L (/oop) identificam, respectivamente, se a carga se
encontra aplicada na fronteira ou elemento
idc namero de identificacao do lado/elemento carregado
¢ 2
cam camada na qual esta aplicada a carga
dir direc¢ao do carregamento (0, 1 ou 2)
val’ valor da carga no né i
/ e valt — dir2 val3
val4 " val® p ar.1
// dir.0 / z
dir.1 1t 12
4’: 0 1. /, va va.
val! val? dir.1= orientagdo
do lado
LADO ELEMENTO
(coordenadas locais) (coordenadas globais)

Figura 3 - Direc¢do do Carregamento
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5 POS-PROCESSAMENTO

Como resultado do pds-processamento o programa cria 2 ficheiros:

i) o ficheiro com a extensio /i contém o valor dos deslocamentos no dominio e na
fronteira estatica, o valor das tensdes no dominio e os esforcos no dominio da ordem 0 e 1.
O numero de pontos nos quais se pretende calcular estes valores introduzido pelo

utilizador durante a execugao do pos-processamento.

ii) no ficheiro com a extensio so/, é armazenada a solugio do sistema. No anexo B ¢

apresentada a estrutura deste ficheiro.

Para uma analise mais facil dos resultados obtidos poder-se-a recorrer a um programa auxiliar que
executa uma representa¢ao grafica dos resultados, utilizando os ficheiros das solucdes e da

entrada de dados.
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6

(1]
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[4]

[3]
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5
3
(e}
A
2.00 11 - ’ ’
: 1
2.00 1 1 2
p 8.00 -
Fi=20 En=10
vi=0.25  v;=0.10 PLANTA

No exemplo testado utilizou-se a ordem 2 para ambas as camadas.

Os esforcos no dominio e as tensdes nas fronteiras entre camadas foram aproximados com
polinémios de Legendre do 5° grau. Para os deslocamentos no dominio e nas fronteiras estaticas

utilizaram-se polinémios do 4° grau.

Listagem do ficheiro .dat:

Exemplo Est. Laminar
1 0.000.00 1

2 8.000.00 1

3 8.005.00 2

4 0.005.00 4

0

12 12104224
22 23101331
32 34102442
42 41103113
0

111

0

100
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Listagem do ficheiro ./os:

2

2.0

2.0

1

2

20.0 .25 $
555555
444

2
10.0.10'$
555555
444
1-1-1
555
1-1-1

1E2 105555
0

numero de camadas
espessura 17 camada
espessura 2° camada
id. elemento

ordem 7“ camada
propriedades

grau Sy

grau Uy

ordem 2° camada
propriedades

grau Sy

grau Uy

grau Sr face 1

grau Sr face 2

grau S face 3

id. lado
grau Ur 77 camada

grau Ur 2 camada

carregamento
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Listagem do ficheiro ./fi:

* DESLOCAMENTOS NO DOMINIO *

- ELEMENTO 1 -

X Y h | Ux Uy Uz
+

LAYER 1 |

1.000 | 1.413e-02 1.694e-02 -1.414e-02
0.000 0.000 0.000 | 1.293e-02 3.547e-02 -1.108e-03
-1.000 | 3.484e-02 5.854e-02 1.193e-02
1.000 | 3.250e-03 -2.895e-07 -1.420e-02
0.000 2.500 0.000 | -7.691e-03-1.077e-07 -1.156e-04
-1.000 | 1.202e-02 -4.932e-08 1.397e-02
1.000 | 1.413e-02 -1.694e-02 -1.414e-02
0.000 5.000 0.000 | 1.293e-02 -3.547e-02 -1.107e-03
-1.000 | 3.484e-02 -5.854e-02 1.193e-02
1.000 | 5.397e-01 6.857e-02 6.106e-01
4.000 0.000 0.000 | 8.909e-01 1.389e-01 6.631e-01
-1.000 | 1.241e+00 2.104e-01 7.155e-01
1.000 | 5.364e-01-3.726e-07 6.869e-01
4.000 2.500 0.000 | 8.868e-01-1.466e-07 7.429e-01
-1.000 | 1.236e+00 3.059e-08 7.988e-01
1.000 | 5.397e-01-6.857e-02 6.106e-01
4.000 5.000 0.000 | 8.909e-01-1.389e-01 6.631e-01
-1.000 | 1.241e+00 -2.104e-01 7.155e-01
1.000 | 1.136e+00 9.183e-02 2.713e+00
8.000 0.000 0.000 | 1.843e+00 1.548e-01 2.756e+00
-1.000 | 2.410e+00 1.798e-01 2.799e+00
1.000 | 1.129e+00 5.495e-08 2.791e+00
8.000 2.500 0.000 | 1.836e+00 3.214e-08 2.826e+00
-1.000 | 2.405e+00 -3.304e-08 2.861e+00
1.000 | 1.136e+00 -9.183e-02 2.713e+00
8.000 5.000 0.000 | 1.843e+00 -1.548e-01 2.756e+00
-1.000 | 2.410e+00 -1.798e-01 2.799e+00
LAYER 2
1.000 | 1.383e-02 2.201e-03 -5.158e-03
0.000 0.000 0.000 | -3.808e-04 1.141e-03 -9.649e-03
-1.000 | 1.413e-02 1.693e-02 -1.414e-02
1.000 | 1.109e-02 1.899e-08 -6.315e-03
0.000 2.500 0.000 | -1.840e-03 -2.358e-08 -1.026e-02
-1.000 | 3.250e-03 2.525e-08 -1.420e-02
1.000 | 1.383e-02 -2.202e-03 -5.158e-03
0.000 5.000 0.000 | -3.810e-04 -1.143e-03 -9.650e-03
-1.000 | 1.413e-02 -1.694e-02 -1.414e-02
1.000 | -1.627e-01 -2.313e-02 6.093e-01
4.000 0.000 0.000 | 1.846e-01 1.362e-02 6.100e-01
-1.000 | 5.397e-01 6.857e-02 6.106e-01
1.000 | -1.645e-01 3.995e-08 6.685e-01
4.000 2.500 0.000 | 1.833e-01 5.341e-08 6.777e-01
-1.000 | 5.364e-01 1.447e-07 6.869e-01
1.000 | -1.627e-01 2.313e-02 6.093e-01
4.000 5.000 0.000 | 1.846e-01-1.363e-02 6.100e-01
-1.000 | 5.397e-01 -6.857e-02 6.106e-01
1.000 | -2.770e-01 -1.642e-02 2.706e+00
8.000 0.000 0.000 | 3.047e-01 8.739e-03 2.710e+00
-1.000 | 1.136e+00 9.183e-02 2.713e+00
1.000 | -2.781e-01 1.905e-07 2.769e+00
8.000 2.500 0.000 | 3.055e-01 3.692e-08 2.780e+00
-1.000 | 1.129e+00 1.631e-07 2.791e+00
1.000 | -2.770e-01 1.642e-02 2.706e+00
8.000 5.000 0.000 | 3.047e-01-8.739e-03 2.710e+00
-1.000 | 1.136e+00 -9.183e-02 2.713e+00
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* DESLOCAMENTOS NAS FRONTEIRAS ESTATICAS *

- FRONTEIRA 1 -

CSl h | Ux Uy Uz
+

LAYER 1 [
1.000 | 2.247e-02 2.108e-02 -1.519e-02

-1.000 0.000 | 3.162e-02 3.924e-02 -2.756-03
-1.000 | 6.429e-02 6.567e-02 9.673e-03
1.000 | 5.401e-01 6.989e-02 6.101e-01
0.000 0.000 | 8.919e-01 1.393e-01 6.628e-01
-1.000 | 1.243e+00 2.110e-01 7.155e-01
1.000 | 1.139e+00 9.596e-02 2.712e+00
1.000 0.000 | 1.849e+00 1.559e-01 2.756e+00
-1.000 | 2.418e+00 1.849e-01 2.800e+00
LAYER 2 |
1.000 | 1.285e-02 1.224e-03 -4.312e-03
-1.000 0.000 | 1.038e-03 1.725e-03 -1.022e-02
-1.000 | 2.247e-02 1.459e-02 -1.613e-02
1.000 | -1.627e-01 -2.406e-02 6.099e-01
0.000 0.000 | 1.847e-01 1.430e-02 6.103e-01
-1.000 | 5.401e-01 6.726€-02 6.108e-01
1.000 | -2.763e-01 -1.818e-02 2.710e+00
1.000 0.000 | 3.047e-01 1.006e-02 2.709e+00
-1.000 | 1.139e+00 8.630e-02 2.708e+00

- FRONTEIRA 2 -
CSI h | Ux Uy Uz
+

LAYER 1 [
1.000 | 1.154e+00 9.913e-02 2.725e+00

-1.000 0.000 | 1.841e+00 1.718e-01 2.748e+00
-1.000 | 2.421e+00 2.110e-01 2.771e+00
1.000 | 1.141e+00 -1.455e-08 2.803e+00

0.000 0.000 | 1.827e+00 3.143e-10 2.821e+00
-1.000 | 2.411e+00 8.344e-09 2.838e+00
1.000 | 1.154e+00-9.913e-02 2.725e+00

1.000 0.000 | 1.841e+00 -1.718e-01 2.748e+00
-1.000 | 2.421e+00 -2.110e-01 2.771e+00
LAYER 2 |
1.000 | -2.828e-01 -1.677e-02 2.659e+00

-1.000 0.000 | 3.115e-01 9.765e-03 2.712e+00
-1.000 | 1.100e+00 9.913e-02 2.765e+00
1.000 | -2.853e-01 1.784e-09 2.723e+00

0.000 0.000 | 3.111e-01-4.537e-10 2.782e+00
-1.000 | 1.091e+00 -2.303e-08 2.841e+00
1.000 | -2.828e-01 1.677e-02 2.659e+00

1.000 0.000 | 3.115e-01 -9.765e-03 2.712e+00
-1.000 | 1.100e+00 -9.913e-02 2.765e+00

- FRONTEIRA 3 -
CSI h | Ux Uy Uz
LAYER 1 |
1.000 | 1.139e+00 -9.596e-02 2.712e+00
-1.000 0.000 | 1.849e+00 -1.559e-01 2.756e+00
-1.000 | 2.418e+00 -1.849e-01 2.800e+00
1.000 | 5.401e-01-6.989e-02 6.101e-01
0.000 0.000 | 8.919e-01-1.393e-01 6.628e-01
-1.000 | 1.243e+00 -2.110e-01 7.155e-01
1.000 | 2.247e-02 -2.108e-02 -1.519e-02
1.000 0.000 | 3.162e-02 -3.924e-02 -2.756e-03
-1.000 | 6.429e-02 -6.567e-02 9.673e-03
LAYER 2 [
1.000 | -2.763e-01 1.818e-02 2.710e+00
-1.000 0.000 | 3.047e-01-1.006e-02 2.709e+00
-1.000 | 1.139e+00 -8.630e-02 2.708e+00
1.000 | -1.627e-01 2.406e-02 6.099e-01
0.000 0.000 | 1.847e-01-1.430e-02 6.103e-01
-1.000 | 5.401e-01-6.726e-02 6.108e-01
1.000 | 1.285e-02 -1.224e-03 -4.312e-03
1.000 0.000 | 1.038e-03-1.724e-03 -1.022e-02
-1.000 | 2.247e-02 -1.459e-02 -1.613e-02
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* TENSOES NO DOMINIO *

kkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkk

- ELEMENTO 1 -

X Y h | Txx Tyy Tzz Tyz Txz Txy
+

LAYER 1
1.000 | 3.646e+00 -4.234e-02 6.403e-01 -1.020e-06 -1.004e+00 1.060e-01
0.000 0.000 0.000 | 5.893e+00 1.717e-01 1.255e+00 -4.348e-07 -1.329e-01 2.027e-01
-1.000 | 9.503e+00 2.603e-01 2.180e+00 1.504e-07 7.382e-01 3.009e-01
1.000 | 2.511e+00 8.079e-01 5.479e-01 -1.402e-07 -5.122e-01 6.647e-08
0.000 2.500 0.000 | 3.944e+00 1.345e+00 1.041e+00 -4.934e-08 3.795e-01 -1.089e-07
-1.000 | 7.865e+00 2.646e+00 2.346e+00 4.150e-08 1.271e+00 3.222e-07
1.000 | 3.646e+00 -4.235¢-02 6.403e-01 1.086e-07 -1.004e+00 -1.060e-01
0.000 5.000 0.000 | 5.893e+00 1.717e-01 1.255e+00 8.593e-08 -1.329e-01 -2.027e-01
-1.000 | 9.503e+00 2.603e-01 2.180e+00 6.324e-08 7.382e-01 -3.009e-01
1.000 | 2.774e+00 -1.110e-06 -3.553e-01 4.760e-09 -1.641e-02 -1.591e-07
4.000 0.000 0.000 | 4.500e+00 7.509e-08 7.608e-02 7.066€-08 -1.073e-02 4.154e-07
-1.000 | 6.670e+00 2.067e-07 6.186e-01 1.366e-07 -5.061e-03 -8.179-07
1.000 | 2.761e+00 -3.942e-02 -4.388e-01 -1.311e-08 1.062e-02 1.011e-06
4.000 2500 0.000 | 4.484e+00 -6.913e-03 2.491e-05 -2.695¢-08 7.173e-03 -5.378e-07
-1.000 | 6.685e+00 1.587e-01 5.918e-01 -4.080e-08 3.725e-03 1.122e-06
1.000 | 2.774e+00 -1.652e-06 -3.553¢-01 5.170e-08 -1.641e-02 3.693e-06
4.000 5.000 0.000 | 4.500e+00 7.698e-07 7.608e-02 -1.073e-07 -1.073e-02 -2.264e-06
-1.000 | 6.670e+00 -1.296e-06 6.186e-01 -2.662e-07 -5.061e-03 4.323e-06
1.000 | 5.000e+00 4.234e-02 4.020e-01 -1.238e-06 8.899e-07 -1.060e-01
8.000 0.000 0.000 | 5.000e+00 -1.717e-01 3.484e-01 -3.220e-08 5.699e-07 -2.027e-01
-1.000 | 5.000e+00 -2.603e-01 3.263e-01 1.174e-06 2.500e-07 -3.009e-01
1.000 | 5.000e+00 6.725e-01 7.195e-01 -1.035e-07 -4.275¢-07 2.143e-06
8.000 2.500 0.000 | 5.000e+00 2.122e-01 6.045e-01 -3.152e-08 -1.056e-07 -1.082e-06
-1.000 | 5.000e+00 -3.776e-01 4.570e-01 4.044e-08 2.163e-07 1.980e-06
1.000 | 5.000e+00 4.233e-02 4.020e-01 5.516e-07 2.242e-07 1.060e-01
8.000 5.000 0.000 | 5.000e+00 -1.717e-01 3.484e-01-2.123e-07 3.558e-07 2.027e-01
-1.000 | 5.000e+00 -2.603e-01 3.263e-01 -9.763e-07 4.874e-07 3.009e-01
LAYER 2 |
1.000 | 1.408e-01 3.061e-02 6.207e-02 -1.478e-07 2.401e-02 1.596e-02
0.000 0.000 0.000 | 5.612e-01-1.121e-02 9.993e-02 3.163e-08 -4.354e-01 7.222e-04
-1.000 | 2.189e+00 7.846€-02 2.717e-01 2.110e-07 -8.948e-01 6.023e-02
1.000 | -8.936e-02 1.255e-02 3.176e-02 -1.955e-08 1.208e-01 2.853e-07
0.000 2.500 0.000 | 3.917e-01 5.759¢-02 8.438e-02 3.719e-08 -2.407e-01 -1.653e-07
-1.000 | 1.512e+00 2.429e-01 2.149e-01 9.393e-08 -6.023e-01 -3.242e-08
1.000 | 1.408e-01 3.061e-02 6.207e-02 1.086e-06 2.401e-02 -1.596e-02
0.000 5.000 0.000 | 5.612e-01-1.120e-02 9.993e-02 2.161e-07 -4.354e-01 -7.249e-04
-1.000 | 2.189e+00 7.846e-02 2.717e-01 -6.537e-07 -8.948e-01 -6.023e-02
1.000 | -4.909e-01 -2.392e-06 -5.559e-02 1.790e-07 -2.482e-02 -1.418e-06
4.000 0.000 0.000 | 5.130e-01 9.200e-07 4.481e-02 1.015e-07 -1.274e-02 8.721e-07
-1.000 | 1.317e+00 -2.062e-06 1.252e-01 2.394e-08 -6.636e-04 -1.123e-06
1.000 | -4.760e-01 8.558e-02 -1.312e-01 3.500e-08 -1.701e-02 -1.755e-07
4.000 2500 0.000 | 5.125e-01 -3.215e-02 -4.415e-02 -3.233e-08 3.608e-03 7.771e-08
-1.000 | 1.308e+00 -1.571e-01 2.292e-02 -9.966€-08 2.423e-02 -1.902e-07
1.000 | -4.909e-01 1.567e-06 -5.559¢-02 2.725e-07 -2.482e-02 1.329¢-06
4.000 5.000 0.000 | 5.130e-01 -6.204e-07 4.481e-02 -1.900e-07 -1.274e-02 -8.331e-07
-1.000 | 1.317e+00 7.780e-07 1.252e-01 -6.526e-07 -6.637e-04 7.749e-07
1.000 | 9.111e-06 -3.061e-02 -3.487e-02 -6.373e-07 -6.458e-07 -1.596€-02
8.000 0.000 0.000 | -2.173e-06 1.120e-02 -3.069e-02 5.418e-07 6.560e-07 -7.225e-04
-1.000 | 3.928e-06 -7.845e-02 -3.965e-02 1.721e-06 1.958e-06 -6.023e-02
1.000 | -3.634e-06 1.687e-01-9.298e-02 1.029e-07 -8.862e-07 1.380e-06
8.000 2.500 0.000 | 1.808e-06 -1.214e-01 -1.220e-01 2.085e-08 -1.296e-08 -8.960e-07
-1.000 | -2.085e-06 -3.204e-01 -1.419e-01 -6.122e-08 8.603e-07 1.770e-06
1.000 | 1.091e-05 -3.062e-02 -3.487e-02 8.614e-07 -3.919e-07 1.596e-02
8.000 5.000 0.000 | -2.839e-06 1.121e-02 -3.069e-02 -3.129e-07 8.631e-07 7.222e-04
-1.000 | 5.020e-06 -7.846e-02 -3.965e-02 -1.487e-06 2.118e-06 6.023e-02
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* ESFORCOS NO DOMINIO *

FHFEEEKTIFFFAEIIIIKFAAK

- ELEMENTO 1 -

X Y | Nxx Nyy Nxy | Mxx Myy Vy VX Mxy
+ +

LAYER 1 | |
0.000 0.000| 1.224e+01 3.016e-01 4.059e-01 | -1.952e+00 -1.009e-01 -8.696e-07 -2.658e-01 -6.497e-02

0.000 2.500| 8.717e+00 2.945e+00 -1.559e-08 | -1.785e+00 -6.128e-01 -9.869e-08 7.591e-01 -8.524e-08
0.000 5.000| 1.224e+01 3.016e-01 -4.059e-01 | -1.952e+00 -1.009e-01 1.719e-07 -2.658e-01 6.497e-02
4.000 0.000| 9.148e+00 -2.008e-07 2.283e-07 | -1.299e+00 -4.388e-07 1.413e-07 -2.147e-02 2.196e-07
4.000 2.500| 9.127e+00 3.056e-02 -6.241e-09 | -1.308e+00 -6.605e-02 -5.391e-08 1.435e-02 -3.699e-08
4.000 5.000| 9.148e+00 4.380e-08 -3.470e-07 | -1.299e+00 -1.188e-07 -2.145e-07 -2.147e-02 -2.100e-07
8.000 0.000| 1.000e+01 -3.016e-01 -4.059e-01 | 9.296e-07 1.009e-01 -6.441e-08 1.140e-06 6.497e-02
8.000 2.500| 1.000e+01 3.813e-01-6.821e-08 | 8.020e-07 3.500e-01 -6.304e-08 -2.112e-07 5.448e-08
8.000 5.000| 1.000e+01 -3.016e-01 4.059e-01| 7.504e-07 1.009e-01 -4.247e-07 7.116e-07 -6.497e-02

| |
0.000 0.000]| 1.525e+00 2.142e-02 2.636e-02 | -6.827e-01 -1.595e-02 6.327e-08 -8.708e-01 -1.476e-02
0.000 2.500| 9.964e-01 1.619e-01 -1.362e-07 | -5.337e-01 -7.680e-02 7.438e-08 -4.814e-01 1.059e-07
0.000 5.000| 1.525e+00 2.142e-02 -2.636e-02 | -6.827e-01 -1.595e-02 4.323e-07 -8.708e-01 1.476e-02
4.000 0.000 | 9.595e-01 -2.580e-07 3.156e-07 | -6.028e-01 -1.099e-07 2.029e-07 -2.548e-02 -9.831e-08
4.000 2.500| 9.607e-01-6.672e-02 -1.830e-08 | -5.947e-01 8.090e-02 -6.467e-08 7.215e-03 4.919e-09
4.000 5.000 | 9.595e-01 -4.541e-08 -4.095e-07 | -6.028e-01 2.631e-07 -3.801e-07 -2.548e-02 1.847e-07
8.000 0.000| 1.449e-06 -2.142e-02 -2.636e-02 | 1.728e-06 1.595e-02 1.084e-06 1.312e-06 1.476e-02
8.000 2.500 | 5.043e-07 -2.124e-01 -1.449e-07 | -5.164e-07 1.630e-01 4.169e-08 -2.591e-08 -1.300e-07
8.000 5.000| 1.523e-06 -2.142e-02 2.636e-02 | 1.962e-06 1.595e-02 -6.257e-07 1.726e-06 -1.476e-02
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O ficheiro .50/ contém a solucdo do sistema governativo armazenada em formato binario de dupla

precisdo. Estes valores correspondem aos pesos das fungdes de aproximagao e encontram -se

organizados por blocos na seguinte sequéncia: X o, qo, Xr e qr.

Para Xg e qo os valores encontram-se agrupados por elementos, dentro de cada elemento, por
camadas e dentro de cada camada por grau de aproximagdo: para cada grau de polinémio em ¢

percorrem-se todos os graus dos polinémios em []. Tendo em conta que os esforcos e os
deslocamentos sio definidos por ordem de aproximac¢ao na espessura, a sequéncia adoptada faz
com que sejam considerados primeiro os esfor¢os ou deslocamentos de ordem par e em seguida

os de ordem impar.

No caso de Xr agrupam-se os valores por elemento, dentro de cada elemento, por faces
horizontais e para cada face por grau de aproximacao, sendo a sequéncia adoptada para os graus

igual a sequéncia anteriormente referida.

Refira-se que a ordenacdo de cada grupo de esforgos, tensdes ou deslocamentos encontra-se

indicada no quadro B.1.

A organizagao dos valores de qr ¢ igual a adoptada para qq, tendo como unica diferenga o facto

de s6 existir grau da fungdo de aproximacio numa direcgio ( ().

Esforcos | Desloc.  Tensdes
O-’(‘i() 0]
(i) Uy &
O-W
M
Oz u® :
O] y
0y,
O-’((iz) M
0 u, t,
UXY

Quadro B.1 — Sequéncia adoptada na listagem dos esforcos, das tensdes ¢ dos deslocamentos.
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Como exemplo apresenta-se a organizagao de X q de uma estrutura com um elemento e duas

camadas de ordem 2 e 0, respectivamente. Para a primeira camada os esfor¢os O, foram

aproximados por polinémios do 1° grau, aproximando-se os restantes esfor¢os por polinémios

do grau 0. Na segunda camada todos os esforcos foram aproximados por polinémios do grau 0.

Elemento

_H__H__H__H__H__H__H__H__H__H__H__H__H__H__H__H__H__H__H__H__H__H__H__H_DH_H__H__H__H__H__H__H__H__H__H__H__H__H_D_H__H__H__H_D_H__H__H__H__H__HDH

12 Camada
28 Camada

OO0O0O00O00O000O00O0O00O00O00000000000000000000000000000 0o oo gom
ODlﬂ 1D|r/ ODlU 1D|U OD:r/
S R &
OO0 OO oo 0O OO OO0 ooooooOooooood
EaRa ¥

c%020% w¥cuBaNaNaRa® o Al ZoXaRaXoXRaXaXoRaRa® 08 0R02 ¥ aBaNaNLD
bbb bbbbbb bobbbbbbbbbbbob b bbb bbb bbb

OO00OOobOOobOOoboOOoboobobOobOooobOooobOobooobooooooooOooooOooOoOo O

_H__H__H__H__H__H__H:H__H__H__H__H:H__H__H__H__H__H__H__H_._H__H__H_D_UD_H_D.D_H_DD_H_DD_H_D_H_DD_H_D_H_DD_H_DDQD
&

X



