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Resumo

Apresenta-se um conjunto de modelos de elementos finitos para a andlise eldstica de
estruturas desenvolvidos a partir dos principios bésicos da Mecénica, isto €, formulando

separadamente as equagdes de equilibrio e de compatibilidade e as relagBes constitutivas.

Os modelos de elementos finitos desenvolvidos tém como base a interpolagio dos
campos estaticos (tensdes ou esfor¢os) no dominio, pele que sdo denominados Modelos
Estéticos de Elementos Finitos. A utilizacdo de fun¢Ges de interpolagio ortogonais, como
os polinémios de Legendre e as fungdes trigonométricas, permite a obtengdo de sistemas

governativos com elevados indices de esparsidade.

Os modelos propostos sio utilizados para a andlise de um conjunto de problemas ndo sé
de elasticidade plana, mas também de elasticidade tridimensional, de pegas laminares e de
pecas lineares. Particular atengfo € dada a aplicagio do modelo desenvolvido na andlise

de laminados de material compdsito.

O modelo desenvolvido para a andlise de pecas laminares baseia-se na expansio em série
do campo de deslocamentos ao longo da espessura. A sobreposi¢io de um conjunto de
problemas bidimensionais permite considerar o comportamento tridimensional deste tipo
de estruturas. Uma metodologia andloga € utilizada na formulagfio do modelo para a

analise de estruturas reticuladas.






Abstract

A set of finite element formulations is derived from first-principles of Mechanics,
namely, equilibrium, compatibility and constitutive relations, and applied to the elastic

analysis of structures.

Direct interpolation of the (generalized) stress field is the unifying feature of the
alternative formulations presented. To obtain highly sparse governing systems,
orthogonal functions are used, such as Legendre polynomials and trigonometric

functions.

The stress models are applied to the analysis of solids, bending plates, stretching plates
and beams. Particular attention is given to the modelling of interlaminar stresses in

laminated composites.

The consistent higher-order models used in the analysis of plates and beams are obtained
by specialization of the three-dimensional formulation. The displacement field is
expanded in a Taylor series along the thickness of the plate in order to generate a
sequence of equivalent two-dimensional finite elements formulations. A similar

procedure is used to derive the higher-order finite element beam formulations.
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1 Introducao

1.1 - Tema

No presente trabalho desenvolve-se um conjunto de modelos de elementos finitos para a
andlise de estruturas. Estes modelos sdo formulados com base nos principios bésicos da
Mecinica, seguindo uma metodologia semelhante A adoptada por Smith51, Freitas12,
Adio da Fonsecal e Moitinho de Almeida32, isto &, no estabelecimento em separado das

equagdes de equilibrio ¢ de compatibilidade e das relagdes constitutivas.

Este procedimento difere do habitualmente utilizado no método dos elementos finitos pois
ndo baseia a formulagio dos diferentes modelos na construgio e minimizagio de uma
fun¢io potencial. No entanto, para cada um dos modelos aqui apresentados, & possivel
definir fun¢des potenciais as quais sfo implicitamente estacionarizadas por meio da

imposicdo das equagdes de comportamento, Freitast4.

Os modelos de elementos finitos desenvolvidos sdo aplicados & anilise eldstica de
estruturas sujeitas a acgdes quase estdticas. O estudo dos virios tipos de estruturas é feito
considerando uma classificagdo quanto as suas caracteristicas geométricas, Assim, sdo
estudadas separadamente as estruturas compostas por corpos tridimensionais, as

estruturas laminares e as estruturas constituidas por pegas lineares.



1.2 - Objectivo

O objectivo que se pretende atingir com a utilizagio dos modelos desenvolvidos é comum
ao da generalidade dos modelos de andlise estrutural, isto é, a obteng¢fo de uma descrigdo
0 mais exacta possivel dos estados de deformacio e de tensdo das estruturas quando

sujeitas a um conjunto de acgdes.

Para caracterizar os estados de tensdo e deformagfio recorre-se habitualmente defini¢do
de esforgos generalizados e de deformagdes generalizadas. Consoante o tipo de
comportamento da estrutura, esses campos estdticos € cinemdticos correspondem,
respectivamente, a distribuigdes de tenses ou de resultantes de tensdes € a distribui¢des

de extensdes e distorgdes ou a modos de deformagio.

Neste trabalho procura-se desenvolver um conjunto de modelos estiticos de elementos
finitos, designados habitualmente por modelos de tensdo, que apresentam Como
caracterfstica comum a interpolagdo directa dos esforgos generalizados, sendo as

condi¢des de equilibrio no dominio e na fronteira estitica impostas independentemente.

As fungBes de interpolagfio dos esforgos generalizados, que podem ou nio satisfazer
localmente as condigdes de equilibrio, sdo utilizadas como fungdes de ponderagio da

condi¢do de compatibilidade no dominio.

Quando a condigfo de equilibrio ndo é satisfeita localmente, torna-se necessdrio interpolar
o campo de deslocamentos no dominio, utilizando-se essas fungdes como fungdes de

ponderagfo da condi¢io de equilibrio.

Na fronteira estética sdo interpolados, independentemente, os deslocamentos, sendo
utilizadas estas fungdes de interpolagdo para ponderagio da condigdo de equilibrio na

fronteira.



Com base nestes modelos estiticos € possivel considerar ndo sé diferentes tipologias de
estruturas bem como adoptar diferentes relagtes constitutivas. Este trabalho, apesar de
considerar a aplicagdo dos modelos estdticos a estruturas tridimensionais, bidimensionais
e reticuladas, sé desenvolve o caso de um comportamento eldstico das estruturas quando

sujeitas a acgdes quase estiticas.

O estudo das pecas laminares e lineares € feito a partir da consideragdo das relagdes
bdsicas estabelecidas para os corpos tridimensionais. A obten¢do das condigdes
simplificadas de equilibrio e de compatibilidade, bem como das relagdes constitutivas a
utilizar na andlise deste tipo de pecgas, baseia-se na expansio em série de Taylor da
variagdo dos campos de deslocamentos ao longo das direcgdes de menor dimensdo das
pecas, de modo a eliminar os correspondentes graus de liberdade. Desta forma € possivel
definir um conjunto de modelos consistentes para a andlise simplificada tanto de lajes e

placas como de estruturas reticuladas.

A partir da formulagdo apresentada para as pegas laminares € possivel obter as
formulagdes habitualmente utilizadas no estudo dos estados planos de tensio e de
deformacfio e, ainda, nfio s6 desenvolver os modelos de laje df:, Kirchhoff22 e de
Reissner-Mindlin47-31, mas também modelos de laje de ordem superior muito utilizados,

como refere Ha20, na andlise de Jaminados de material compésito.

Analogamente, para o caso de pegas lineares € possivel obter uma formulagio genérica a
partir da qual se pode recuperar ndo s6 o modelo de barra de estrutura articulada, mas
também o modelo de barra de pértico, com ou sem deformabilidade por corte, bem como

modelos de barra de ordem superior como os propostos por Vlassov57.



1.3 - Defini¢do do problema

Por forma a tornar claros os conceitos envolvidos no estudo dos diversos modelos de
elementos finitos, interessa definir um conjunto de conceitos bédsicos nos quais assenta
toda a formulagdo. Assim, considera-se a estrutura em andlise definida por meio da
especificag@o de um dominio, V, (tridimensional, bidimensional ou unidimensional) com
geometria e propriedades mecinicas pré-definidas. Para que a descrigio da estrutura em
andlise seja completa, torna-se necessdrio descrever o tipo de ligagio do dominio com o

meio que o rodeia. Assim, consoante a forma de ligagio do dominio ao exterior,

definem-se duas parti¢es na fronteira, T, distintas, mas complementares (I"=I'g L I'y):
a fronteira estitica (I'g) e a fronteira cinemdtica (I'y). Enquanto que sobre a fronteira I'g
as ac¢Oes estdticas do exterior sobre a estrutura estdo quantificadas, sobre a fronteira I'y

sdo conhecidas as ac¢Ges cinemdticas do exterior sobre a estrutura.

A descrigio do estado de tensio da estrutura € feita por meio da defini¢io de um conjunto
de grandezas designadas por esforgos generalizados. Paralelamente, para descrever o
estado de deformagdo da estrutura definem-se as deformacbes generalizadas
correspondentes. Estes esforgos e deformagdes generalizados devem ser criteriosamente
escolhidos para cada tipo de estrutura a analisar. No caso das estruturas tridimensionais
ou das placas identificam-se directamente com as tensdes e as extensdes ou distorgdes.
No caso das lajes e das pecas lineares os esforgos e deformagBes generalizados
escolhidos consistem geralmente em momentos flectores, esforgos normais ou esforgos

transversos € em curvaturas, extensodes ou distorgdes médias.

Outro aspecto que deve ser definido € o que se relaciona com as acgdes sobre a estrutura,
Assim, e de acordo com o Vocabuldrio de Teoria das Estruturas35, NP-761, considera-
se como ac¢do sobre a estrutura toda e qualquer perturbagio que provoca modificagdes
no estado de tensdo e/ou de deformagfo da estrutura, estando estes estados reportados a
uma situagdo ideal de referéncia. Esta defini¢io abrange indmeras ac¢Ges, as quais podem

apresentar diferentes formas (aplicacéo de presses ou imposicdo de deslocamentos),



variagdes com o tempo (estdticas ou dindmicas) e zonas de actuagio (no dominio ou
sobre a fronteira). No presente trabalho, sdo consideradas unicamente acgdes ndo
dependentes do tempo e que podem ser simuladas por meio de forgas no dominio ou na

fronteira, deslocamentos impostos na fronteira ou deformagdes impostas no domfnio.

As equagoes fundamentais que os diversos modelos de elementos finitos devem
satisfazer exprimem as condigdes de equilibrio e de compatibilidade no dominio e na

fronteira e ainda as que caracterizam o comportamento do material da estrutura.

A condigao de equilibrio local relaciona os valores dos esforgos generalizados instalados
na estrutura com as forgas de dominio. Na hipétese da linearidade geométrica, esta

relagdo pode ser expressa por meio do seguinte sistema de equagdes diferenciais lineares,
Ds+b=0 emV, (1.1)

em que o vector § retine os esforgos generalizados, o vector b as forgas de dominio e a
matriz D representa o operador diferencial de equilibrio. Esta relagfo de equilibrio local
identifica-se com a relagdo entre as tensdes e as forgas de massa no caso dos problemas
de elasticidade bidimensional ou tridimensional e com as relagdes entre esforgos e cargas

de vido no caso das lajes ¢ das estruturas reticuladas.

A condi¢d@o de equilibrio na fronteira estitica impde que os esforgos generalizados ao

longo dessa fronteira, I'g, estejam em equilibrio com as forgas de fronteira, podendo ser

expressa na forma,

Ns=tx emTqg, (1.2)

onde N representa a matriz das componentes da normal exterior unitiria correspondentes
ao operador diferencial de equilibrio D e t« o vector que agrupa as forgas de fronteira
impostas na fronteira estdtica. No caso das estruturas tridimensionais e das placas esta

condigdo corresponde & equagio que relaciona as tensdes com as tracgdes na fronteira.



Para as lajes e estruturas reticuladas a equagfo (1.2) relaciona os esforgos com as forgas

aplicadas no contorno e nas extremidades, respectivamente.

A condigfo de compatibilidade no dominio impde uma relagfo entre os deslocamentos e
as deformagdes generalizadas. Esta relagdo, na hipétese da linearidade geométrica,

exprime-se na forma de um sistera de equagdes diferenciais lineares do tipo,
e=D*u emV, (1.3)

em que o vector € agrupa as deformagdes generalizadas associadas aos esforcos
generalizados, s, e o vector u retine os deslocamentos associados as forgas de
dominio, b. Existindo esta correspondéncia entre grandezas estéticas e cineméticas, o
operador diferencial linear de compatibilidade, D*, como refere Freitas13, é adjunto do

operador diferencial de equilibrio, D, apresentado na equacéo (1.1).

Saliente-se que a equacdo de compatibilidade local (1.3) no caso das placas e das
estruturas tridimensionais define as extensdes e distor¢Ges em fungio dos deslocamentos
enquanto que no caso das lajes e das pegas lineares esta equagio define as curvaturas, as

extensoes e as distorgdes médias em fungdo dos deslocamentos.

Ao longo da fronteira cinemdtica, I'y, a condigio de compatibilidade € expressa na forma,

u=ux emIy, (1.4)

onde o vector ux retine os valores impostos para os deslocamentos.

As relagdes constitutivas definem o comportamento do material da estrutura, relacionando
os esforgos generalizados com as deformages generalizadas. Consoante a abordagem
seguida para a modelagdo das caracteristicas mecénicas do material estrutural, assim se
pode optar por uma modelagdo do tipo flexibilidade,

e=F (s, ep) , (1.5a)

ou rigidez,

s=R (e, sg) . (1.5b)



Na equagdo (1.5a), sg representa o vector que retine os esforgos generalizados residuais,
independentes do estado de deformagdo. Em contrapartida, na equagfio (1.5b), eg
representa o vector que retine as deformacgdes generalizadas devidas a acgdes do tipo
deformagao imposta, resultantes por exemplo do efeito das variagdes de temperatura ou

da retracgdo.

No caso de se admitir para o material da estrutura um comportamento eldstico e linear as

equagdes genéricas (1.5a) ¢ (1.5b) podem ser escritas na forma,

e=fs +eg (1.6a)

b

s=k e+ sp (1.6b)

)
respectivamente, representando f a matriz de flexibilidade e k a matriz de rigidez em que

se reunem as constantes eldsticas,

As matrizes de rigidez e flexibilidade séo, para o caso de se admitir um material com um
comportamento descrito pela lei de Hooke generalizada, matrizes simétricas e positivas

definidas, podendo escrever-se as seguintes relacées:
f=ft=k!l ; k=kt=rf"1;

€g =-f S0 5 Sp =-Kk €o

1.4 - Organizacio

Na apresentacfo deste trabalho comega-se por introduzir os modelos estdticos de
elementos finitos de uma forma genérica, tendo em conta as relagdes fundamentais atrés
expressas, mas sem a preocupagdo de uma aplicagio imediata a um determinado tipo de
estrutura, Assim, o desenvolvimento dos diferentes modelos estéticos € feito no segundo

capitulo, sendo formulados tr€s modelos diferentes de elementos finitos.



O primeiro modelo considera a interpolagio do éampo de esforgcos generalizados
recorrendo a um conjunto de fungdes consideradas genéricas, logo, sem a preocupagio
de se utilizarem func¢des que respeitem localmente as condigSes de equilibrio.
Simultaneamente, surge a necessidade de considerar a interpolagfio dos campos de

deslocamentos no dominio e ao longo da fronteira estética.

Seguidamente € considerada a hipétese das fung¢des de interpolagdo dos esforcos
independentes respeitarem a priori as condig@es de equilibrio local. Verifica-se que neste
caso s6 se torna necessdria a interpolagdo dos campos de deslocamentos ao longo da

fronteira estitica, conseguindo-se deste modo um modelo mais compacto.

Por fim, aumenta-se o grau de exigéncia em relagiio as func¢des de interpolagiio dos
esforgos generalizados, obrigando-se que estas fungbes tenham associados campos de
deslocamentos compativeis. Nestas condigdes, verifica-se que em termos genéricos o
sistema resolutivo nfo sofre alteragdes em relagdo ao caso anterior. No entanto, a
definicdo dos diferentes operadores apenas exige integra¢des ao longo das fronteiras dos

elementos.

Por forma a testar o comportamento dos modelos formulados, no capitulo 3 procede-se 4
aplicag@io destes modelos ao caso de problemas de elasticidade plana, recorrendo a
utilizacfo de familias de fun¢des de interpolagdo derivadas de séries trigonométricas e de
polinémios de Legendre. A aplicagdo das fungdes de interpolagio aos diferentes modelos
baseia-se, sempre que possivel, na técnica da programacgio simbdlica. Desenvolvendo
analiticamente a defini¢io dos diferentes operadores, consegue obter-se um melhor
desempenho ao nivel do tempo de cédlculo do que quando se recorre a técnicas de

integracdo numérica.

Por forma a caracterizar o comportamento dos diferentes modelos e das diferentes
familias de fungdes de interpolagfio, considera-se um conjunto de problemas tipo,

nomeadamente o estudo do comportamento de uma consola curta sujeita & tracgio ¢ &



flexdo, o estudo de uma placa em L traccionada e o estudo de uma secgio tubular sujeita a
pressdo externa. Sempre que possivel comparam-se os resultados obtidos com os

apresentados por outros antores ou com os correspondentes 3 solugio exacta.

No capitulo 4 € desenvolvido um modelo estdtico de elementos finitos adaptado A anélise
eldstica de solidos utilizando polindmios de Legendre como fungdes de interpolagdo. A
andlise do comportamento de uma consola curta com sec¢io em T em modo combinado
de flexdo, tor¢io e corte € utilizada para ilustrar a aplicagdo deste modelo ao caso de

estruturas tridimensionais.

A simplificag@o para o comportamento das pegas laminares é realizado no capitulo 5
recorrendo a uma expansdo em série de Taylor do campo de deslocamentos ao longo da
sua menor dimenséo, a espessura. Desta forma consegue reduzir-se a andlise das pegas
laminares, as quais corresponde um comportamento fridimensional, 2 andlise de um
conjunto de problemas referidos a um dominio bidimensional. Dependendo dos termos
considerados na expansdo em série, € possivel recuperar os modelos tradicionalmente
utilizados na anélise de pegas bidimensionais. Por forma a exemplificar o comportamento
dos diferentes modelos, considera-se a andlise de uma laje quadrada encastrada com um

bordo livre sujeita a uma pressdo uniforme.

No capitulo 6 sdo desenvolvidas as relagdes constitutivas para materiais ortotrdpicos de
modo a aplicar o modelo anteriormente desenvolvido ao caso dos laminados de material
compdsito. Esta aplicagfio permite demonstrar as capacidades deste modelo na andlise de

estruturas planas em que os efeitos tridimensionais adquirem especial importincia,

O desenvolvimento da formulagio para a andlise de pecas lineares segue uma
metodologia em tudo andloga A seguida para as pegas laminares. Neste caso procura
reduzir-se o problema da andlise das pecgas lineares & andlise de um conjunto de
problemas unidimensionais. No capitulo 7 desenvolve-se o modelo de pega linear

verificando-se que, tal como sucedia para os modelos bidimensionais, se recuperam os
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modelos de ordem inferior tradicionalmente utilizados na andlise de pegas lineares. A
aplicagdo destes modelos é feita recorrendo & andlise de um pértico tridimensional de
betdo armado, considerando-se uma adaptagfio que permite ter em conta o comportamento

eldstico ndo linear,

No capitulo 8 apresenta-se uma sintese do trabalho desenvolvido realgando as principais
caracterfsticas dos modelos formulados. A avaliagdo dos resultados obtidos a partir dos

diferentes modelos permite definir linhas de ac¢fio para futuros trabalhos neste dominio.



2 Modelos Estaticos de Elementos Finitos

No presente capitulo apresenta-se um estudo sobre a formulagio de modelos estiticos de
elementos finitos, também designados como elementos finitos de tensdo. A caracteristica
comum a estes modelos reside no facto das equagdes de equilibrio no dominio e na

fronteira estdtica serem impostas independentemente.

Os campos estdticos sdo interpolados no dominio, verificando localmente ou
ponderadamente as condigdes de equilibrio. Simultaneamente, as fungdes de interpolagio
dos campos estdticos sdo utilizadas como fungdes de ponderagio da condigio de
compatibilidade local. Na fronteira estdtica sdo interpolados os deslocamentos, sendo

utilizadas as fungdes de interpolagdo para ponderar as equagtes de equilibrio na fronteira.

Neste capitulo apresentam-se trés modelos de andlise, os quais diferem no tipo de
fungdes interpolado'ras utilizadas. As designagdes adoptadas para estes modelos
baseilam-se nas caracteristicas das fungfes de interpolagio adoptadas, sendo referidas
sempre que possivel outras designagdes encontradas na bibliografia para os mesmos
modelos. Assim, consideram-se os seguintes tipos de fungdes:

- fung¢des de interpolagdo genéricas;

- fungdes de interpolacdo autoequilibradas;

- fungdes de interpolagdo autoequilibradas e compativeis.

11
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Entende-se por fungdes de interpolagdio genéricas conjuntos de fungdes continuas e

diferencidveis ds quais ndo sio ¢ priori impostas quaisquer outras restri¢des.

As fungdes de interpolag@o autoequilibradas sdo fungdes que definem campos estaticos

que satisfazem as condi¢des de equilibrio local, na auséncia de forgas de massa.

As fungdes de interpolagdo equilibradas e compativeis sio fungdes de interpolagfo que,
para além de definirem campos de esforgos autoequilibrados, tém associados campos

cineméticos compativeis.

Consoante as aproximagdes feitas ao longo do desenvolvimento de cada modelo, surgem
diferentes condicionantes & definigio dos elementos finitos, bem como & sua reunifio

tendo em vista a simulag@o do comportamento da estrutura em andlise.

No presente capitulo sfo referidos, para cada um dos modelos desenvolvidos, os

problemas relacionados com a discretizagio e reunio de elementos finitos.

2.1 - Funcgoes de interpolacio genéricas

O desenvolvimento dos diferentes modelos tem como base as equagdes fundamentais
definidas em 1.3. Assim, a condigfo de equilibrio local, que relaciona os esforgos

generalizados, s, com as for¢as de dominio, b, € expressa pela equagio,

Ds+b=0 emV. (2.1)

A condi¢io de equilibrio na fronteira estdtica, I'y, imp8e uma relagfo entre os esforgos

generalizados ao longo da fronteira estética e as forcas de fronteira, t«, sendo escrita na

forma,

Ns=tyx emlqg. (2.2)



A condicfo de compatibilidade no dominio impde uma relagfio entre os deslocamentos, d,

e as deformagGes generalizadas, e,
e=D*u emV. (2.3)
Ao longo da fronteira cinemdtica, Iy, a condigdo de compatibilidade € expressa na forma,

u=ux emly, (2.4)

onde o vector ux retine os valores impostos para os deslocamentos.

As relagBes constitutivas podem ser escritas numa abordagem do tipo flexibilidade ou do
tipo rigidez na forma,

e=fs+e | (2.5a)

s=ke+sp (2.5b)

’

respectivamente, representando f a matriz de flexibilidade e k a matriz de rigidez,

admitindo-se para o material da estrutura um comportamento el4stico e linear .

Considere-se seguidamente uma interpolag@o do campo de esforcos generalizados tendo

em conta a sua decomposi¢do em duas parcelas,

S = S + S , (2.6)
sendo sp a parcela particular e S¢ a parcela complementar tal que,
sc=SX, (2.7)

onde a matriz S agrupa as fung@es de interpolag@o e o vector X os pesos que lhes estio

associados, designados por esforgos independentes.

Tendo em conta esta interpolagido para os esforgos generalizados as equagdes de
equilibrio no dominio, (2.1), e na fronteira estética, (2.2), podem ser escritas do seguinte
modo:

DSX+Dsyg +b=0 emV; (2.8)
NSX+Nsg =t« emTg. (2.9)

13
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A equagio de compatibilidade (2.3) pode ser satisfeita de uma forma ponderada, em que

as fungoes de peso coincidem com as fungdes de interpolagio de esforcos:

[ste-p*wav =0 . (2.10)

Esta equag@o de compatibilidade pode ser expressa na forma alternativa,
v=[StD*u av , (2.11)

€m que o vector,
v=|steav , (2.12)

agrupa as deformagdes independentes duais dos esforgos independentes X, visto

verificarem a relacfo:

jsgedv = Xty

Se forem introduzidas na definigio (2.12) as relagGes constitutivas expressas na forma
(2.5a), e tendo em conta a interpolacio dos esforgos (2.6) e (2.7), obtem-se a seguinte

relacfo entre deformagdes independentes e esforgos independentes,

v=F X+ vy-vg , (2.13)
em que:
F=|Stfsav; (2.14a)
vg = j Stfsy dV ; (2.14b)
vg = J Stfsp dV. (2.14c¢)

Procedendo-se a integragio por partes do segundo membro da equagio (2.11), obtem-se

a seguinte relagdo entre as deformagdes independentes e os deslocamentos:

v= [(N§)tudr - [ (DS)tuav . (2.15)



Combinando as relagdes (2.13) e (2.15) obtem-se a seguinte expressdo para a equagio de

compatibilidade:

FX+vo-ve=] (NS)tu dr - [ (DS)tuav . (2.16)

O modelo assim formulado, em que as fungdes de interpolagdo dos esfor¢os
generalizados apenas se impGe a condigfo de serem integrdveis, passar4 a ser designado

como modelo EG, (Modelo estitico com fungdes de interpolagio genéricas).

Para que a equagdo de compatibilidade (2.16) possa ser aplicada, torna-se necessério
conhecer o campo de deslocamentos, u. Se os deslocamentos, U, ao longo da fronteira
cinemdtica, I'y, sdo conhecidos a priori , ji o mesmo nio sucede com os deslocamentos

no dominio e na fronteira estitica, I'g. Surge assim a necessidade de interpolar os

campos de deslocamentos no dominio e na fronteira estdtica.

Considere-se, entdo, para os deslocamentos no dominio uma interpolacio definida do

seguinte modo,

u=Ud emV, (2.17)

onde a matriz U agrupa as fun¢es de interpolagiio e 0 vector d os pesos que lhes estio

associados.

Considere-se ainda, para o campo de deslocamentos, u, ao longo da fronteira estética,

I'c , uma interpolagio independente. Essa interpolagdo pode ser escrita como,
u=%Zq em Ig , (2.18)

onde a matriz Z agrupa as fungdes de interpolagio e o vector  os pesos que lhes estdo

associados.

15
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Tendo em conta as interpolagdes de deslocamentos acima definidas, a equagédo de

compatibilidade, (2.16), pode ser escrita na forma,

FX+Ad-Bgq=vs«+vg -vg , (2.19)
em que:
A=[@su av, (2.20a)
B=|[(NS)tZ dIg (2.20b)
Vi = j (NS)tus dly . (2.20¢)

No que diz respeito as condi¢Ses de equilibrio, a satisfagdo das equagdes (2.8) e (2.9)
depende do tipo de fungGes de interpolagdo escolhidas para os esforgos generalizados.
Assim, e por forma a ndo condicionar a priori a natureza destas fungdes, considere-se
que:

DS#0c¢ Dsgp+b=0 emV.

Nestas condigdes a equagio de equilibrio no dominio deve ser satisfeita de uma forma
ponderada, utilizando-se as fungdes de interpolagio dos deslocamentos no dominio, U,

como fungdes de ponderagio,
JUt(DSX+Dso+b) dav =0 . (2.21)

A equagéo de equilibrio no dominio toma a forma,

AtX=-R-Rg, (2.22)

em que,
R=|Utb av, (2.23a)
Rg = J UtD sgdV , (2.23b)

e a matriz de equilibrio Alé a transposta da matriz de compatibilidade, A, definida

em (2.20a).



As forgas de dominio generalizadas, R, sdo duais dos parimetros de deslocamento, d,

visto obedecerem 2 relagio:

[btudv = Rtd .

Analogamente, a equagdo de equilibrio na fronteira estdtica, (2.9), é imposta
ponderadamente, usando agora as fung¢des de interpolagdo dos deslocamentos, Z, como

fungdes de ponderagio,

J-Zt(NSX-rNso-t*)ch:O . (2.24)

A equacdo de equilibrio na fronteira estatica toma a forma,

Bt X = Qx - Qq, (2.25)

em que,
Qs=[ Ztts dTg (2.262)
Qo= | ZtNsp dlg , (2.26b)

e a matriz de equilibrio Bt ¢ a transposta da matriz de compatibilidade, B, definida

em (2.20b).

As forgas de fronteira generalizadas, Q, sdo duais dos pardmetros de deslocamento, q,

visto obedecerem & relagéo:

JttudI“G=th .

O modelo EG assim formulado é um modelo coerente descrito pelo seguinte sistema

governativo:
'F -A B X VO - V* - Vg
AL d p= R + Ro (2.27)
Bt . . q Qx - Qo

17
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As suas principais caracteristicas, em termos de campos interpolados ¢ de equagdes

impostas ponderadamente ou localmente, encontram-se resumidas no quadro seguinte.

" Equag¢tes Varidveis “
" Equilibrio  {Compatibilidade Estéticas Cineméticas
Dominio Ponderadas Ponderadas Interpoladas Interpoladas
(2.21) (2.10) (2.6) (2.7) (2.17)
Fronteira Ponderadas Impostas Interpoladas
(2.24) (2.4) (2.18)

O modelo EG, tendo em conta as interpolagdes efectuadas, e seguindo as designagdes
adoptadas por Pian43, pode ser classificado como um modelo de elementos finitos
hibrido e misto. Hibrido por serem interpoladas simultaneamente e independentemente
grandezas no dominio e na fronteira. Misto por se interpolarem independentemente duas
grandezas distintas no dominio. Este modelo corresponde ao "Modelo estético misto”

apresentado por Moitinho de Almeida32 .

2.2 - Funcdes de interpolagao autoequilibradas

Admita-se agora que as fung¢des de interpolagdo dos esforgos generalizados sdo
autoequilibradas, isto €, fungdes que respeitem a equagdo de equilibrio, (2.8), na

auséncia de forgas de dominio:
DS=0 emV,. (2.28)

Neste modelo, que passari a ser designado como modelo EA (Modelo estitico com
fungdes de interpolagiio autoequilibradas), a satisfagio da condi¢do de equilibrio no
dominio (2.8) € conseguida por meio da escolha de uma solugdo particular, sp, que

equilibre as for¢as de dominio, b:

Dsp+b=0 emV, (2.29)



Tendo em conta as caracteristicas impostas para as fungdes de interpolagéio, (2.28) e

(2.29), a equagfio de equilibrio no dominio, (2.22), torna-se universalmente satisfeita:
A=0 ; R+Rp=0.
Simultaneamente, a equagio de compatibilidade (2.19) toma a forma,
FX-Bq=ve+vy -v , (2.30)

em que o operador de flexibilidade, F, o operador de compatibilidade, B, e as

deformagdes independentes, v«, vg € v, mantém as defini¢des j4 apresentadas.

Tal como sucedia no modelo EG, o equilibrio ao longo da fronteira estitica ¢
estabelecido de uma forma ponderada, em que as fungdes de peso coincidem com as
fungdes de interpolagdo dos deslocamentos na fronteira estitica, Z. O equilfbrio ao longo

da fronteira estdtica continua, assim, a ser expresso pela equacéo (2.25).

O modelo EA assim formulado € descrito pelo seguinte sistema governativo:

VO - V% - Vg
-F B X (2.31)

Bt . q Q= - Qo

As principais caracteristicas deste modelo, em termos de campos interpolados e de

equagbes impostas localmente ou ponderadamente, encontram-se resumidas no quadro

seguinte,
Equacoes Varidveis
Equilibrio | Compatibilidade Estdticas Cinemdticas
Domimio Impostas Ponderadas Interpolad—as
(2.28) (2.29) (2.10) (2.6) (2.7)
Fronteira Ponderadas Impostas Interpoladas
(2.24) (2.4) (2.18)
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O modelo EA baseia-se na interpolagio dos esforgos generalizados no dominio bem
como dos deslocamentos na fronteira estdtica, podendo ser classificado, seguindo a
terminologia de Pian?3, como um modelo de elementos finitos hibrido. Note-se ainda
que, ao contrario do que sucedia no modelo EG, ndo ¢ feita no modelo EA qualquer
interpolago de deslocamentos no dominio. Este modelo corresponde ao "Modelo estdtico
puro” apresentado por Moitinho de Almeida32 ou & "Descrigdo nodal do modelo misto"

apresentada por Freitasl5.

2.3 - Fungoes de interpolacio autoequilibradas e compativeis

Neste modelo as funges de interpolagio dos esforgos generalizados escolhidas, S e sp,
sdio fungdes que além de respeitarem as condi¢des de equilibrio, (2.28) € (2.29), tém
associados campos de deslocamento compativeis, designados respectivamente por U e
Up. Considera-se, ainda, que para os esfor¢os generalizados residuais, sg, existe o

correspondente campo de deslocamentos, Ug .

Nestas condigdes, € possivel exprimir a dependéncia entre os campos estdticos e

cinematicos na forma,

fS=D"U, (2.32a)
fsop=D* Up , (2.32h)
fsg=D* Ug , ' (2.32¢)

em que f representa a matriz de flexibilidade.

No modelo assim definido, que passard a ser designado por EAC (Modelo estdtico com
fungbes de interpolagio auntoequilibradas e compativeis), o equilibrio no dominio é
respeitado da mesma forma que no modelo anterior EA, (2.28) e (2.29), podendo no

entanto na definigdo do operador de flexibilidade, F, e das deformag6es independentes,



vp € vo, serem substituidos os campos de esforgos generalizados pelos correspondentes

campos de deslocamentos, obtendo-se as seguintes defini¢es:

F=|stfsav = [stp*vav ; (2.33a)
vo=[Stfsg dV = [StD* Ugav ; (2.33b)
vo=[Stfso dv = [StD* Ugav . (2.33¢)

Integrando por partes o segundo membro das defini¢des (2.33) e tendo em conta (2.28)

obtém-se as seguintes defini¢bes:

F= [ (NSt U dT ; (2.34a)
Vg = _[ (NS)t Ug dT" ; (2.34b)
vo= [ (NS)t Ugar . (2.34¢)

A descrigdo do modelo EAC € assim idéntica 2 do modelo EA,

YO - Vx =~ Vg
-F B X l_ (2.35)

Bt | q Qs+ - Qo

apesar das novas definigdes obtidas para o operador de flexibilidade, F, e para as
deformagdes independentes, vg e vq. A particularidade do modelo EAC reside no facto
de, em consequéncia de se impor a existéncia dos campos de deslocamentos definidos em
(2.32), todos os operadores presentes no sistema governativo sio resultado de
integragdes realizadas apenas na fronteira. Esta particularidade torna o presente modelo

bastante interessante do ponto de vista numérico.
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2.4 - Aplicacdo dos modelos de elementos finitos

O desenvolvimento dos diferentes modelos estdticos teve como base a consideragio de
um dominio genérico sem ter em ateng@io a sua adaptagido a uma discretizagdo por
elementos finitos. E contudo necess4rio analisar quais os problemas que devem ser tidos
em conta na aplicacdo dos diferentes modelos, bem como quais as razdes que podem

obrigar & discretiza¢ao por elementos finitos das estruturas em anélise.

A dificuldade na aplicagfio de qualquer modelo de elementos finitos apresenta em geral

duas vertentes: a montagem do sistema governativo e a sua resolugio.

As dificuldades na montagem do sisterna governativo tém como origem as integragdes
presentes nas defini¢cGes dos vérios operadores. Estas integragdes dependem nfo sé6 da
complexidade das fung¢des de interpolagdo utilizadas, mas também da complexidade dos

dominios de integracdo.

Como no capitulo seguinte se constatard, para uma mesma famflia de fungdes, a
complexidade das fungdes de interpolagio cresce quando se passa do modeio EG para o
modelo EA e deste para o modelo EAC; este facto ndo constitui surpresa, sendo

consequéncia das exigéncias crescentes feitas as fungdes de interpolagfo.

Uma forma de limitar a complexidade dos dominios de integragdo, limitando também a
complexidade na realizagdo dos vdrios integrais, é a divisio dos dominios de integragdo
em elementos de geometria simples. Para elementos com caracteristicas tipificadas é
possivel encontrar expressoes genéricas para os vérios integrais. Em certos casos existem
mesmo solucdes analiticas que permitem poupar os custos, em tempo e volume de

cdlculo, que a integracdo numérica sempre acarreta.

Nos modelos atrds apresentados, cada um dos elementos pode ser definido como um

dominio distinto ao qual estd associado um sistema governativo. A ligagio entre os vérios



elementos € feita impondo que elementos adjacentes partilhem, nas fronteiras comuns, as

mesmas fun¢oes de interpolagfo dos deslocamentos, (2.18).

As dificuldades na resolucio dos sistemas governativos estio ligadas 4 dimensfo e
caracteristicas dos sistemas, nomeadamente em termos de simetria e indices de

condicionamento ¢ esparsidade.

A simetria dos sistemas governativos para os modelos apresentados é garantida pela
coeréncia, em termos de interpolagdes e ponderagdes, adoptada na sua formulagfo. A sua
esparsidade e dimens#o dependeriio, em grande medida, do tipo de fungdes escolhidas
para as vdérias interpolagdes. A escolha de familias de fungdes ortogonais garante a
partida elevados indices de esparsidade dos sistemas governativos e propicia o seu bom

condicionamento.

No processo de resolugio dos sistemas governativos devem ser previstos procedimentos
que permitam a eliminacfo de equagdes linearmente dependentes por forma a permitir a

eliminagéo dos modos de deformagio espirios.

2.4.1 - Modos de deformacio espiirios

Na aplicac@io dos modelos estéticos de elementos finitos deve ser dada especial atengdo ao
problema da possivel existéncia de modos de deformacg@o espiirios. Estes modos de
deformagfio, spurious modes como os designa Maunder30, manifestam-se por meio da
existéncia de equagSes linearmente dependentes no sistema governativo. A sua origem
estd relacionada nio s6 com o fﬁcto de as diferentes interpolacdes serem realizadas
independentemente, mas também com a topografia da estrutura. Assim, o aparecimento
de modos espurios depende néo sé das caracterfsticas das fungdes de interpolagdo, mas

também da geometria dos elementos e da forma como estes se ligam entre si.
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No presente trabalho ndo serd abordado o problema da metodologia a seguir para evitar o
aparecimento dos modos de deformagio espiirios. Estes modos serfo eliminados durante
o processo de resolugdo do sistema governativo por meio do anulamento dos

correspondentes graus de liberdade.

No que diz respeito aos modos de tensdo espiirios, este problema nfo € considerado,
pois, ao contrdrio do que sucede em relagiio aos modos de deformacdo, a escolha de
fungdes linearmente independentes para a interpolagio dos esforgos generalizados

assegura a partida a ndo existéncia destes modos de tensdo.

2.4.2 - Elementos finitos no modelo EG

No modelo EG considera-se a interpolagdo dos esforgos generalizados no dominio e,
independentemente, dos deslocamentos no dominio € na fronteira estitica. A grande
liberdade na escolha das fungdes de interpolagio permite uma grande facilidade na
defini¢cdo de elementos finitos mestres, nos quais € possivel definir analiticamente os

operadores de equilibrio, compatibilidade e elasticidade.

Este procedimento, semelhante ao utilizado nos elementos finitos isoparamétricos,
permite, para uma famflia de fungdes de interpolagio, definir os operadores presentes no
sistema governativo em func¢fo dos pardmetros que caracterizam a mudanca de
coordenadas entre o referencial em que se encontra definido o elemento finito e o

referencial local do elemento mestre.

No anexo A3.1 apresenta-se, para o caso da elasticidade plana, a adaptag@o do elemento
finito rectangular de 8 nés ao modelo EG. Da andlise das expressdes af apresentadas para
os diferentes operadores conclui-se que, escolhendo criteriosamente as familias de
fungbes de interpolacfio a utilizar, € possivel definir analiticamente todos os integrais

apresentados. Mais uma vez se destaca a importincia da escolha de familias de fungoes



ortogonais em relagio ao dominio dos elementos mestres por forma a facilitar, ndo sé a

realizacfio das integragdes, mas também a resolucfio dos sistemas governativos.

Devido ao facto de no modelo EG serem interpolados independentemente os
deslocamentos na fronteira estdtica e no dominio, 0 aparecimento de modos de
deformagio espiirios torna-se bastante frequente. A utilizagio de ordens de interpolagdo
para os deslocamentos no dominio inferiores as utilizadas para os deslocamentos na

fronteira limita, e geral, o aparecimento destes modos de deformagio.

2.4.3 - Elementos finitos no modelo EA

No modelo EA torna-se necessério interpolar os esforgos generalizados no dominio € os
deslocamentos na fronteira estdtica. As func¢des de interpolacdo dos esforgos
generalizados devern ser autoequilibradas, isto €, devem satisfazer localmente a equagéo

diferencial de equilibrio (2.28).

Estando o operador diferencial de equilibrio definido no referencial da estrutura, pode
ndo ser possivel definir ¢ priori, para o modelo EA, func¢des de interpolagédo referidas a
um referencial local. A escolha de elementos finitos mestres para os quais apenas sfo
definidas mudangas de referencial com matriz de transformagfo diagonal permite
ultrapassar esta dificuldade. Alternativamente, pode recorrer-se a integrago directa dos

termos dos operadores presentes no sistema governativo.

Entre estas duas opgdes, a primeira parece ser mais eficiente do ponto de vista numérico,
mas demasiadamente restritiva, sendo mais razodvel optar pela integragiio directa dos

operadores partindo da defini¢do das fungfes de interpolagio no referencial da estrutura.

Para o caso das estruturas planas € possivel recorrer a um artificio, utilizado por Moitinho
de Almeida3? e Maunder?? por forma a melhorar do ponto de vista numérico o

desempenho deste modelo. Este artificio consiste na transformacgio das integragfes no
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dominio em integragdes na fronteira recorrendo a seguinte férmula de integragio por

partes,

jf (x,y) dV = fo(f) ier dr , (2.36)
A S

em que Px () representa a primitiva de f (x,y) em ordem a x. Uma férmula andloga

pode ser escrita utilizando primitivas de f (x,y) em ordem a y.

Regra geral, estas integracdes sdo realizadas numericamente, pois as condigfes impostas
as fungdes de interpolagdo, aliadas ao elevado nimero de parimetros, torna de grande
complexidade e de dificil exequibilidade a integracfo analitica dos diferentes operadores

presentes no sistema governativo do modelo EA.

Convém ter em conta que, para geometrias simples, a utilizagdo de familias de funcdes de
interpolacio ortogonais, se bem escolhidas, poderd em alguns casos produzir sistemas

governativos com elevados fndices de esparsidade.

2.4.4 - Elementos finitos no modelo EAC

A principal diferenga entre 0 modelo EAC e o modelo EA reside no facto de no modelo
EAC se exigir que as fungGes de interpolagio dos esfor¢os generalizados, além de serem
autoequilibradas, tenham associados campos de deslocamentos compativeis. Assim, as
dificuldades apontadas para a aplicaggo de elementos mestres no modelo EA mantém-se

para o0 modelo EAC.

O artificio para eliminar os integrais de dominio, sugerido no modelo EA, perde a sua
utilidade, pois todos os operadores presentes no sistema governativo sé dependem de

integragdes na fronteira,



Estando definidas regras bastante restritivas para a geragio das fun¢des de interpolagéo,
estas fungbes apresentam geralmente alguma complexidade, dificultando a sua integragdo

analitica, como poder4 ser verificado no capitulo seguinte.
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3 Estudo de Funcoes de Interpolacao

No presente capitulo sdo testados os modelos descritos no capitulo 2 recorrendo a
problemas de elasticidade plana. A utilizaggo deste tipo de problemas permite comparar o

comportamento de diferentes familias de fungGes de interpolagio.

O estudo dos problemas de elasticidade plana inicia-se com a defini¢do dos esforgos e
deformagdes generalizados € com a especificagdo dos operadores de equilibrio e de

compatibilidade, bem como dos operadores de rigidez e flexibilidade.

As fungdes de interpolago escolhidas sdo fungdes sinusoidais para os modelos EG, EA

e EAC e ainda polinémios de Legendre para o modelo EG.

A utilizagdo de fungdes trigonométricas na solugfio de problemas de elasticidade foi uma
técnica bastante divulgada por autores como Love2?, Fungl? e Muskhelishvili34. Nos
Gltimos anos, diversos autores, Krahula23, Chakrabarti8, Arantes e Oliveira3?,
Petrolitod2, Kusama24, tém retomado a utilizagio deste tipo de fungdes como fungdes de
interpolagdo, quer no método dos elementos finitos, quer no método dos elementos de

fronteira.

A escolha de fungdes de interpolagio do tipo sinusoidal justifica-se pela facil geragio

deste tipo de fungdes, mesmo quando sujeitas a restrigbes como as exigidas nos

29



30

modelos EA e EAC. Na realidade as fungdes sinusoidais permitem que se estabelegam
as defini¢bes dos vérios operadores intervenientes em fungdo do seu periodo, o que
facilita a ge:ragﬁo e a manipula¢do de um conjunto hierdrquico de fungdes. Acresce ainda
o facto de, devido 2 ortogonalidade destas fungdes, os operadores intervenientes nos

vérios sisternas governativos apresentarem altos fndices de esparsidade.

Os polinémios de Legendre, sendo também fungGes ortogonais, permitem uma fécil
geragio e manipulagfio dos véirios operadores. Contudo j4 ndo sdo tio adequados para a
utilizacdo nos modelos EA e EAC devido as dificuldades que apresentam quando se

pretende satisfazer as exigéncias adicionais formuladas nestes modelos.

A utilizagdo de um conjunto de problemas tipo permite comparar as solugtes obtidas a
partir das diferentes formulagGes e discutir as vantagens e inconvenientes de cada uma

delas.

3.1 - Definicao dos operadores intervenientes

Nos problemas de elasticidade plana as varidveis estdticas e cinemndticas habitualmente
utilizadas s@o as tensSes € as deformagdes referidas a um sistema de coordenadas

cartesianas. Assim, os vectores dos esforgos e das deformagGes generalizadas podem ser

definidos como,

Oxx Exx
$=30yyp , e= &y, , (3.1)
0'xy ny

em que X e y definem um sistema de coordenadas cartesianas.

Os deslocamentos a ter em conta sdo os deslocamentos ao longo das duas direc¢des do

plano, x, y. As forgas de dominio ¢ as forgas de fronteira sdo também referidas a estas



duas direcgdes:

Uy bx tx
u= ’ b = ’ t=
uy by ty

O operador diferencial de equilibrio D e a matriz das normais que lhe estd associada, N,

(3.2)

sdo definidos por,

0 0 ., N=|ny . ny ’ (3.3)

D = o
ox

oy
9
oX

QJIQJ
e

em que Ny e Ny representam, respectivamente, as componentes segundo as direcgdes X €

y da normal unitdria exterior a fronteira.

O operador de compatibilidade, D*, € adjunto do operador de equilibrio, D, isto &,

Al

- = . (3.4)
1} aak

-1k dji com O =X,y

Ao nivel das relacdes constitutivas, para o caso particular do estado plano de tens@o de

uma estrutura de material isotrépico, definem-se os seguintes operadores de elasticidade,

E
k = ’ 3.5a
vz (1 v o (3.5a)
\% 1 0
1-v
0 0 2
T -
f =11 -v 0 , (3.5b)
v 1 0
0 0 2(1+v)

onde E representa o médulo de elasticidade e v o coeficiente de Poisson.
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3.2 - Modelo EG utilizando fung¢oes sinusoidais
3.2.1 - Fungdes de interpolacie das tensdes no dominio

Para 0 modelo EG utilizando fung@es sinusoidais, a escolha das fungdes de interpolagio
dos esforgos, S, recai sobre a familia de fungdes de sinusoidais mais simples de gerar e
que corresponde ao desenvolvimento em série de Fourier de cada componente do campo

de tensdes. Este conjunto de fungdes pode ser expresso na seguinte forma:

| Funcdes baseadas na funcio constante

Oxx I Sg 0 0 Ce 0 0

oy || 0 St 0 0 Cr 0

oy || 0 o | st | o o | c |

Oxx Sp 0 0 Cy 0 0

Oyy 0o | s, 0 o | c, 0

oy | 0 0 Sy 0 0 Cn
_ || _ Fungdes correspondentes a ondas cruzadas En ||
| o | Sesa| 0 [ 0 Jcecy| o [ o |
" Oyy 0 SE Sy 0 0 Ce Gy 0 “
| o 0 0 |sesy || o T

Oxx St Cy 0 0 " Ce Sq 0 0

Oyy 0 fseCcal 0 [ 0 Jcesq| O

ox 0 0 |secy ] 0 | o [ces
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Nestas expressdes, utiliza-se a seguinte notagao,

St = sin [—;—-m T (1+§)], Ce = cos [—%—m T (1+§)] )
Sy = sin [—;-n i (1+n)], Cy = cos [%n T (1+n)] R

em que & e 1} representam as coordenadas locais do elemento, que variam entre -1 ¢ 1 .
Os pardmetros m ¢ n sdo inteiros positivos que representam o ndmero de semi-ondas de

cada fungfo, segundo & e ), respectivamente.

No modelo EG utilizando fungdes trigonométricas, verifica-se que o niimero de fungdes
de interpolacdo de tensdo a utilizar, ng, depende do niimero de termos considerado no

desenvolvimento em série, N, de acordo com a seguinte relagio:

ny =3+ 12N + 12 N2, (3.6)

3.2.2 - Funcoes de interpolacio dos deslocamentos no dominio

Para fungtes de interpolagio dos deslocamentos no dominio, U, tomam-se as fungdes
resultantes do desenvelvimento em série de Fourier de cada componente do campo de

deslocamentos. Estas fun¢des podem ser expressas na seguinte forma:

Funcdes baseadas na funcio constante

Fungdes correspondentes a ondas segundo &

we S o | c 0
u 0 se | o c
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I_ Fungdes correspondentes a ondas segundo 1
| Uy ‘r 0 Ch 0
" Uy Cy "

Sn
0_ T

Em relagio a interpolagio dos deslocamentos no dominio, o niimero de funges a utilizar,
ng, depende do nimero de termos considerado no desenvolvimento em série, N, através

da seguinte expressdo:

ng=2+8N +8N2, (3.7)

3.2.3 - Funcdes de interpolacio dos deslocamentos na fronteira

Para funcGes de interpolagiio dos deslocamentos na fronteira tomam-se as fungdes
sinusoidais resultantes da expansdo em série de Fourier de cada componente do campo de

deslocamentos na fronteira, isto &,

| Fungio consta;e || ~ Funcio S4 |i Funglio Cs H
| Ux " 1 0 " Ss 0 l Cs 0
H 0 1 " 0 " 0 Cs "

| Uy Ss

emque :
Sg=sin[—-—in (1+s)], Cs=cos [-T-in (1+s)
g = 3 , § = i +s)|.
A coordenada local, s, varia entre -/ e I , sendo i o inteiro positivo que representa o

niimero de semi-ondas de cada fungo.



Para cada trogo de fronteira, e por cada direcgdo, hd a considerar,
ng=1+2N, (3.8)

fungdes de interpolagdo em fungio do nimero de termos considerado, N.

3.2.4 - Aplicacdo do modelo desenvolvido

A aplicagio do modelo EG utilizando fungdes trigonométricas é realizada com base na
formulagido de um modelo semelhante, em alguns aspectos, ao modelo de elementos
finitos isoparamétricos. Assim, € possivel desenvolver um conjunto de elementos tipo,
para os quais, com base na posigio espacial dos seus nds, é construida uma mudanca de
coordenadas entre o referencial global da estrutura e o referencial local do elemento, onde
sfo definidas as fungdes de interpolagdo. No anexo A3.1 apresenta-se o desenvolvimento
da mudanga de coordenadas, bem como da redefini¢do dos operadores presentes no

sistema governativo, (2.27), para o elemento rectangular de 8 nés.

3.3 - Modelo EA utilizando fungoes sinusoidais
3.3.1 - Fungbes de interpolacio das tensoes no dominio

As fungdes de interpolacdo dos esforgos generalizados a utilizar no modelo EA sdo
fungSes autoequilibradas, equag@io (2.28). Tendo como base fungdes sinusoidais, é
possivel gerar um conjunto de fungdes que tém a particularidade de, para cada valor
adoptado para o periodo, definirem uma familia completa de fungdes autoequilibradas.

Estas fun¢des podem ser listadas na seguinte forma:

| Fungdes baseadas na fungdo constante
" Oxx I 1 0 0 '
L ow | 0 "

0 1
" Oxy 0 0 1 "
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| Fung¢des baseadas em Sy || Fungoes baseadas em Cx

I "_ Sx 0 " 0
oy [-mory2s | s [-ay Cx |- - y2Cx cx oy S
" Oxy " -oy G 0 Sx oy Sx 0 Cx
_ , Funcdes baseadas em Sy Fungdes baseadas em Cy
[ Oxx || Sy -1/2 B2 x2 Sy | -BxCy Cy, |-112 B2 x2 Cy | BxSy
Gyy 0 Sy 0 0 C, 0
l Oy | 0 BxGCy Sy B xSy Cy
" Func¢des baseadas nos produtos (SxSy) (CxCy) (SxCy) (CxSvy)
IIQX‘ B S Sy B2Cx Cy B2 5 Cy B2 Cx Sy
I oy a2 Sy Sy o2 Cy Gy 02 S Cy 02 Cy Sy
|| a B Cx Cy o B Sy Sy ~aBCSy | -aBSCy

Nestas expressdes utiliza-se a seguinte notacgio,

o=m7%, P=nm,

Sx = sin (& x),

Sy =sin (B y),

Cx
Cy

= cos (00 Xx),

=cos (B y),

em que X e y variam entre 0 ¢ 1, sendo m e n inteiros positivos que representam o

niimero de semi-ondas de cada fungfio segundo x ¢ y, respectivamente.

No modelo EA utilizando fungdes trigonométricas, o miimero de fungoes de interpolagio

das tensdes, nyx, depende do niimero de termos considerado no desenvolvimento em

série, N, de acordo com a seguinte relagdo:

ny =3+ 12 N+ 4 N2,

(3.9)



3.3.2 - Funcdes de interpolacio dos deslocamentos na fronteira

Para fung@es de interpolagio dos deslocamentos na fronteira consideram-se fungdes
idénticas as adoptadas para o modelo EG, isto €, fungBes resultantes da expansio em
série de Fourier de cada componente do campo de deslocamentos ao longo de cada um

dos trogos de fronteira. Estas fungdes foram j4 listadas na secgfo 3.2.3.

3.4 - Modelo EAC utilizando func¢des sinusoidais
3.4.1 - Funcoes de interpolacao das tensbes no dominio

A aplicagio do modelo EAC pressupde a geragio de campos de tensdo que sejam
autoequilibrados e para os quais se garanta a existéncia de um campo de deslocamentos
associado. Uma forma sistemdtica de se proceder a geragio destes campos consiste no

arbitrio de uma familia de fungdes potenciais de Airy, ¢ :
v4$=0. (3.10)

O desenvolvimento em série de Fourier da fungdo de Airy é proposto por Mathieu?8,

tomando a seguinte forma,

O (x,y) = X2X; +xyX,+y2 X5+

+

N
Z [cos(mtx) fli](y) + sin(nnx) f%(y)] +
n=1

+

N
Z [cos(nﬂ:y) flil(x) + sin(nny) f-[il(x)] , (3.11)
n=1

em que:

fgl(z) = cosh(nnz) (X, +z X, ) + sinh(nwz) (X5, +2z X)) . (3.12)
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Saliente-se que este desenvolvimento, utilizado por Freitas16, nio corresponde ao
desenvolvimento em série de cada uma das componentes de tensdo, as quais sdo
definidas a partir da fungfo potencial por:

[ a2
oy2

S =3 883% - (3.13)
X

020
L'ax oy

Além dos trés campos de tensdo uniforme, a defini¢do (3.12) permite gerar, para cada

direcgio, oito campos sinusoidais por cada termo do desenvolvimento em série.

As fungdes de deslocamento associadas a estas fungdes de interpolagdo obt€m-se
calculando as deformagdes, com base nas relagdes constitutivas, (2.5a), procedendo-se
em seguida & integragio da equagfo diferencial de compatibilidade, (2.3). No anexo A3.2
estdo listadas as diversas fungdes de tensdo bem como as correspondentes fungdes de

deslocamento,

Neste modelo verifica-se que o ndmero de fungdes de interpolagio a utilizar, ny,
depende do nimero de termos considerado no desenvolvimento em série, N, de acordo

com a seguinte relagio:

nx =3+ 16 N. (3.14)

3.4.2 - Fungdes de interpolacido dos deslocamentos na fronteira

Consideram-se como fungdes de interpolagdo dos deslocamentos na fronteira o
desenvolvimento em série de Fourier de cada componente de deslocamento, em cada um

dos trogos de fronteira, tal como nos modelos analisados anteriormente.



3.5 - Modelo EG utilizando polinémios de Legendre

Os polindmios de Legendre s3o uma famflia de polinémios que podem ser expressos na

forma,

An an
(-2)" n!  qggn

Pn() = [ -&H)n], (3.15)

em que n representa o grau do polinémio ¢

Esta familia de polinémios define um conjunto de polindmios ortonormais,

1
JIPi(&) Pi(£) dE =3 ; , (3.17)

onde P (&) representa o polinémio de Legendre de grau m e & p 0 simbolo de

Kronecker.

Para definir os diversos polinémios de Legendre € utilizada a férmula de recorréncia,
apresentada por Spiegels2,

n

A+l =20t ep . -

Py.1(8) ,
An+1 An n-1 165 (3.18)

em que:

Pol§) =2o; P1§) =11 &.

3.5.1 - Fungodes de interpolacio das tensbes no dominio

Partindo das defini¢bes apresentadas para os polinémios de Legendre € possivel gerar as

seguintes fungdes de interpolagio, para o modelo EG:

H Fung6es baseadas em (Pg Py)

Oyy 0 Pt Py 0
| oy | O 0 Pg P
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Utiliza-se a seguinte notagio,
Pe =Pp(§) e Py =Pyn),
em que £ e 1 representam as coordenadas locais do elemento, variando entre -/ € I , € 0s

inteiros m e n definem o grau de cada polinémio segundo & e 1, respectivamente.

O niimero de fungdes de interpolago de tensdes a utilizar, ny, € dado por,
ny =3 (1 + N2, (3.19)

sendo N o grau do polinémio de maior grau utilizado.

3.5.2 - Fungoes de interpolacao dos deslocamentos no dominio

Para funcgdes de interpolacio dos deslocamentos no dominio, U, tomam-se as fungdes,

|_ Func¢des baseadas em (Pg Py)
PE P'n 0
Pg Pﬂ

em que P¢ e Py t€m o significado j4 referido anteriormente.
£€rqy g J

O numero de fungdes de interpolagfo a utilizar, ng, depende do grau N, do polinémio de
maior grau utilizado, de acordo com a seguinte relacio:

ng =2 (+N?2. (3.20)

3.5.3 - Funcoes de interpolacio dos deslocamentos na fronteira

Para fungdes de interpolagdo dos deslocamentos na fronteira tomam-se também

polinémios de Legendre,
P = Pi(s),

variando s entre -/ e / , e sendo i o inteiro que representa o grau do polinémio de

Legendre segundo a direcgio do trogo de fronteira,



Fungdes baseadas em Py

Para cada trogo de fronteira, e por cada direc¢do, hd que considerar,
ng=1+N, (3.21)

fungdes de interpolagio, sendo N o grau do polindmio de maior grau utilizado.

3.6 - Exemplos de aplicacao

Por forma a testar o comportamento dos diferentes modelos desenvolvidos, bem como
analisar o comportamento dos diferentes tipos de fungdes de forma, foi realizado um
conjunto de simulagGes com base em trés problemas tipo, designadamente, a consola
quadrada, a placa em L e o tubo cilindrico, ilustrados nas figuras 3.1, 3.13 e 3.20,

respectivamente.

A escolha destes problemas baseou-se na preocupagio de aliar 4 sua simplicidade uma
diversidade de situagdes que potenciasse a manifestacdo das principais caracteristicas dos

modelos em estudo.

3.6.1 - Consola quadrada

Considere-se 0 exemplo de uma consola quadrada com as caracteristicas geométricas e
mecinicas descritas na figura 3.1 Nessa figura representa-se a aplicagfio de dois casos de
carga, os quais produzem, predominantemente, a tracgdo ¢ a flexao da consola. E ainda
indicada a posi¢gdo de um conjunto de pontos de controlo, colocados por forma a
permitirem a comparagdo de resultados entre os diferentes modelos de andlise

considerados.
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Figura 3.1 - Consola quadrada 2 tracgiio (A) e em flexdo (B).

A discretizagdo adoptada para os diferentes modelos consiste na utilizagio de um tinjco
elemento finito e de quatro trogos de fronteira, como se indica na figura 3.2; os trogos de
fronteira 1, 2 e 3 constituem a fronteira estitica, enquanto o trogo 4, ao longo do qual se

impde o anulamento das translagdes, define a fronteira cinemética.

No caso de carga A consideram-se nulas as trac¢Ges aplicadas nos trogos de fronteira 1 e
3, enquanto que no trogo de fronteira 2 se considera aplicada uma tracgio segundo x,
uniforme, de valor p . Para o caso de carga B, considera-se o anulamento das tracgdes
nas fronteiras 1 ¢ 2 e a aplicagfio de uma trac¢do segundo y, uniforme, de valor igual a -p

na fronteira 3.

@ Condig¢oes de fronteira
A B

© @

1. 70

X

ty=p ty=0]t=0 t,=0
tx=0 ty=0 txzo ty=-P
ux=0 uy=0ux=0 uy=0

B

Figura 3.2 - Discretizacfio adoptada na andlise da consola quadrada

No quadro 3.1 resumem-se as principais caracteristicas das vérias aproximacdes de
elementos finitos utilizadas para a anélise deste problema. Define-se af nfo $6 o tipo de

modelo utilizado, (EG, EA ou EAC), bem como o tipo de fungdo interpoladora,




(fungdes trigonométricas ou polinémios de Legendre). Para cada um dos campos
interpolados apresenta-se qual a méxima ordem adoptada, bem como o niimero de graus
de liberdade correspondente e a dimensdo do sistema governativo, N. Neste quadro é
ainda indicado o fndice de esparsidade dos diferentes sistemas governativos, 1. Este
ndice € definido como o quociente entre o niimero total de elementos ndo nulos € o

numero total de elementos da matriz do sistemna.

Tensdes no || Deslocamentos no "Deslocamentos na "
Aproximacdo || Modelo || Funcfio || dominio dominio fronteira
Ordem | ny || Odem | ng || Ordem
1 " EG Trig. 7 507_" 7 338 | 6 911 06.6
2 Pol. 8 192 " 7 98 8 48 338 J199.0
3 Il EAC Trig. 8 131 " — _ 8 102 J1233 |190.2
4 EA Trig. 6 219 " — _ 6 78 297 1 93.2

Quadro 3.1 - Caracteristicas das vérias aproximagdes aplicadas A andlise da consola quadrada.

No quadro 3.2 apresentam-se os tempos de célculo para cada uma das aproximagdes
testadas. Estes tempos referem-se a resolugfo simultinea dos dois casos de carga e foram

obtidos numa estacdo grifica IBM RISC 6 000/550.

— |

Tempos de execugdo (s)

Aproximacdo || Modelo || Funcfo Ty Ty T3 zTi

" 1 | EG I Trig. || 0.5 7.2 1.1 8.8

2 | 6 | poL 0.2 0.3 0.8 1.3

| 3 | eac || Trg. || 484 03 0.9 50.1
L 4 | Ea IlTng_Il 19.1 1.0 0.4 20.5_|

Quadro 3.2 - Tempos de execucgio ) das vArias ap aproximagdes utilizadas na analise da consola quadrada.

Por forma a salientar os desempenhos relativos de cada um dos modelos, apresentam-se
as parcelas correspondentes aos tempos de pré-processamento, T, resolugio do sistema

governativo, Tg, e de pés-processamento, T3.
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Considera-se que o pré-processamento € composto pela leitura de dados, a montagem do

sistema governativo ¢ a sua gravagio em ficheiro.

A fase de resolugdo do sistema governativo principia coﬁ a leitura do sistema
governativo, seguindo-se a sua resolugio e gravagio da solugdo em ficheiro. A resolugio
do sistema de equagdes € feita utilizando uma adaptagiio de um algoritmo proposto por
Pissanetzky44 para a solugio de sistemas de equagdes, baseado na factorizagdo LU de
matrizes esparsas. A adaptagfo efectuada permite tornear o problema da resolucio de

sistemas indeterminados, decorrentes da existéncia de modos de deformacio espiirios.

A fase de pds-processamento consiste na leitura da solugio do sisterma e dos dados

iniciais do problema, seguida do cdlculo e gravagio de deslocamentos e tensGes.

Para o caso de carga A, consola traccionada, apresentam-se no quadro 3.3 os valores
obtidos para as tensdes nos pontos 1, 2 € 4 quando se utilizam os diferentes modelos de

elementos finitos. As tensdes sdo apresentadas na forma normalizada,

g = [e) = [6) = .
XX p Yy p °’ Xy p

Ponto | Apr0x._1_
O xx 1.812 1.886

1 Cyy 0.002 0.000 -0.061 -0.004
Gxy 0.018 0.000 0.022 -0.055
Oxx 0.923 0.915 0.915 0.948

2 | Oy 0.302 0.276 0.275 0.244 I
Gxy 0.000 0.000 0.000 0.000 |
O xx 1.019 1.021 1.019 1.015

4 Gyy 0.016 0.015 0.016 0.014
O xy 0.000 0.000 0.000 0.000

Quadro 3.3 - Tensdes num conjunto de pontgs da consola quadrada traccionada (caso de carga A).
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Figura 3.3 - Tenses e deslocamentos na consola quadrada traccionada utilizando o

modelo EG com séries trigonométricas como fungdes de interpolago.
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Figura 3.4 - Tensoes € deslocamentos na consola quadrada traccionada utilizando o

modelo EG com polinémios

de Legendre como fungdes de interpolagdo.
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Figura 3.6 - Tensdes e deslocamentos na consola quadrada traccionada utilizando o

modelo EA com séries trigonométricas como fungdes de interpolagao.

31






Nas figuras 3.3 a 3.6 estdo representadas as distribui¢Ses de tensdes para o caso de
carga A. Nessas figuras apresentam-se ainda os tragados dos deslocamentos na fronteira,
considerando independentemente a interpolagio de deslocamentos no dominio e a
interpolagio de deslocamentos ao longo dos diferentes trogos de fronteira. A
representacdo grifica dos campos de deslocamentos e tensdo resulta da utilizagfio da

interface gréfica Janela33.

No quadro 3.4 apresentam-se os deslocamentos obtidos para os pontos 5 € 6. Convém
salientar que na generalidade dos modelos utilizados a interpolagdo de deslocamentos é
feita independentemente no dominio e em cada trogo de fronteira. Assim no quadro 3.4
sfo referidos valores para os deslocamentos considerando a interpolagio de
deslocamentos no dominio (representada pelo nimero do ponto) e considerando as
interpolagdes na fronteira (representadas pelo nimero do ponto seguido de um indice
indicando o trogo de fronteira considerado, de acordo com a discretizagio apresentada na

figura 3.2). Os deslocamentos sdo apresentados na forma normalizada,

Sx=grg Oy Sy=—ia b
WEAPIOX. 1 Aprox. 2 Aprox: 3 Aprox. 4
3 0.983 0.984 0.981
3 0.000 0.000 - -0.029
3 0.984 0.984 0.984
8y | 0.000 0.000 __0.000
" 6 | dx | 0991 0.992 0.991
3y 0.154 0.154_ 0.145 “
61 | Ox 0.997 1.001 0.977 0.996
By 0.155 0.153
6 | Ox 0.994 0.993
Sy | 0159 0.166 0.140 0.129

Quadro 3.4 - Deslocamentos num conjunto de pontos da consola quﬁada traccionada (caso de carga A).

A anilise dos valores obtidos, tanto para as tensdes como para os deslocamentos, mostra

que os diferentes modelos produzem resultados muito semelhantes. Esta semelhanga ndo
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86 € notéria quando se comparam as figuras 3.3 a 3.6, mas também ¢ evidenciada pelos

valores apresentados nos quadros 3.3 ¢ 3.4.

Convém, no entanto, ter em conta a existéncia de algumas diferengas as quais sfo
reveladoras das caracteristicas das diferentes aproximag¢des. Assim, analisando o
quadro 3.3, pode verificar-se que no ponto 1, canto encastrado da consola onde sdo
elevados os gradientes de tensio, o valor da tensiio Gxx apresenta valores mais elevados
nas solugdes baseadas em fungdes de interpolag@o sinusoidais. Esta caracteristica esté
ligada ao facto das familias de fungdes de interpolacfo sinusoidais utilizadas, em especial
na aproximacfo 3, apresentarem componentes com elevados gradientes, os quais sdo

mobilizados na simulagio deste tipo de singularidade.

Da leitura do quadro 3.3 realga ainda o facto de, com excepgio da aproximagio 2, todas
as aproximagdes terem alguma dificuldade em garantir localmente a verificagio das
condicdes de fronteira estéiticas. Este facto pode ser explicado pelo cardcter sinusoidal das
fungdes de interpolagio utilizadas, o qual dificulta a verificagfo pontual da condigio de

equilibrio, garantindo no entanto a sua satisfagdo ponderada.

Devido ao facto de nas diferentes aproximagdes os deslocamentos serem interpolados
independentemente no dominio e na fronteira, verifica-se a existéncia de diferentes
valores para um dado deslocamento consoante a interpolagdo que se considera. No
entanto, analisando os valores apresentados no quadro 3.4, verifica-se que estas

diferengas ndo apresentam grande significado.

Para o caso de carga B, consola flectida, sdo representados nas figuras 3.7 a 3.10 os

campos de tensdo e de deslocamento.

Por forma a comparar os resultados agora apresentados com os obtidos utilizando
métodos tradicionais de elementos finitos de compatibilidade, procedeu-se a andlise deste

problema utilizando o programa COSMOS/M26, que se baseia nos trabalhos de BatheS ¢
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Figura 3.9 - Tensdes e deslocamentos na consola quadrada flectida utilizando o modelo
EAC com séries trigonométricas como fungdes de interpolagao.
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EA com séries trigonométricas como fungdes de interpolagio.

61






00+3avie c-

€0-3959'8

00+3E9€ ¢

00+3000°0

00+3s8lL'e

00+34¥6°G-

00+3000

00+36S¢€

0

8

bl
lis
TR T
HHHE
i a
in =
- H.. =)
ome S
o Sms =
SESiTISINCINHIR SISt
£ ST AT B =
= jis = =
L g S ] EENEN RSN
IHE ] =
S e T =
L 1l T it L e
1] 1 [ = =1
= S =
E =TT
= 5
ojjwoqg ‘|Ised

Figura 3.11 - Tensdes e deslocamentos na consola quadrada flectida utilizando o

programa COSMOS/M26 |

63






Desl. Fronteira

Desl. Dominio

1.006E-02

o
o
+
Ll
=
oy
«©
o

5.076E-01

0.000E+00

o
o
+
L
o
Al
S
i

6.447E+00

0.000E+00

o
S
+
Lu
©
9]
©
¥

=200pal/E

Figura 3.12 - TensGes e deslocamentos na consola quadrada flectida utilizando como
fungdes de interpolagdo séries digitais de Walsh, Castro 7 .






Cookl1, Para tal considerou-se uma malha regular de 900 elementos isoparamétricos de
4 nés. O sistema governativo obtido para este problema apresenta 1860 graus de
liberdade. Devido a sé ter sido possivel aceder a uma versio do programa
COSMOS/M26 num computador pessoal, nio sdo aqui referidos os tempos de célculo
obtidos visto ndo serem compardveis com os obtidos para as restantes solugGes. Na
figura 3.11 apresenta-se as distribuigdes de tensdes e de deslocamentos obtidas para este

caso.

Comparam-se ainda os resultados obtidos com os apresentados por Castro? utilizando
uma formulagio andloga a utilizada no modelo EG, mas recorrendo a séries digitais de
Walsh como fungdes de interpolagdo. A dimensfo do sistema governativo adoptado nesta
solugéio é de 14720 graus de liberdade apresentando um indice de esparsidade de
99.89%. Os tempos necessdrios para a andlise deste problema, numa estago grifica IBM
RISC 6000/550, foram de 84.89 s para a fase de pré-processamento, 498.60 s para a
resolugdo do sistema e de 18.31 s para a fase de pés-processamento, a que corresponde
um tempo total de execugdo da ordem dos 602 s. Na figura 3.12 apresentam-se os

resultados obtidos por este método de célculo.

Ponto Aprox. 1 Aprox. 2 Aprox. 3 Aprox. 4 Castro’ COSMOS/M;G

Oxx | 7797 6.793 9.142 9.039 6.026 7.623

1 | Oy [ -0997 -1.000 -1.369 -1.048 -1.000 2287
Oxy | -0.034 0.000 -0.359 -0.054 0.000 -1.656

Oxx | -5.001 -4.639 -6.186 -5.642 -4.430 -5.281

3 | Sy | 0037 0.000 0.162 0.035 0.000 -1.584
Sxy| 0020 | 0000 | -0283 | 0.58 0.000 -0.814

Oxx | 0032 0.034 0.032 0.031 0.031 0.031

4 | Oyy | -0474 -0.475 -0.474 0472 -0.474 -0473

I Oxy | 0746 -0.947 -0.747 -0.747 -0.747 -0.747

Quadro 3.5 - Tensdes num conjunto de pontos da consola quadrada flectida (caso de carga B).

Nos quadros 3.5 e 3.6 apresentam-se, respectivamente, os valores obtidos para as

tensdes nos pontos 1, 3 e 4 e os deslocamentos no ponto 6.

67



68

Quadro 3.6 - Deslocamentos para o ponto 6 da consola quadrada flectida (caso de carga B).

Analogamente ao que sucedia para o caso de carga A, os diferentes modelos
considerados apresentam soluges semelhantes. Esta semelhanga pode ser verificada, nfo
s6 pela comparacdo dos andamentos dos campos de tensfo e deslocamentos,
representados nas figuras 3.7 a 3.12, mas também pela andlise dos valores dos quadros

3.5e3.6.

A andlise do quadro 3.5 mais uma vez salienta a capacidade das aproximag¢des baseadas
em familias de fung¢des trigonométricas, em especial a aproximagéo 3, de modularem
campos de tensdo com elevados gradientes. Constata-se ainda no quadro 3.5 a
dificuldade de satisfazer localmente as condi¢Ges de fronteira estdticas quando se utiliza

um modelo de elementos finitos cldssico, como o adoptado no programa COSMOS/M?26,

Nao ¢ de estranhar a semelhanca de comportamento existente entre as aproximagdes 1 ¢ 2
e a solugdo obtida por Castro?, visto partirem de formulagdes andlogas, diferindo

essencialmente no tipo de fungtes de interpolagdo utilizadas.

Por fim convird ter em atengio os tempos de cdlculo correspondentes as diferentes
aproximagdes, apresentados no quadro 3.2. Assim, verifica-se que as aproximagdes 3 e
4, utilizando fun¢des de interpolagio com alguma complexidade, que exigem a utilizagdo

de métodos de integragio numérica, apresentam tempos de pré-processamento elevados.

Tendo em conta o processo seguido para a resolugfo dos sistemas governativos, os
tempos gastos na sua resolugio estdo ndo sd associados a dimensfo dos sistemas, mas

também ao seu indice de esparsidade. Assim, nfo € de estranhar que a aproximaggo 1,



que tem o maior niimero de graus de liberdade, seja a que mais tempo de resolugdo
necessita. Contudo, a aproximagio 2, apesar de dispdr de um nidmero de graus de
liberdade superior &s aproximagdes 3 ¢ 4, exige um tempo de resolugdo inferior, visto

apresentar um elevado indice de esparsidade.

3.6.2 - Placa em L

O problema da determinag8o dos valores das tensdes na vizinhanga do vértice reentrante
de uma placa em L traccionada, figura 3.13, foi objecto de estudo por autores como
Parreira38 e Moitinho de Almeida32. Moitinho de Almeida32 apresenta estimativas para
o valor da tensio num ponto colocado junto ao canto reentrante (Ponto B), quando sfo
utilizados diferentes modelos de cdlculo, nomeadamente quando se utiliza um programa
de elementos de fronteira, MABEM3? e quando, no programa SAP IV4, se utiliza uma

malha regular de 7 500 elementos rectangulares nio conformes.

B 05a
.
' T—>
05a
X [ A v=0.1
05a 05a

Figura 3,13 - Placa em L submetida & trac¢fo.

O ponto onde sfo determinadas as tensdes, ponto B, encontra-se colocado a uma
distncia de 0.05 a segundo cada uma das direcgbes x e y, em relagio ao canto

reentrante,

No quadro 3.7 listam-se as caracteristicas dos modelos utilizados na anélise deste
problema, onde sio consideradas as duas discretizagdes ilustradas na figura 3.14. Estas

duas discretizagdes, apesar de baseadas em elementos guadrangulares de quatro nds,
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diferem no mimero e forma dos elementos considerados. Enquanto na discretizagiio A se

divide o domfnio em dois elementos trapezoidais, na discretizagdo B considera-se o

dominio dividido em trés elementos quadrados.

Figura 3.14 - DiscretizagSes adoptadas para a placa em L.

Tensdono | Deslocamento no || Deslocamento na
Aprox. || Disc. || Modelo || Fungdo dominio dominio fronteira N n
I i e A e e W
1 A EG Trig. IT 726 4 196 4 84 [11006{94.4 "
2 B EG Trig, 6 |1089 4 294 4 126 11509 [{98.4
3 A EG “ Pol, " 10 | 600 9 324 9 108 11032 §199.2
L_4 EG Pol. " 10 | 900 9 486 9 162 J|1548])199.7

Quadro 3.7 - Caracteristicas das vdrias aproximagdes utilizadas na andlise da placa em L traccionada.

No quadro 3.8 apresentam-se os tempos de execugdo obtidos para cada uma das

aproximagdes consideradas. Estes tempos, analogamente ao que sucedia no exemplo

anterior, referem-se a um computador IBM RISC 6000/550 e estio divididos nas

parcelas de pré-processamento, resolucfio do sistema e pés-processamento.

Tempos de execugdo (s)

Aproximagdo || Fungdo | Disc.
proximagiio || Fungio isc T Ty T zTi
1 E R 0.9 10.5 0.8 12.2
2 | e | B 0.7 4.0 1.0 5.7
3 Pol. A 0.3 6.2 0.7 7.2
" 4 Pol. || B | o4 17 0.9 30|

'Quadro 3.8 - Tempos de execugio para as varias aproximagoes utilizadas na analise da placa em L .
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EG com polinémios de Legendre como fungdes de interpolagao.

77






L0-3.91°€- 00+35/8°¢- 10-389¢ ¢€-
00+3000°0
00+3000°0
00+3006"} . 00+366.L°C . 00+32999

3red 008 =

TITT

Ty

T
T

owiwoq '|seqg

79

COSMOS/M?26 e uma discretizagdo composta por 1200 elementos.

Figura 3.19 - Tensdes e¢ deslocamentos na placa em L utilizando o programa







Convém salientar que, ao contrdrio do que seria previsivel, os exemplos referentes
discretizacdo A apresentam tempos de célculo superiores aos referentes a discretizacio B.
Esta sitnagfo deve-se a que os sistemas associados A discretizagio B, apesar de
apresentarem maior dimenso, sio mais esparsos do que os associados 4 discretizagdo A.
Acresce ainda que na discretizago A, devido & geometria dos elementos gera-se um
maior niimero de coeficientes nfo nulos, durante o processo de resolugio dos sistemas.
Sendo o processo de resolucio dos sistemnas especialmente adaptado a resolugio de
sistemas esparsos, a geragio de um grande niimero de coeficientes nio nulos durante o

processo de resolucdo (fill-in) provoca maiores gastos de tempo de CPU.

Nas figuras 3.15 a 3.18 apresentam-se as distribui¢Bes de tensdes obtidas para as vérias
aproximacdes utilizadas. Nessas figuras apresenta-se ainda o tragado dos deslocamentos
na fronteira considerando independentemente a interpolagdo de deslocamentos no
dominio e a interpolagio de deslocamentos ao longo dos diferentes trogos de fronteira.
Na figura 3.19 representam-se os resultados obtidos utilizando o programa de elementos
finitos COSMOS/M26 com uma malha regular de 1200 elementos isoparamétricos de 4
nos € 2 520 graus de liberdade. Estas representagdes graficas foram obtidas por meio da

interface gréfica Janela33,

No quadro 3.9 listam-se os resultados obtidos, para as componentes de tensio no ponto
B, em cada uma das aproximagdes analisadas. Nesse quadro apresentam-se ainda os
resultados obtidos com a utilizagdo do programa de elementos finitos COSMOS/M?26,
bem como as apresentadas por Moitinho de Almeida32 para a andlise com base na
utilizagdo do programa de elementos de fronteira MABEM?3? e no programa de elementos

finitos SAP IV4.

Da andlise dos resultados apresentados nas figuras 3.15 a 3.18 verifica-se a semelhanga
das solugGes obtidas para a placa em L. Contudo, a anélise das tensGes num ponto junto

ao canto reentrante, apresentada no quadro 3.9, revela algumas diferengas que interessard
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ter em atencdo. Assim, verifica-se que os valores obtidos nas aproximagdes baseadas na

utilizac@o da discretizagio B se adaptam melhor aos resultados apresentados por Moitinho

de Almeida32 do que as aproximadas com base na discretizacdio A. Este desvio nos

valores das tensdes quando se utiliza a discretizagfio A estd associado & perturbagio

provocada pela presenca de uma interface entre elementos sobre o ponto em andlise.

Quadro 3.9 - TensGes obtidas para o ponto B da placaem L.,

Oxx o

1l 3285 | -0402 | 0.350

2 || 3052 | -0281 | 0.300

| apox2 | 2 || 3323 | 0396 | o0.401
3695 | 0025 | 0.049 |

2 || 3804 | 0270 | o0.183

[ 2 | 3436 I -0325 [ 0304

cosmos/m26 || 438 || 3135 [ -0.606 | 0.626

430 [ 3362 [ 0583 | 0.374

458 || 3160 | 0352 | o0.208

459 | 3380 | -0329 | 0.129

| | 3305 [ -0423 | 0330

33220 | -0410 | 0327

Saliente-se que, analogamente a0 que sucedia nos exemplos anteriores, as aproximagdes

baseadas em fung¢des sinusoidais, apresentam maiores tempos de cdlculo, mas t€m uma

maior capacidade para reproduzir os comportamentos associados a elevados gradientes de

tensdo.



3.6.3 - Tubo cilindrico de comprimento infinito

O problema do tubo cilindrico de parede espessa e comprimento infinito sujeito a pressdo
externa uniforme € um problema que se pode considerar no 4mbito dos estados planos de
deformac@o e para o qual € possivel encontrar uma solugdo analitica. Na figura 3.20

apresenta-se um esquema do modelo adoptado para o estudo deste problema.

"t

p -

I TR ea e s, X

Figura 3.20 - Tubo cilindrico de comprimento infinito sujeito a pressio externa .

Neste modelo considera-se apenas um quarto da secgdo transversal do tubo com as
condigdes de fronteira necessdrias para simular a simetria do problema. Na figura 3.20
apresentam-se ainda os sistemas de referéncia cartesiano e polar em relagio aos quais sdo

expressos os campos de tensdo e de deslocamentos.

A solug@o analitica deste problema foi obtida por Lamé25 em 1852, estando apresentada
em Timoshenko33, em termos dos campos de tensbes e deslocamentos em coordenadas

polares (r,8), na forma:

2 2
R p R:
A A (rlZ - 1J ; (3.22a)
R, - R”
2 2
RZ p R:
g = - 2° - [ 12+1J; (3.22b)
RE-RZ \r
e 1
Trg =0 3 (3.22¢)
u,:%(ce.v or) ; (3.22d)
ug=0. (3.22¢)
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As componentes cartesianas sdo dadas por:

Oxx = Or €052(8) + 0 sin%(8) ; (3.23a)
G,y = Or Sin%(8) + G4 €0s2(8) ; (3.23b)
Oxy = (O; - Gg) sin (8) cos () ; (3.23¢)
ux = uy cos(e) ; (3.234d)
uy = U sin{e) . (3.23¢)

No presente trabalho considerou-se o caso particular de um tubo cilindrico em que a

sec¢do transversal apresenta um raio externo, R, , e uma espessura igual a 75% do raio

externo, R; = 0.25 R,,. Considerou-se ainda um coeficiente de Poisson, v , igual a 0.25 .

Para se proceder 4 andlise deste problema € utilizada a adaptagio do elemento rectangular
de 8 nés ao modelo EG, descrita no anexo A3.1, adoptando polinémios de Legendre
como fungdes de interpolagio. A utilizagdo das discretizagGes apresentadas na figura 3.21

permite estudar a sensibilidade das solugdes em relagdo & malha utilizada.

Malha com Malha com Malha com
y ? 1 elemento y T 2 elementos y T 3 elementos

—- — —
X X X

Figura 3.21 - Discretizagfio da secgfio transversal de um tubo cilindrico.

Convém desde j4 salientar que as discretizagdes apresentadas ndo representam fielmente a
estrutura em estudo, ndo s6 em termos de 4rea da secgdo transversal, mas também em
termos de orientagdes das normais & superficie da estrutura. No quadro 3.10 apresenta-se

a titulo de exemplo os desvios existentes ao nivel da drea da secgo transversal.




Exacta M 1 elemento 2 elementos 3 elementos
| Area I 0.7363R> | 0% || 0.6629R2 [10% [ 0.7175 R 0.7293 R?

Quadro 3.10 - Valores obtidos para para a érea da secgfo transversal do tubo cilindrico.

Para cada uma das malhas de elementos finitos adoptada consideraram-se cinco niveis
diferentes de aproximagdo em termos do grau dos polinémios de Legendre utilizados para
a interpolagiio dos campos de tenséo e deslocamentos. No quadro 3.11 apresentam-se,
para cada uma das aproximacdes, quais os graus dos polinémios adoptados em cada um

dos campos interpolados.

Nivel de Tensdo Deslocamento || Deslocamento
aproximagio || no dominio no dominio na fronteira

2 I 2 1 !
I 4 4 3 3
6 6 5 5
8 8 7 7
12 2 | 1 11

Quadro 3.11 - Grau dos polinémios de Legendre utilizados na interpolagio
dos diferentes campos.
Uma medida da qualidade das aproximagdes adoptadas é a comparagio dos valores
exacto e aproximado da densidade de energia de deformacao. Considerando o valor dos
campos exactos de tensdes e deslocamentos apresentados em (3.22) é possivel calcular o

valor da densidade de energia de deformagfo para a solugfio exacta através da definigdo:

) . n/2 Re (
U = > |otedA = = clerdrde . 3.24)
] N

Os valores aproximados da densidade de energia de deformagfo sdo calculados a partir da
integracdo dos campos de tensdes ¢ deslocamentos em cada um dos elementos em que a

secgdo foi discretizada.
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No quadro 3.12 apresentam-se os valores obtidos para a densidade de energia de
deformacdo, quer para a solugfio exacta, quer para cada uma das aproximagdes. Estes
valores apresentam-se escalados na forma:
Uu-=
R e P
Os resultados apresentados exemplificam a influéncia na convergéncia das solugdes da
discretiza¢do e do nivel da aproximacfo adoptado para os campos estiticos e cinemdticos.
Contudo, hd que ter em conta a existéncia de duas ordens de aproximagio em jogo. Por

um lado existe a aproximagiio da geometria da estrutura em andlise e por outro a

aproximagéo dos campos estiticos e cinemdticos instalados na estrutura.

Exacto |_Elemento || 2 ElernentLI 3 Elementos
Exacto | 0.5890486 |0.00 %I 0.5836622 |10.91% " 0.5886922 ]0.06% || 0.5889770 | 0.01%
| Nivel 2 " " 0.5835557 10.93% || 0.6005646 [1.96% || 0.6021424 |2.22%
I Nivel 4 — 0.5825521 ]1.10% " 0.5889807 10.01% || 0.5893445 |0.05%
Nivel 6 -— - 0.5822600 {1.15% || 0.5886044 |0.08% [ 0.5889669 |0.01%
Nivel 8 — — 0.5821991 |1.16% |{ 0.5885934 |0.08% || 0.5889578 ]0.02%
|| Nivel 12 | — — 0.5821658 11.17% || 0.5885914 ]0.08% || 0.5889573 ]0.02%

Quadro 3.12 - Comparagio entre ¢ valor exacto da densidade de energia de deformagfio e os valores obtidos
nas diferentes aproximacdes consideradas.

A anilise de cada uma das linhas do quadro 3.12 permite concluir que, como seria de
esperar, o aumento do niimero de elementos contribui para a convergéncia da solugéo.
Contudo, a velocidade de convergéncia da densidade de energia de deformagao € da
mesma ordem de grandeza da do valor da area da sec¢io transversal do cilindro,
apresentada no quadro 3.10. Simultaneamente verifica-se uma taxa de convergéncia
idéntica para o valor exacto da densidade de energia de deformac@o calculado com base

nas diferentes discretiza¢oes, primeira linha do quadro 3.12.

O aumento do grau dos polindmios interpoladores produz uma convergéncia monoténica

para a densidade de energia de deformagio de cada uma das discretizagGes apresentadas.




A andlise de cada uma das colunas do quadro 3.12 mostra a convergéncia para o valor da
densidade de energia de deformagdo do modelo discreto da estrutura e ndo para o da
estrutura real. Na figura 3.22 encontra-se representada, para cada uma das discretizagdes,

a convergéncia em fungfo do nivel da aproximag?o.

U 0.605 -
| 1_elemento
2_elementos
0.600 -
3_elementos
Exacto
0.595 4
0.590
———————— o
0.585
O—e
1 O-—-g---g-~------ O
0580 T T T T T 1 l 1 T T T 1
0 2 4 6 8 10 12
Nivel da aproximacio

Figura 3.22 - Convergéncia da densidade de energia de deformagfio do tubo cilindrico com pressiio extema
uniforme.

Para ilustrar as solugGes obtidas para o cilindro com pressio externa, apresenta-se na
figura 3.23, a comparagdo entre a solugdo exacta e a solugdo correspondente a uma
discretizac@o por dois elementos € a um nivel de aproximaggo de oito. Esta comparagfo é
feita por meio da representagdo dos campos de tensdes e deslocamentos das duas
solugdes e ainda através da representacio dos desvios entre a solugdo aproximada e a
solu¢iio exacta. A medida de desvio adoptada para os deslocamentos corresponde a
diferenga entre o deslocamento aproximado e o deslocamento exacto, enquanto que para

as tensdes se adopta como desvio o valor:

Desvio = | Gaprox. = Cexacto| -
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Figura 3.23 - Tubo cilindrico de comprimento infinito sujeito a pressdo externa;
comparagdo entre a solugdo exacta € uma aproximagdo baseada numa
discretizagio por dois elementos.
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Anexo A3.1

Aplicacio do elemento rectangular de 8 nés ao modelo EG

A defini¢do de elementos finitos mestres tem como objectivo estabelecer, para elementos
de geometria regular, definigdes analiticas para os diferentes operadores presentes no seu
sistema governativo. Desta forma podem integrar-se analiticamente esses operadores,
conseguindo reduzir-se os gastos em tempo de cilculo que as integragdes numéricas

normalmente acarretam.

Figura A3.1.1 - Elemento rectangular de 8 nds.

Neste anexo exemplifica-se a forma de desenvolvimento do elemento finito rectangular de
8 nds, bem como, a sua aplicagio ao modelo EG. Este elemento mestre, representado na
figura A3.1.1, € desenvolvido a partir da especificagdo das fungdes de forma

apresentadas por Zienkiewicz60 para o modelo serendipiano de 8 nés.

Py En) = -5 (1:6) (1-n) (1+E+m) , W3 EM) = -5 (1+E) (1-n) (1-E+m) ,
W3 En) = -5 (148) (1+m) (1-E-n) , ¥4 EM) = -5 (1-) (1+m) (A+EM) ,
¥s €n) = -5 1-£2) (1-1) , ¥6 €M) =5 (1M2) (1+8) ,

W7 Em) =5 (1£2) (1+m) ¥ Em) =5 (In2) (1-8) .
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Com base neste conjunto de fungbes de forma & possivel explicitar a mudanca de

coordenadas, entre o referencial local, (£,n), e o referencial global, (x;,%5),

x| 8 .
=Z Wi (ﬁ,ﬂ) ’ (A3.1.1)
X2 =1 X2.i

cmque X j € Xy ; representam as coordenadas do né i no referencial global.

Desenvolvendo a expressio (A3.1.1) verifica-se que esta mudanga de referencial pode

ser expressa na forma,

00 10 01 20 11 02 21 12
~ 2 2 2 2
X = O + 0 E+ o M+ o & +o En+ oy Mo+ o i n+o, En (A3.1.2)

com k=1, 2 e em que:

00 1 1

O = 3 (Rk,5+ X6+ Xk,7 + Xk,8) = 5 (Xk,1+ Xk, 2+ Xk 3 + Xk 4) 3
10 1

o =5 (Xk,6- XK,8) 3
01 1

o =3 (%,7-XK3) ;
20 4 1

a’k = Z (xk,l + Xk 2+ Xk 3+ Xk,4) - E’ (xk,7 + xk,S) H
11 1

o =g (XK,1- Xk 2+ Xk 3~ Xd) 3
02 1 1

O =g (Rk,1+ Xk2+ Xk 3+ Xk4) - 5 (Xk,6+ Xk 8) 3
21 1 1

o =g Re3- XK1+ Xid- Xi2) - 5 (%k,7- Xk 5) 5
12 1 1

ogk =g (xk.3 - Xk,1+ Xk,2 = Xk 4) - 2 (Xk,6 - Xk,8) -



Partindo desta transformagéio de coordenadas € possivel referir no referencial local os

operadores diferenciais definidos no referencial global. Esta relagio € expressa na forma,

) CY
9_ 3
13 ox1 |.
9 P =J3 2 : (A3.1.3)
d_ 9
X
\_anJ . 2)
onde,
- -
0X1 dx2
J= 9 98 (A3.1.4)
dx1 dXx2 ’
an on

representa a matriz jacobiana da transformagdo de coordenadas. Os termos presentes

nesta matriz podem ser obtidos a partir da relagio (A3.1.2),

oxx _ , 10 11 12, 20 21
—ag _(ozk+ockn+ockn)+2(ak+akn)§ s
oxx _ .. 01 11 21, 02 12
o _(ak+ak§+ak§)+2(ak+ak§)n ,

sendo o Jacobiano desta transformagio dado por,

1 YI=Joo+ Jio &+ Joam+ Jo0 &2+ J11 Em+ Joan2 +

A3.1.5
+ 108+ 1 B2+ Jo b2+ Jsm3+ Jp €212 5 )
em que:
J _ (1100(,01 (1,01(110'

00 = By Gy =t Yy s
J _ 10 11 Ilalo 2 ( ’ 20(101 01(!,20) .

10 =0y Oy = Oy &y + 2 (0 &y =0y Oy )3

11 01 01 11 10 02 02 10

Jm_ozl o, - o a2+2(a1 o, - o 0‘2)’
J "alo 21 21 10 2((1200(,11 allazo) .

20=00 Oy -0 ) £ 1 g m % Oy )
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J —2 ( a10a12 a21 01 01(1,21 a12 10) 4 ( (I,ZO(I,OZ
11 = S I T SRR S A 1 %"
J _a12 D1 01 12 2( 11 02 02 11) .
02 =00t -0 o+ 2 (o o, - o 0 ) 5
20 21 21 20
J30_2(051 Ocz-ocl OLZ),
J _ (1,210.'.11 G'1]. 21 4( 20 12 12 20) .
21 =00 Oy =0y Gy + 2 L0 Oy -0y Oy )5
J _all 12 (],12(111 4( 21 02 (X,OZCX,ZI) .
122 0 Oy = Oy Oy + 300, O = 0 Oy )5
12 02 a2 12
J03—2(oc1 o, - o “2)’
21 12 12 21
J22_3(a1 o, = o, 0(.2).

0&02(120) .
1 27°

Com base nesta transformagdo de coordenadas € possivel transformar os integrais

definidos no referencial global para integrais referidos ao sistema local,

I=f F(x1,x2) dV =fiJ: F (x1(&m), xaEm) U1 dgan , (A3.1.6)
V - -

bem como obter a definigdo do operador diferencial de equilibrio, D, escrito no

referencial local,

D= Ty D’
em que:
dX2 _9x) dx2
D an an Y 14
- . 9x1_ 9xp |o§ ) __9x1
on  on ]

(A3.1.7)
dx1
o 3
— ., {(A3.1.8)
dx2 |dn
Bls



Convém ainda definir os varios operadores relativos a fronteira do elemento
considere-se a fronteira dividida em quatro trogos distintos, sendo:

Ty -trogoqueligaosndsl,S5Se2;

T - trogo que liga os nés 2, 6 e 3;

T - trogo que ligaosnés 3,7 e 4;

Tyy - trogo que ligaosnds 4, 8¢ 1.
As normais exteriores a estes trogos sfo definidas por,

nxl “E.’
= J‘l IJ[ ’
nxz lln

tomando os seguintes valores,

- 3
10 11 12 20 21
(a2-a2+0¢2)+2(a2-a2)§

N:[z< s
10 11 12 20 21
- (al-al +oc1)-2(0c1 -ocl)i
. J
- A
o1 11 21 02 12
(a2+a2+0c2)+2(0z2+0t2)11
N = >
(am 0L11+ aZl) 20 oc02 alz)
B T T T A
. J
- 3
10 11 12 20 21
- (a2+a2+a2)-2(a2+a2)§
Niir =9 10 11 12 20 21 &
(0(.1 + o +a1)+2(a1+a1)§
. J

. Para tal

95



r 3
01 11 21 02 12
- (az-a2+u2)-2(a2-a2)n
NIV:< 11 2 02 12 g
01 1
(al-oc1+oc1)+2(ocl-ocl)'n
\ J

A integracdo de uma fungdo ao longo de cada um dos trogos de fronteira pode ser

expressa, em termos das coordenadas locais, na forma:

1
I = f F(x1,x7) dT =J- F(x1(¢,-1) , x2(8,-1)) INyIdE;
T
1
Iy = f F(x1,x2) dTy1 =f F(x1(1,n), x2(1,m)) INy!dn;
T -

1
Im= [ Feax) dTm = [ P, xaen) N e
Tur )

1
hy = [ Feux) dTry = [ Peaen, xaCr) Ny an.
Trv -

Tendo em conta os resultados atrds expressos € possivel reformular os vdrios operadores
presentes no sistema governativo do modelo EG, em termos do elemento mestre. Assim,
as defini¢Oes apresentadas para os operadores presentes no sistema governativo, (2.27),

podem ser agora expressas na forma:

Integrais no dominio,

1 r1
F=fstf5dv=f f StfS1JIdEdn,
v -Iv.1
1 1
A:f (DS)tUdV =f f (D" S)t U d€ dn,
-1+-1
Vv

1 11
v9=f Sthdezf J St fsg | JIdE dn,
v -1+v-1



1 1
v0=f stfs0dV=f f Stfsg 1J1dE dn,
v -1v-1
1 rt
R = f UtbdV =f f Uth1J1dE dn,
v -1+v-1

1 r1
R():f UtDsodV=f J- Ut (D’ sg) d€ dn,
«1+v-1
Vv

Integrais no trogo de fronteira I,

1
B:J' NStZde[:f (N1SZ dE ,
Ti -1
1
Q*=J- Ztt, dT1=f Z't, INT| dE ,
T -1
1
Q():J. ZIN s dTg =f ZI Ny sg dag ,
T -1

1
Vi =f (NS)tuy dTg = f (N1 S)tuy d€ ;
T -1 '

Integrais no trogo de fronteira 11,

1

B=f NSt Z dTII=f (N S)tZ dn ,
Ti -1
1

Qi=[ ZtteaTn= [ zttNglan
T -1

1
Q0=f Z'N sg dTqg =f ZtNirsp dn
T

1
vas [ (NS)tu, aTy = [" ons)tus an ;
T -1
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Integrais no trogo de fronteira IT1,

1
B = f NStZ dTyg = J- (N St Z d§ ,
T -1

1
Q*=J‘ Ztt, dTIII=J‘ Ztty IN | dE
Tim -1

1
Qo =f ZIN so dTyqp = f Z'Nm sp d€
T -1

1
Vi = f (NS)tuy dTyp = f (N S)t uy d€ ;
T -1

Integrais no trogo de fronteira IV,

1
B=f NSt Z dTpy = f (NiySXtZ dn ,
T1v 1

1
Ty -1

1
Q0=J ZIN sg dTlv=J Z'Nyy so dn ,
T -1

A

1
ves=|  (NS)tu, dTry = [} My )tu,an ;
- Tiv -1



Anexo A3.2
Funcgdes de interpolacao sinusoidais para o modelo EAC

Nos quadros seguintes adopta-se a notagio,

¢=mx, P=nmn,

Sx =sin (o x), Cx =cos (a0 x),
Sy=sin(B y), Cy=cos B y),
Shy = sinh ( x), Chyx = cosh (B x),

Chy = cosh (o y),

em que X € y variam entre 0 e 1, sendo m e n inteiros positivos que representam o

nimero de ondas de cada fungiio segundo X e y, respectivamente. As caracteristicas

eldsticas do material sfo expressas por meio do mddulo de elasticidade, E, e pelo

coeficiente de Poisson, v .

Funcoes correspondentes a campos de tensao uniforme

[ [ [ o]
H Oxx || 0 “ I
oy | ! : |
oy | 9 K 9 |
Eu [ vy y | a+wx
Funcgdes correspondentes a ondas em x
® = Cx Chy ® = C, Shy ® = S, Chy ®=S,Shy |
m‘ a2 Cx Chy a2 Cx Shy a2 Sx Chy a2 Sx Shy
Gy || -02CyCh, ~02CeShy | -a28,Chy - o2 S, Shy
Gxy o2 Sy Shy o? Sx Chy - 02 Cx Sh - 02 Cx Chy
E uy | @ (1+v)SxChy || o (1+V) SxShy || - o (14v) CxChy H o (1+v) CyShy
E uy || - o (1+v) CsShy || - o (1+v) CxChy || - 0, (1+Vv) SxShy || - ¢, (1+v) SxChy "
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i ® =y Cx Chy [ @ = oy Cy Shy
02 Cy (@yChy+28hy) || 02 Cy(oy Shy+2 Chy)
- 0(.3 Y Cx Chy " - CC3 y Cx Shy

Oyy
Ox o2 Sy (o y Shy + Chy) 2 Sy (o y Chy + Shy)
| Eux || o8¢ [ey (1+v) Chy + 2 Shy]

o Sx [e y (1+v) Shy + 2 Chy]
-0, Cx [0t y (14+v) Shy - (1-v) Chy] |- Cx [0t y (1+V) Chy - (1-v) Shy]

Oxx

! ® = 0.y S Chy [ ®=aysish ]
Cxx 02 Sy (o y Chy + 2 Shy) " o2 Sy (ot y Shy + 2 Chy)
cyy - a3y Sy Chy - 03 y Sx Shy
- 02 Cx (o0 y Shy + Chy) || - 62 Cx (@ y Chy + Shy)
I E Ux | -0.Cx [0 y (1+v) Chy + 2 Shy] || -0 Cx[a y (1+v) Shy + 2 Chy] |

| Euy oSy [ay (1+v) Shy - (1-v) Chy] |- Sx [ y (1+v) Chy - (1-v) Shy]

Funcgoes correspondentes a ondas em y

| ©=GCh [ ®=CyShy | ®=5,Chy | @=5,5h |
, « | -B2C,Ch, || -B2C,Shy | -p2S,Chy - B2 'S, Shy
Oy

y | _B2CCh [ B2CyShy B2 Sy Chy BZS, Shy
’scxy | B2s,sh | @Zs,Ch | -B2CyShy | -BEC,Chy
E ux || - B (1+v) CyShy H - B (14+v) CyChy || B (1+v) SyShy || - B (1+v) SyChy
L2 [ pamson | pasmsion | pamcion | -pawcsn |

|| ® =B x Cy Chy ) @ =P x Cy Shy

Oyy " p? Cy (B x Chx +2 Shy) p2 Cy (B x Shy + 2 Chy)

Gxy | B2 Sy (B x Shy + Chy) || B2 Sy (B x Chy + Shy)

-B Cy [B x (1+v) Shy - (1-v) Chx] |-B Cy [B x (1+V) Chyx - (1-V) th]
BSy[B x (1+v) Chx + 2 Shy] || BSy[B x (1+v) Shx + 2 Chy]




® = x Sy Chy @ = x Sy Shy
Oxx - B3 x Sy Chy - B3 x Sy Shy
Oyy B2 Sy (B x Chy + 2 Shy) B2 Sy (B x Shx + 2 Chy)
Ox - B2 Cy (B x Shy + Chy) - B2 Cy (B x Chy + Shy)
" E ux i -B Sy [B x (1+v) Shy - (1-v) Chx] [|-B Sy [B x (1+v) Chy - (1-v) Shy]

E Uy

-BCy [B x (1+v) Chy + 2 Shy]

-BCy[B x (1+v) Shy + 2 Chy]
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4 Analise de Pecas Tridimensionais

No presente capitulo apresenta-se a aplicacdo do modelo EG 2 andlise de sélidos,

utilizando polinémios de Legendre como fungdes de interpolagio.

ApGs serem definidos os esforgos e deformagdes generalizadas, bem como as relagdes
constitutivas para o caso eldstico isotrépico e os operadores de equilibrio e
compatibilidade, sao estabelecidas as diferentes equagBes necessdrias a definigdo do
sistema governativo. Em seguida, listam-se as funcdes de interpolagﬁo adoptadas para o
campo de esforgos generalizados, para o campo de deslocamentos no dominio e para as

componentes de deslocamento na fronteira,

Por fim, € apresentado o elemento finito prismético de 16 nés, o qual é utilizado na

andlise de um exemplo de aplicagdo.

4.1 - Relacoes fundamentais

Nos problemas de elasticidade tridimensional, as varidveis estdticas e cineméticas
habitualmente utilizadas sdo as tensdes e as deformagdes referidas a um sistema de

coordenadas cartesiano. Assim, os vectores dos esforgos generalizados e das
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deformagdes generalizadas podem ser identificados com os vectores que retinem as

componentes de tensdo e de deformagfo em cada ponto,

Cxx Exx
Oyy Eyy
Oz Ezz
S=Vonl s e=3mf > (4.1)
Oxz Yxz
o
LY ) L'ny)

em que X, y e z definem o sistema de coordenadas.

Os deslocamentos a ter em conta s8o os deslocamentos ao longo das trés direcgées
ortogonais, X, y e z, sendo as forgas de dominio e as forgas de fronteira também

referidas a estas trés direcgées:

Ux bx tx
u=3ly ; b= by 3 t= ty . (4.2)
uz bz tZ

O operador diferencial de equilibrio, D, e a matriz das componentes da normal exterior

unitdria correspondente, N, sdo definidos por,

D=1[29 d d ] s N = > 4.3
a—x . a—zﬁ— n . . . nzny ( )
é)_ 8_ 8_ . Ny . Nz . I
oy dz ' dx . Ny Dy ng .
9 9 d_
L dz dy dx -

em que Ny, Ny € Nz representam respectivamente as componentes segundo as direcgdes

X, y € Z da normal unitdria exterior & fronteira.

Com base nestas defini¢bes € possivel adaptar as relagGes genéricas, apresentadas no

capitulo 2, para o caso das pegas tridimensionais. Assim, no que diz respeito 4 condigao



de equilibrio no dominio, a equagdo de equilibrio local, (2.1), estabelece uma relagdo

entre as tensdes e as forgas de dominio tomando a forma:
Do+b=0 emV, (4.4)
A condigo de equilibrio na fronteira, equagio (2.2), € expressa por meio da equagio,
No=ty emTIg, (4.5)
que relaciona as tensGes e as tracgdes na fronteira.
A condig@o de compatibilidade no dominio, equagfio (2.3), & expressa pela relagdo,
e=D*u emV, (4.6)

a qual estabelece uma relagfo entre as deformagdes, €, e os os deslocamentos, u, sendo
D* o operador diferencial de compatibilidade adjunto do operador diferencial de

equilibrio, D, definido de acordo com a relagiio (3.4).

A condigdo de compatibilidade na fronteira, equagdo (2.4), é imposta especificando o

valor dos deslocamentos ao longo da fronteira cinemdtica,

U= Uy emI“u, (4_7)

No que toca as relag@es constitutivas, estas estabelecem uma relagio eléstica e linear entre

as tensoes e as deformagdes podendo ser escritas na forma,

e=fo+gg | (4.8a)
se se optar por uma modelagio do tipo flexibilidade, ou a forma alternativa,
c=ke+0yg (4.8b)

H

no caso de se optar por uma modela¢io do tipo rigidez.
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Admitindo um comportamento isotrépico do material estrutural, os operadores de

elasticidade presentes nas equagtes (4.8) tomam a forma:

¢ =_1_ 1 -v -v . . . : (4.92a)
E
v 1 -v
v -v 1 . . .
2(14v) .
2(1+v)
. 2(1+v)
B 1-v \Y Y ]
_ E v 1-v v . . (4.9b)
(1+v)(1-2v) v v 1-v .
1-2v
* 2
1-2v
2
1-2v
. 2

4.2 - Modelo EG utilizando polinémios de Legendre

A utilizagdo do modelo EG no caso das pegas tridimensionais baseia-se na aplicaciio das
equagdes genéricas definidas para o modelo EG, secgio 2.1, tendo em conta as
definigGes apresentadas para os esforgos e para as deformagdes generalizadas, bem como

para os operadores de equilibrio, compatibilidade e elasticidade.

As fungdes de interpolagfo a utilizar podem ser definidas estendendo, para o caso
tridimensional, as defini¢des apresentadas no capitulo 3 para o caso da elasticidade plana.
Neste capitulo, tendo em conta os resultados obtidos no capitulo anterior, s6 se utilizam

polinémios de Legendre como fungdes de interpolagio.



4.2.1 - Funcgodes de interpolacdo das tensées mo dominio

Partindo das defini¢des dos polinémios de Legendre apresentadas no Capitulo 3 é

possivel gerar as seguintes fungdes de interpolagfio para os esforgos generalizados:

| Fungdes baseadas em (Pe Py Pp)

Oyy 0 |pepyPc| O 0

I o 0 0 |[pepyPr| O
I oy 0 0 P Py Pt

0
Gy 0 0 0 0 0 |pepyPr

Nesta definicdo € utilizada a seguinte notagio,

OOOO"

Pe=Pi() , Ppu=Pn(n) ¢ Pr=Pyl) ,

em que § , M e { representam as coordenadas locais do elemento e variam entre -7 ¢ I,
sendo 1, m e n inteiros que representam o grau dos polinémios segundo &, M e {,

respectivamente,

4.2.2 - Fungoes de interpolacio dos deslocamentos no dominio

As fungdes de interpolagdo dos deslocamentos no dominio, U, sdo expressas na forma,

Funcoes baseadas em (P Py, Py)
Pg Py Py 0 0

Pg Py, Py 0
0 Pg Py P

em que Pg , Py € P tém o significado j4 referido anteriormente.
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4.2.3 - Funcoes de interpolacio dos deslocamentos na fronteira

Para fungées de interpolagio dos deslocamentos na fronteira, tomam-se também
polinémios de Legendre,

Ps = Pi(s),
variando s entre -/ e , e sendo i o inteiro que representa o grau do polinémio de

Legendre segundo a direcgdo do trogo de fronteira.

Fungdes baseadas em Py

4.3 - Elemento prismatico de 16 nés

Para a anélise de pegas tridimensionais, o elemento rectangular de 8 nds € adaptado por
forma a criar um elemento prismdtico de 16 nés. Este elemento finito, devido 2 sua
geometria, apresenta limitagSes quanto 4 forma dos dominios que consegue simular.
Contudo, a simplicidade analitica que a sua formulagdo e utilizagdo envolve torna-o de

grande utilidade para teste dos modelos desenvolvidos.

No anexo 4.1 apresenta-se a formulacfo do elemento prismético de 16 ndés, bem como a
sua aplicagiio ao modelo EG. Utilizando um procedimento anélogo ao seguido no anexo
A3.1 para o elemento rectangular de 8 nds, € possivel desenvolver elementos finitos

tridimensionais com outras geometrias.



4.4 - Exemplo de aplicacao

Consola curta com sec¢io em T

A formulagio desenvolvida para a andlise de pegas tridimensionais € aplicada ao estudo
da consola curta com secgio em T representada na figura 4.1. Considera-se a consola
homogénea com mddulo de elasticidade, E, e coeficiente de Poisson igual a 0.25 estando
submetida & acg¢@o de uma carga uniformemente distribuida actuando apenas em parte do

banzo de modo a provocar um efeito combinado de flexdo, torgdo e corte.

Nk

—

Figura 4.1 - Consola curta com secgfo em T submetida a um efeito combinado de flex#o, torgio e corte.

Para se proceder a andlise deste problema utilizando o modelo EG aplicado a pegas
tridimensionais foi utilizada uma discretizagio composta por 4 elementos prismaticos de
16 nés, a qual € apresentada na figura 4.2. Nesta figura representa-se ainda a posig¢do do
referencial utilizado, o qual se encontra centrado na sec¢fio de encastramento, na ligagdo

da alma ao banzo.

Na andlise deste problema consideraram-se duas aproximagdes distintas. No quadro 4.1
resumem-se as principais caracteristicas das aproximagdes analisadas, apresentando-se
qual a ordem das fungdes de interpolagdo utilizadas na representagdo dos diferentes

campos, bem como a dimensdo, N, e indice de esparsidade, 7, dos sistema

governativos.
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Figura 4.2 - Discretizagfo e referencial utilizados na andlise da consola curta com sec¢ioem T, -

Por forma a comparar os resultados das aproximagdes apresentadas com os obtidos

utilizando métodos tradicionais de elementos finitos de compatibilidade, procedeu-se &

andlise deste problema utilizando o programa COSMOS/M26, o qual se baseia nos

trabalhos de Bathes e Cookl!l, Assim, considerou-se a malha de 640 elementos

isoparamétricos de 8 nés representada na figura 4.3 , A qual correspondem 2 550 graus

de liberdade.

d

Pol. | 3 1536 || 2

(324 | 2 |

459 ]

Pol. 7 12 288 6

Quadro 4.1 - Caracteristicas das aproximagGes utilizadas na andlise da consola curta em T,

4116 6

[ Tensao no Deslocamentos || Deslocamentos
Aprox. [[Fungdo dominio no dominio na fronteira
" Ordem ] nx " Ordem | ng " Ordem | n
1
2

18 903

A comparagiio de resultados entre as vdrias aproximagdes é feita com base nos valores

dos deslocamentos obtidos para os pontos A, B, C, D, E e F representados na figura

4.2 . Estes valores apresentam-se no quadro 4.2 na forma normalizada,

E —_—
pa 0 T

gx=

E

o
a J 7

gz:-

E

p a

oz .



y T N° de n6s 1100

/

‘
(A
(4
!

N2 de elementos 640

/
)
e
W
AT
AR
W
o
s
i
he

)

’:,
;
)
(

TR NN

(
)

N? de graus de liberdade 2 550

()
|
VL ‘,

\\
AN

i,
i

/7771

[ ]

//7/]
"/;lll'
Illl"

[ 7
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/[ 7 A\\\N

Figura 4.3 - Malha de elementos finitos utilizada pelo programa COSMOS/M26 na an4lise da consola
curta com secgéio em T quando submetida a uma acgio combinada de flexdo, torgdo ¢ corte.
A anilise dos valores obtidos para os diferentes deslocamentos apresentados no quadro
4.2 mostra que as diferentes aproximagdes produzem resultados muito semelhantes. Em
todos os modelos € possivel observar o efeito combinado de flexdo e torgdo na
deformada da consola. Saliente-se que, nas aproximagdes baseadas no modelo EG, o
aumento do nidmero de fungSes de interpolagio produz uma diminui¢do da
deformabilidade da consola. Simultaneamente, a solugdo obtida por meio de um modelo
de elementos finitos de compatibilidade apresenta uma menor deformabilidade do que as

aproximagdes obtidas a partir de modelos estdticos.

A | B C D | E
-24.991 | -12.165 | 16.700 | 9.5512 | 59.484
-165.00 | 4.3374 | -164.30 | 4.3725 | -66.023

11.478 | 5.7704 | -5.4293 |-0.57529 | -16.326

w4

|| enl] el
s

™~

Sx| -23.915 | -11.702 | 15.152 | 8.6222 | 57.244

gy -155.75 | 3.9417 | -155.23 | 3.9153 | -63.517 | -43.715

87| 14610 | 52192 | -8.9943 | 0.24237 | -15.602 | -23.397

Bx | -22.928 | -11.442 | 13.390 | 8.0140 | 55.125 | 55.089
COSMOS/M gy -145.82 | 3.3617 | -145.33 { 3.3512 | -61.293 | -41.976

8,| 13.652 | 5.0874 | -8.3732 | 0.26073 | -14.998 | -22.467
Quadro 4.2 - Deslocamentos num conjunto de pontos da consola curta com secgfio em T.
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Por forma a melhor visualizar o efeito da flexfo-torgio-corte da consola, apresenta-se na
figura 4.4, para o caso da aproximagfo 1, uma perspectiva da sua deformada com ponto
de vista (-10; 1, 20). A malha af tragada € apenas utilizada para auxiliar a visnalizacio do

modo de deformagio da peca nio correspondendo a qualquer discretizagio da estrutura.

Figura 4.4 - Deformada da consola curta com secgfo em T quando submetida a uma acgfio combinada de
flexdio, torgdo e corte; ponto de vista em (-10; 1, 20).

O andamento dos campos de tensdes nas diferentes solugdes € analisado com base nos
valores do campo de tensdes nos pontos G ¢ H representados na figura 4.2. No quadro

4.3 apresentam-se os valores das tensdes normalizadas na forma:

Oij

Cijj = D

Ao contrdrio do que acontecia com os deslocamentos apresentados no quadro 4.2, as
tensdes nos pontos G e H j4 apresentam grandes variagdes de modelo para modelo.
Assim, pode considerar-se que, em termos genéricos, 0s campos de tensdes obtidos a
partir das aproximagdes 1 ¢ 2 apresentam o mesmo tipo de andamento enquanto que, o
campo de tensdes obtido a partir do programa COSMOS/M, apresenta um

comportamento substancialmente diferente.




Figura 4.5 - Tensoes na secgdo de encastramento da consola com secgdo em T sujeita a
ac¢io combinada de flexdo, tor¢do e corte.
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1;20).

¥

a uma ac¢o combinada

ujei

de flexio, tor¢do e corte; perspectiva com ponto de vista em (-/0

4.6 - Tensdes na consola curta com sec¢do em T s

Figura
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Verifica-se que um aumento no nimero de fungdes de interpolagio no modelo EG faz

com que se observe um aumento da tensio normal 6,5 , a tensdo com maior amplitude

nos pontos considerados. Em contrapartida, a solugdo de elementos finitos de

compatibilidade apresenta um valor bastante menor para esta tensio.

Analisando o comportamento das restantes tensGes verifica-se que nas aproximagdes

referentes a modelos estdticos apresentam valores bastantes reduzidos procurando

respeitar as condigdes de equilibrio na fronteira. A aproximagéo obtida pelo programa

COSMOS/M apresenta valores para estas tensdes que nada tém a ver com a satisfagio das

condigdes de fronteira estdticas, mas sim com um efeito de Poisson relativamente 2

tensao Oy .

Ponto | Aprox. 1 AEroxT"Q'_=
O xx 0.95171 1.4961 6.4394
Oy | -0.03468 0.57782 6.4394
oz | 22587 33.680 19318 |

G | oy | 0.0084779 0.023482 7.6515
Cx 0.39880 0.33190 -0.14109
Cxy | -0.069311 -0.037359 0.00000
oxx | -0.86621 _1.2137 -6.0330
Gyy .| -0.92805 -1.3266 -6.0330 |
Sz -20.675 -30.054 -18.099

H | 6w | 00084779 | -0.023482 7.5656
ox. | 038738 -0.25626 0.075920
Oxy | 0069311 0.037359 0.00000

Quadro 4.3 - Tensdes num conjunto de pontos da consola curta com secgfio em T.

Na figura 4.5 apresentamn-se diagramas de tensdes na secgo de encastramento da consola

para o caso da aproximacio 1. A anélise da distribuigcio das tensdes normais, 0z, nesta

sec¢do demonstra a grande influéncia do modo de tor¢fio na distribuigdo das tensGes

normais na pega.

117



118

Na figura 4.6 apresenta-se uma perspectiva da consola, com o ponto de vista colocado
em (-10; -1; 20), onde estdo assinaladas as distribui¢des das diferentes tensdes obtidas a
partir da aproximagdo 1. As escalas de cdr adoptadas nesta representacdo sdo idénticas as
definidas na figura 4.5. Da observagfio dos diagramas correspondentes is tensdes de
corte nota-se, como seria de esperar, a presenga de uma concentragiio de tensdes na
ligacAo da alma ao banzo carregado. As figuras 4.4, 4.5 e 4.6 foram obtidas utilizando as

rotinas graficas Janela33,



Anexo Ad.l
Aplicacdo do elemento prismatico de 16 nés ao modelo EG

A definicfo do elemento prismético de 16 nés representado na figura A4.1.1 € feita
através da geragdo de um prisma por meio de uma translagdo do elemento rectangular de

8 nds segundo o €ix0 Z = X3 .

12 15 11
\V
16
12/_4 10
%4 4 """5\
7 6
X, 8
X 2 —
1 L5

Figura A4.1.1 - Elemento finito prismdtico de 16 nds.

Estabelece-se assim uma mudanga de coordenadas a qual pode ser expressa na forma,

r 8 B
BN 2 ¥i(E,m) xq
X, 1?;1
Ixp =2 D Wilkm) xp4p, (A4.1.1)
x i=1
\ 3) 2
Zj (L) x3;
- j:]_ y

em que as fungdes ¥ sdo as fungbes de forma do elemento rectangular de 8 nés,

apresentadas no anexo A3.1, e

Zi¢)=5;0-8), Zy(§)=3A+¢) .
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Os valores de, Xy j, € de, X3 ;, s80 as coordenadas dos nés da base do prisma e, X3 1 €

X3 , as cotas da base ¢ do topo do prisma, respectivamente.

Se, analogamente ao que foi feito no anexo A3.1, se desenvolver a expressio (A4.1.1),

facilmente se verifica que esta mudanga de referencial pode ser expressa na forma,

00 10, 01 20 11 02 21 12
X =0+ 0 §+a1 N+ E2 4+ o §n+a1 N2+ o E2n+ o En2,

00 10, 01 20 11 02 21 12
Xp= 0, +0, E+0, N+, E24 0, EN+o N2+a. E2n+ o, En2,

27 72 2 2 2 2 2 2
X3=Y0 +Y1 ¢ , (A4.1.2)

ij

K sdo iguais aos definidos para o elemento

em que os valores dos pardmetros, o

rectangular de 8 nés e,

1 1
Yo =5 (x3,1+%x32), Y1 =75 (x3,2-x31)

Partindo desta transformagaio de coordenadas, € possivel exprimir no referencial local os

operadores diferenciais definidos no referencial global. Esta relagdo é expressa na forma,

() Y
o 2
ela 0x1
9\ 2
an( =9V (Ad.1.3)
d_ 9
d
9 S
onde,
 9xy dxy 9X3 |

Cls d& o€
dX1 dX2 0X3

J= R (A4.1.4)

dX1 0x3 0JX3
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representa a matriz jacobiana da transformacgéo de coordenadas. Os termos presentes
nesta matriz podem ser obtidos a partir da relagdo (A4.1.2),

oxy _ , 10 11 12, 20 21 _
_—BE _(ozk+ockn+ockn )+2(ak+ockn)§ com k=12 ,

0X3
223 -6
ag

dxg
an

ﬂL_O
an

dXk

]8

_9x3
a =Y1

sendo o Jacobiano desta transformagio dado por,

=0 com k=12 ,

H

1JI=[Joo+ Juo&+Joam+ J20 &2+ Juu En+ Joz 2 +
+J3083 + J21 €2+ Ji2€n2+ Joam3 + J2 €22 1 y1 (A4.1.5)

em que os termos Jik correspondem aos ja definidos para o elemento rectangular de 8

nés.

Com base nesta transformacdo de coordenadas, é possivel transformar os integrais

definidos no referencial global em integrais referidos ao referencial local,

1 =J- F(XI,XZ,X3) dv =
v

1 1 1
= [ [ [P0, a0, xuEn0) 13 6 an g, (A4.L6)
1 -1 Y-1

bem como obter a definigio do operador diferencial de equilibrio, D, escrito no

referencial local,
1 (A4.1.7)
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em que:

raxz _8xy
on on
D’= . .- BL . . . m ’YI a— -
on o Gl
_9x] 0X9
- ) an on -
dx7 . dx1
o& o
S 2. S S . Cox2 |y,
o la on
_ dxq] JX2
_ & oF i
| J |
Y1
+ RE 9. (A4.1.8)
. . . 'Y]_ ac
I J |
L ’Yl -

Convém ainda definir os vérios operadores relativos & fronteira do elemento. Para tal
considere-se a fronteira definida em seis superficies distintas, sendo:

St - superficie definida pelosnés 1, 5,2, 6,3,7,4¢ 8;

Sn - superficie definida pelos nés 9, 13, 10, 14, 11, 15, 12 ¢ 16;

S - superficie definida pelos nés 1, 5, 2, 10, 13 e 9;

S1v - superficie definida pelos nés 2, 6, 3, 11, 14 ¢ 10;

Sv - superficie definida pelos nés 3,7, 4, 12, 15 e 11;

Svy1 - superficie definida pelos nés 4, 8, 1,9, 16 e 12.
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As normais exteriores a estes trogos sdo definidas a partir de,

nx]_ n&
¢ =J1JIgng(

tomando os seguintes valores:

N1 = H
L
Y1
N = ;
| J !
Y1
- 3
10 11 12 20 21
(az-oc2+oc2)+2(a2-oc2)§
Nm=Y _ 10 11 12 20 21 > 3
(oc1 oc1+oc1) Z(al ocl)?’;
L J
r 3
01 11 21 02 12
(a2+oz2+a2)+2(a2+oc2)n
Niy = 3 01 11 2l 02 12 > 3
- (o, +0 +a )-2(a, +0a, )1
1 1 1 1 1
\ ' y
( 10 11 12 20 21 ]
- (a2+a2+a2)-2(0c2+a2)§
Nv =3 10 11 12 20 21 > 3
(oo, +a +0 Y+2(a, +0, )&
1 1 1 1 1
\ J
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( 111 2 A

0 21 0 12
" (0"2'(1'2"'“2)‘2((12-&2)1']

N1 = (0‘11' 0('1

121 02 12 .
1+0L1)+2(0L1-a1)'r| r

A integragdo de uma funggo ao longo de cada uma das superficies de fronteira pode ser

expressa, em termos das coordenadas locais, na forma seguinte:

h =J‘ F(x1,x2,x3) dS1 =
81

1 (1
- .[1 fl F(x1(En,-1), x2(En.1), X3En.-1)) INT I d§ dn ;
In =f F(x1,x2,%3) dSy1 =
S11
1 (1
- fl fl F(x1(£n.1), x2(Em.1), x3(En,1) INi | dE dn ;

Im =J‘ F(x1,x2,x3) dS11 =
S1I1

1 1
= fl fl F(x1(£,-1,0), x2(8,-1,0), x3(6.-1,8)) INr | dE d ;

Iy =f F(x1,x2,x3) dSyy =
S1v

1 1
= J.]_ fl F(X](I,T‘[,C),X2(1,n’c)’ X3(1,11,C)) ElwIVI dT] dC H
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Iy =f F(x1,x2,x3) dSy =
Sv

1 (1
= f . fl F(x1(€.1,0),x2(¢,1.0), x3(£,1,Y)) INy | A& d{ ;

Ivi =f F(x1,x2,x3) dSy1 =
Svi

1 1
= fl J‘l F(x1(-1,m,0), x2(-1,0,0), x3(-11,0)) INy1l dn d ;

Tendo em conta os resultados apresentados, € possivel reformular os vérios operadores
presentes no sistema governativo do modelo EG em termos do elemento mestre, Assim,
as defini¢des apresentadas para os operadores presentes no sistema governativo, (2.27),

podem ser agora expressas na seguinte forma:

Integrais no volume,

1 r1 1
F:j sthdV.—_f f f StES|YIdE dn de
v -1+v-1+-1
1 r1 1
A=J. (DS)tUdV=f f f (D S)t U d§ dn d¢,
v -14-17Y-1
1 1 11
va:JSthQdV=f f f Stfsg [ JIdE dn dl,
v -1+-1 -1
1 1 1
vg = f Stfsg dv=f f f St fsg 1J1dE dn dl,
v -17-17Y.1
1 71 (1
R = f Utbdv=f f f Utb1J1dE dn d,
v -1v-1+v-1 .

1 1 1
Ro= [ UtDsgav = [ [* [* ut(d'sp)aganat,
v -1+7-1+7-1
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Integrais na superficie de fronteira I,

1 1

B=J‘ NStZ dsl=f f (NyS)tZ dE dn
SI -1+-1
1 1

Q*=f Ztt, dsI=f f Ztt, INgldE dn,
St -1+v-1

1 r1
Qozf Z'N sy dSI=J- f ZtNISOdE_, dn,
St -1+v-1

e |

1 1
(NS)tuy dSt= [ [ (NiS)u, dg dn;
SI "1 '1

Integrais na superficie de fronteira IT,

b

Su

Q.=

St

1 r1
NStZ dSqg = J J. (NS Z dE dn ,
-1+4-1
1 11
-1v-1

1 r1
Qo= ZNsodsm= [ [ ztNgsodtan,
St 11

-

1 1
(N$)tus dS= [~ 7 (NuS)tu d dn;
S11 -14-1 ‘

Integrais na superficie de fronteira ITI,

1 (1
B = f NSt Z dSyn = f f (N S)tZ dg dg,
St -1--1

1 71
Q. =f Zity dSmI = f f Zity INml dg
St -1--1
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1 1
Qo =J ZtN so dSyjp = f f Z' N so dg€ dg,
St 171

1 1
Vi = f (NS)tu, dSyy = f J (N111 S)t uye dE dT ;
S -14-1

Integrais na superficie de fronteira IV,

1 r1
B=J- NStz dslv=f f (Nv S Z dn df,
1+4-1

Siv -

Q= |

1 11
Ztt, dsw=f f Ztt, INpy | dn dC,
S1v -19-1

i 1
Qo= ZNsodswv = [ ztNiysoan dl,
SIV -1 -1

1 1
vez [ NS)tusasiv= [T [ NivS)tuy an ag;
SIV -1 -1

Integrais na superficie de fronteira V,

1 r1
B=f NststV=f f (Ny S!tZ dE dt
SV -1+-1
1 rl
SV -1+v-1
1 1
Qo:J- ZiN sg dSvy =J‘ f Z' Ny sg d§ dC ,
SV '1 '1

1 1
v*=J;V(NSﬂu*dSV==£1J¥(stﬁu*d§dgi
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Integrais na superficie de fronteira VI,

1 1
B:f NStz dsVI=f f (NvIS)Z dn dg,
Svi -1--1

1 1
Q*=f Ztt, dSVI=f f Ztt, INyrl dn df,
Svi -17-1

1 1
Qozf ZIN sg dSy1 = J. f Z'Nyiso dn df ,
Svi -17-1

1 r1

ve= | NStu.dsyi= [ [T Nvs)tug an g
Svi 1-1

Saliente-se o facto de grande niimero dos valores expressos nos integrais acima definidos

tomarem valores nulos quando se utilizam polinémios de Legendre como fungdes de

interpolagéo.



5 Analise de Pecas Laminares

No presente trabalho e de acordo com o Vocabuldrio de Teoria das Estruturas3S,
entende-se como pega laminar um corpo "em que uma das dimensGes € muito menor do
que as outras duas". Geometricamente, uma pega laminar pode ser definida por meio de
uma superficie média a que se associa, ponto a ponto, uma espessura, a qual
corresponde & menor dimenséo da pega. Assim, a geometria de uma pecga laminar pode

ser definida por meio da expressio paramétrica da superficie média,

X = f((x,ﬁ) s ¥ g(Oﬁ,B) y Z = h(a,B) ’

¢ da espessura,

e(a,pB) ,

L]
I

em que o € B representam os pardmetros definidores da superficie e x, y € z um sistema

cartesiano de coordenadas.

Esta defini¢do € perfeitamente genérica, abrangendo pegas laminares curvas, como as
cascas ¢ as membranas, e pegas laminares planas, como as lajes e as placas. A definigio
das pecas planas pode ser simplificada, passando os parimetros de defini¢io da
superficie o e B a coincidir com duas das coordenadas de referéncia, x e y por exemplo,

sendo a terceira coordenada constante, z=0, restando a necessidade de descrever a
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variacio da espessura na forma:

T=7T(xy) .

Centrando a atengdo no caso das pegas laminares planas, convém desde j4 introduzir um
conjunto de notagdes que permita uma melhor descrigio deste tipo de estruturas. Assim
considere-se que a pega laminar ocupa um volume, V, ao qual estd associada uma
superficie média, ‘Af, definida no plano (x,y), perpendicular ao terceiro eixo
coordenado, z. A fronteira da pega laminar pode assim ser dividida em duas zonas
distintas, uma que corresponda as superficies que interceptam z, I'+ ¢ I', consoante a
componente segundo z da sua normal exterior seja positiva ou negativa,
respectivamente, ¢ a restante superficie de fronteira necessariamente paralela a z, I'z,
Sendo a espessura da pega definida por meio de T(x,y) = T*(x,y) - T(x,y), as

fronteiras que interceptam z sdo descritas na forma:

r:z=t+(x,y); I'-: z=1T(x,y).

5.1 - Condigdes de compatibilidade

Nos problemas que envolvem pegas laminares é vantajoso simplificar o modelo de
comportamento das pegas na direc¢fio da espessura, por forma a que, com poupanga de
mejos de cdlculo, se consiga uma boa definigio do comportamento segundo as direcgdes
de maior desenvolvimento da pega. Assim, considerando as definigbes atrds

apresentadas, o campo de deslocamentos na pega laminar plana pode ser aproximado na

forma,
2 A
uix, 3, 2 = 2 [0x@) fx, ] (5.1)
€m que a matriz,
[~ zk ]
k! :
A zk
Uk = . k! . para k> 1, (5.2)
Lk-1
. _—"__"T_
] (k-D)T |




retine as fungdes de aproximagio dos deslocamentos ao longo da coordenada z e o

vector,
uyx
Uy = uy para k > 1, (5.3)
Uz

agrupa os respectivos pesos. Estes pesos sdo fungdes das coordenadas de cada ponto no

plano médio da estrutura.

A aproximagdo definida por (5.1) e (5.2) é andloga as efectuadas por Barboni3 ,
Chomkwah10 e Tseng55, dando origem a formulagdes genericamente designadas commo
teorias de ordem superior e bastante utilizadas na andlise de estruturas laminares de
material compdsito. Refiram-se ainda os trabalhos de Ciarlet® e de Raoult4s nos quais,
recorrendo a escalas apropriadas, o problema tridimensional € decomposto numa
sequéncia recursiva de problemas planos. Contudo, estas formulag¢Ges baseiam-se na
expansdo dos campos de tensdes ¢ de deslocamentos em séries de poténcias da

espessura, T, € ndo da ordenada correspondente, z.

Tendo em conta a interpolagdo dos deslocamentos, (5.1), bem como a equagdo de
compatibilidade definida para as pegas tridimensionais, (4.6), € possivel definir um

conjunto de deformagdes generalizadas, ey, tais que,

n
A
e= 2, [Ex(® ex(x,y)] +g em V, (5.4)
k=0
em que,
Zk .
KTy
€xx . 1T . .
‘;yy " k-2 ] .
ZZ - 1
ek= €yz , Ex= (k.Z). zk-1 . (5.5)
€xz (k-1)!
exy . . . . zk-l
k &DU
' ) k!
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€ 0 vector £g agrupa as deformagdes impostas devidas, por exemplo, 2 retracgido ou a

varia¢Oes de temperatura.

Esta defini¢do para as deformagdes generalizadas, (5.4), permite escrever a equagio de
compatibilidade, (4.6), na forma,

A

% A A
egk=D"ug +egx em V, (5.6)
em que,
-5 -
ﬁ*= % , (5.7)
o
oy
« 1
0
1 oy
0
1 ax
J_ d_ .
| dy Odx _

representa ¢ novo operador diferencial de compatibilidade e o vector egy agrupa as

deformagdes generalizadas de ordem k associadas as deformagdes impostas, £g, tais que:

gg = - kgo [ Ex(z) egk(x,y)] em \a (5.8)

Decompondo o operador diferencial de compatibilidade correspondente &s pecas

‘e . . E S ~
tridimensionais, D™, em trés parcelas,

# _ ot 0 t o t o0
D =Nx'a—x+Ny§§+Nza—z, (5.9)
em que,
Ny=[1+-+-- , Ny=[----" 1, N,=[-++-1-T (5.10)
.“..1 Dl...l .'ll..
ol- nncln- .-1--.

P*=N L LNt L LN
= + y y+ z" (5.11)
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Tendo em conta as definigSes apresentadas para os operadores diferenciais de
A A
compatibilidade, D* e D* , ¢ para as matrizes de compatibilidade, Uy e Ex , conclui-se

que estes operadores se relacionam da seguinte forma:

A

p* O = N 0 2-

A
Uksz + N Uk _ g, B* . (5.12)

t t A
X yUka

Quanto & condig¢@o de fronteira cinemdtica, (4.7), deve ter-se em conta a subdivisdo

efectuada nessa fronteira, I, = l“;’l‘ W I'y WA, Assim ao longo de I‘ﬁ' e de I';; hd que

respeitar as seguintes condigdes,

n

ue = 2 [0 fe(x,9)] em T, (5.13a)
k=0
1 A

uw, =kEO[Uk(fr-) g (x,y)] em T, (5.13b)

enquanto que a0 longo de I'  as condigdes de fronteira devem ser impostas ordem a

ordem, isto &,

usk = Uk (x, ) em @y, (5.14)

representando oy, a fronteira cinemética do plano médio da estrutura, ou seja,

4 Z
(0u=Vﬁru .

5.2 - Condigoes de equilibrio

Em consequéncia da aproximagio feita para os deslocamentos, (5.1), a verificagdo do
equilibrio local, (4.4), deve agora ser feita de uma forma ponderada em que as funcdes

de peso sdo as fungdes de aproximagio do campo de deslocamentos. Assim, a equagio
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de equilibrio toma a forma,

T+At - A
Ul@(D 6 + b)dz=0 emV, (5.15)

A
sendo V a superficie média da pega e sendo as coordenadas em z da superficie inferior e
superior da pega definidas respectivamente por T-(X,y) e T*(x,y). Desta imposi¢io da
condi¢do de equilfbrio de uma forma ponderada resulta a definigio da resultante de ordem

k das for¢as de dominio,

T+
BFJ U@ b dz , (5.16)

" A . . o~
dual dos pardmetros de deslocamento, uy, visto verificar a relagdo:

n

"C‘l'
J bt u dz =Z JiJIt( ?lk

T- k=0

Tendo em conta que o operador diferencial de equilibrio D é adjunto de D¥, (3.4), e que
se tratam de operadores que apenas envolvem derivadas de ordem fmpar, D pode ser

decomposto na forma,

0 0 d
D = Nx3; + Nygy + N2y 5 (5.17)

representando Ny, Ny e N, as matrizes definidas em (5.10) .

Introduzindo a decomposigdo (5.17) na equagiio de equilibrio (5.15), tendo em conta a

defini¢do (5.16), obtem-se a seguinte relagdo:

T+
[Tt (V32 e Ny e N s Bz em

(5.18)

0
Se na expressdo (5.18) for eliminado o termo £ por meio de uma integra¢do por



partes, verifica-se que a equaciio de equilibrio pode ser escrita na forma,

1:+
At
k Nx

T-

At .
+ Of Ny §5- 55Nz fo az +[ O Neo] +be=o.

QJ]Q_)
L]

Tendo em conta o resultado (5.12) ¢ a relagdo existente entre operadores diferenciais
adjuntos, (3.4), € agora possivel escrever a equagio de equilibrio local na forma,

T+ T
|TBEfo a0 Noo] v bizo, (5.19)

A
em que D representa o operador diferencial de equilibrio.

Considerando a hip6tese da pega laminar poder apresentar espessura varidvel, a equagdo
(5.19) toma a forma,

A
6Sk+|:U1£?lLO'
z

T+
]T' +bx=0 em \ , (5.20)

em que N representa a matriz das componentes da normal 2 fronteira definida em (4.3),

nz a componente dessa normal segundo a direcgéo z € o vector,

( ™
Sxx

Syy

s Tt A

Sk = 3 s;z ;o= j Elcdz emV, (5.21)
Sxz -

Sxy y

L k

agrupa os esforgos generalizados de ordem k. A dedugio da expressio (5.20) € feita
recorrendo a regra de Leibnitz para a derivagio de integrais, encontrando-se desenvolvida

no anexo AS.1.

Os esforcos generalizados definidos em (5.21), sdo duais das deformacdes generalizadas
de ordem Kk, ek, pois verificam a relagio:

n

T-i-
J ol (e - €g) dz:Z sl'é ek

k=0
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Ao impor as condigbes de fronteira estéticas, deve ter-se em conta a subdivisio efectuada

na fronteira, I5 = I“'(';. uIlguw l“cz,. Assim, ao longo de 1"3' e de I'; a equagdo de
equilibrio toma a forma,

No= t,(th) em TF, (5.22a)
No=t,(t7) em I';, (5.22b)

enquanto que ao longo de 1"% a condig@o de equilibrio na fronteira é imposta

ponderadamente utilizando para fungGes de peso as fungdes de interpolagdo dos

A
deslocamentos, U K’

T+ A ¢ TF A t
U/ Nodz = Uy ty dz em s , (5.23)
T- -

A
representando @ a fronteira estdtica do plano médio da estrutura, @ =V N rz.o

resultado (5.23) pode ser escrito na forma,

N sy = t*zk em g , (5.24)

em que,

agrupa as resultantes das trac¢Ses aplicadas nas faces laterais da pega e
ny . . . . Dy

. . . . n
ﬁ=anx+Ny’ny= ny X y

- » - ny nx

A
representa a matriz das normais associada ao operador diferencial de equilibrio, D .

Tendo em conta as equagdes (5.22) e o facto das fronteiras estdticas 't e I'"serem

A
coincidentes, em termos de coordenadas {(x,y), com o plano médio da estrutura, V, a
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equagdo de equilibrio local, (5.20), pode ser escrita na forma,

Dsk+t°++t6'+t“++t“‘+,ﬁk=0 em V , (5.25)
emque:

(o = —L__ ﬁt(fc+) t . (T%) It (5.26a)
¥k ﬂz(T+) k % tm lgs *
tg, = T Uk(“c-) t (T) em I'y; (5.26b)
gt =L {tgy ¢t em TF; (5.26¢)
k nz(T¥) k u? )

. 1 A ) )
uw- e -
tk = 00 Uk(’t )t em I . (5.26d)

Convém salientar que as tracgdes ao longo das fronteiras cinemdticas, I"" ely

designadas respectivamente por, t* e t, nfio sdo @ priori conhecidas, podendo ser

interpoladas.

5.3 - Relacoes constitutivas

A formulagio rigidez das relagdes constitutivas € expressa no caso tridimensional eldstico
e linear pela relagdo (4.8b). Se se tiver em conta a defini¢gio dos esforgos generalizados,
(5.21), e a relagdo entre as deformagdes e as deformagdes generalizadas, (5.4), a relacdo

constitutiva pode ser reformulada agora em termos de varidveis globais,

n
A
si= ) kijej +spi emV, (5.27)
j=0
em que s;j € o vector que agrupa os esforgos generalizados de ordem i, ej € o vector que

agrupa as deformagdes generalizadas de ordem j , sendo
fc-i-
kij =J E! k E dz , (5.28)

a matriz de rigidez que relaciona os esforgos generalizados de ordem i com as
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deformacGes generalizadas de ordem j, e
T-l-
Sgi = J Ef (co + keg) dz, (5.29)

o vector dos esforgos generalizados de ordem i devidos a tensdes residuais e a

deformagdes impostas.

5.4 - Equacdes fundamentais

Partindo da interpolagfio expressa em (5.1) para o campo de deslocamentos, é possivel
rescrever as equagdes de compatibilidade, equilibrio e de elasticidade das estruturas

A
laminares planas, tomando agora como domfnio de estudo o plano médio da estrutura, V.

Assim, a condigﬁo' de compatibilidade local pode ser expressa na forma:

A A A
ek=D " uy em V, (5.30)
A R — .
onde os vectores ey € Uk agrupam, respectivamente, as deformagdes generalizadas e as
A
fungdes de deslocamento ¢ D* representa o operador diferencial de compatibilidade

definido em (5.7).

A condigfio de compatibilidade ao longo da fronteira cinemadtica € expressa na forma:
Ugk = ﬁk (x,y) em wy. (5.31)
As relacOes que impdem a condigdo de compatibilidade em termos dos deslocamentos

impostos ao longo das fronteiras cinemdticas, cuja projeccdo no plano (x,y) coincide

com o plano médio da estrutura, so expressas na forma,

n

uf = X [Our) ] em 1, (5.322)
n

ui = 2, [Ox(t) Sxxoy)] em T, (5.32b)
k=0

A
onde Uk representa a matriz que agrupa as fungGes de aproximacgio dos deslocamentos



ao longo da espessura da pega e u; € u3 os vectores que agrupam os deslocamentos

impostos ao longo das fronteiras cineméticas I'; e I‘l"l' , Tespectivamente.

A relagio de equilibrio local toma a forma,
A A
Dsk+bk+tt=0 emV, (5.33)

equagio que impde a relagio entre os esforgos generalizados, agrupados no vector si , e

as resultantes das forcas no plano médio devidas a accdes estdticas, by, e devidas a

acgOes cinemdticas, tk“ Estas resultantes sdo definidas respectivamente por,

bi = t3 +13; + by, (5.34a)
tlllc = tul;l' + tu}; . (5.34b)

A equagido que exprime a condigdo de equilibrio ao longo da fronteira estética relaciona os

esforgos generalizados com as resultantes das tracgGes aplicadas na fronteira estdtica:

Nsg=t% em og . (5.35)

As relagdes constitutivas relacionam os esforgos generalizados com as deformacées

generalizadas, podendo ser descritas na forma,

n
si= D, kijej +Spi em v , (5.36)
70

com Kkjj ¢ spi definidos de acordo com (5.28) e (5.29) respectivamente. Esta relagio

constitutiva pode ser invertida, sendo escrita como uma relagio de flexibilidade,
. A
ei=, fij (sj-so) omV, (5.37)
=0

em que,
[fii] = [ky]-1 .

O conjunto de relagdes agora resumidas permite resolver problemas envolvendo pecas

laminares tendo em conta o seu comportamento tridimensional, mas utilizando modelos
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bidimensionais. Este modelo baseia-se na interpolagdo do campo de deslocamentos ao
longo da espessura, (5.1), na interpola¢io das tracgdes ao longo da fronteira cinemdtica,
e na integrago por partes da equagio de equilibrio na espessura. Como adiante se verd,
esta formulagdo permite encontrar solugSes para o comportamento de pegas laminares
mais gerais do que as habitualmente conseguidas com as teorias cldssicas das placas e das
lajes, pois permite aumentar a ordem das interpolagdes ao longo da espessura das pegas.
Por outro lado exige um menor esforgo de célculo do que as solugBes baseadas em

formulagdes tridimensionais puras.

5.5 - Placas

Analise-se em seguida o caso particular das placas tomando apenas o primeiro termo da
formulagfo atrds apresentada. Isolando o termo de ordem () obtem-se a seguinte

aproximagcio para o campo de deslocamentos:

u 1. ux (x
u(x,y,z) = * = I"30(2) ﬁO(st) = 2 (%5) . (5.38)
lly - 1 Uy(an) 0

Esta aproximagdo pressupde que os deslocamentos segundo as direcgfes do plano médio
da placa sdo constantes ao longo da sua espessura. Quanto aos deslocamentos normais ao
plano da pega laminar, niio € feita qualquer hip6tese sobre ¢ seu comportamento. Em
consequéncia da interpolagdo, (5.38), para o campo de deslocamentos, e tendo em conta

a equagdo de compatibilidade, (4.6), obtem-se a seguinte defini¢fo para as deformagdes:

() ]
Exx ox
duyg 5.39
e =J 8yy > = < '?)y'— > ( )
duxp . duyg
=y L dy T Ox J




Apenas sdo referidas as deformacGes referentes ao plano da placa visto as restantes serem
dependentes dos deslocamentos, u, e estes deslocamentos ndo terem sido alvo de

qualquer hipétese simplificativa.

As deformagdes generalizadas, eg, sdo definidas de tal modo que,

€ -Ep = 1.. exx = Eqgeqg, (5.40)
. 1. €yy
. 1] &xy 0

em que, &g, representa as deformagdes impostas e, Eq, a matriz de compatibilidade.

A equagido de compatibilidade relaciona as deformagdes generalizadas, eg, com as

- A .
fung¢des de deslocamento, ug, sendo escrita na forma,

al.IxO
ox
du
By, (e =

duyg . Uy
a§ ¥ ox

€0

A
= D*lg + egp , (5.41)

em que,
8% . T - (5.42)

QJ[QJ
e

2B LB

<

L .,
N| ‘<|

representa o operador diferencial de compatibilidade e, egg, a componente de ordem 0

das deformagdes impostas definida de acordo com (5.8).

Analisando a equagdo de compatibilidade, (5.41), observa-se que esta equagio
corresponde exactamente 2 utilizada nas placas, isto €, nos problemas de elasticidade

plana.
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Ao nivel das equagdes de equilibrio verifica-se que, quando se considera apenas a
primeira ordem na expansio do campo de deslocamentos ao longo da espessura, a

equagdo de equilibrio local toma a forma:
A u
D sg +bo+t0 =0 (5.43)

Os esforgos generalizados, sg, duais das deformages generalizadas, eg, sio definidos

como,

Sxx T+ ¢
so=14 Syy = E,oc dz , (5.44)

A
¢ o operador diferencial de equilibrio, D, toma a forma:

0 0
ﬁ _lax Jy (5.45)
= 3 o |
dy dx

A resultante das forgas no plano médio devidas a acges estdticas,

A -
b0=b0+tga'+tgo,

(5.46)

. L. D
€ obtida somando a parcela correspondente s forgas de dominio, by, com as resultantes

das cargas aplicadas sobre as faces que interceptam z:

'|:+

A b x
bg = by dz ,
-
+ -
T | tx* o- _ 1 tx*
*0 7 py(TH) t;”* ’ *0 ' ny(1) £y

Na equagéo (5.43) o termo, tg, representa a resultante das for¢as no plano médio devidas

a imposigdo de condigdes de fronteira cinemadticas, definida de acordo com as equagdes

(5.34b), (5.26c) e (5.264).

Tem interesse verificar que, analogamente ao que sucedia com a equagio de



compatibilidade local, a equagdo de equilibrio, (5.43), coincide com a equagdo de

equilibrio local definida para os problemas de elasticidade plana.

No que diz respeito as relag@es constitutivas, considere-se a defini¢do dada para a matriz
de rigidez, koo, (5.28), ¢ tenha-se em conta a definigdo de Eq, (5.40), e da matriz de
rigidez, k, (4.9b), referente ao comportamento isotrépico. Assim, para que se possa
estabelecer a relagdo constitutiva a ser adoptada para este caso particular, serd necessirio
introduzir algumas hipdteses simplificativas acerca da variagio das deformagtes, €77 , Yyz
€ Yxz ou das tensdes, Oz, Oyz € Oxz 20 longo da pega. Se se admitir o anulamento das
deformactes e uma relag@io constitutiva homogénea ao longo da espessura, a relagdo

constitutiva toma a forma,

1-v v .
Sxx . €xx Sxx
Syy b =—bt |V 1-v 1'2 €yy ¢ +94 Syy ¢ , (5.47)
Sxy (1+v)(1-2v) =&V exy Xy
0 . . 2 4] 8

€Yz =0,Vyz=0¢ ¥y, = 0.

Convird realgar que esta relagdo constitutiva coincide com a habitualmente utilizada nas
placas sujeitas a estados planos de deformagdo, facto que nfio € de estranhar se se tiver
em conta as hipSteses adoptadas acerca do anulamento das deformagdes definidas na

espessura da placa.

Se em vez do anulamento das deformagdes se impuser o anulamento das tensdes, Gz,

Ozx,» Ozy, facilmente se conclui que a equagdo constitutiva, toma a forma,

v

Sxx €xx | Sxx
E v 1 .
SXY 1'V -v exy Sxy
0 * : 2 0 6

e GZZ=0:GyZ=OCGXZ=0i

a qual corresponde & equagéo constitutiva das placas sujeitas a estados planos de tensdo.
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Por forma a simplificar a utilizagfo alternativa das rela¢Ges constitutivas referentes a
estados planos de tensio e a estados planos de deformagio, define-se um médulo de
elasticidade ¢ um coeficiente de Poisson ficticios por forma a que, quando introduzidos
na relagio constitutiva (5.47), simulem a relag@o constitutiva (5.48). A definigio destes

pardmetros ficticios € expressa por:

g-_L1*2Vv . yve—Y (5.49)
(1 + v )2 1 +v

5.6 - Lajes de Reissner-Mindlin

Considere-se agora o segundo termo da formulagfo atris apresentada, isto é, o termo de

ordem 1, partindo-se da seguinte interpolago para o campo de deslocamentos:

A z . . ux (x,y)
uxy,z) = Ui tixy) ={. z . [ uy(x,y) p . (5.50)
1 uz(x,y) |4

Em consequéncia desta aproximagio para o campo de deslocamentos, as deformagdes

podem ser definidas em fung¢io das deformagdes generalizadas como,

r 3
Exx

Eyy
e=< Yyz p = E{ €l + &g , (5.51)
Yxz

L Txy S

sendo a equagao de compatibilidade, (5.6), escrita na forma,

€xx
€yy A n
e1 =9 €yz = DY uUi(xy) + egy
€xz
exy

(5.52)

A
em que o operador diferencial de compatibilidade, D*, e a matriz que define as
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deformagdes generalizadas, K, podem ser escritas na forma,

p*=[2_ . , E;= |z + + - , (5.53)
dx g e e .
.9 )
ay . -
1 Q_ . 1 -
ay . .z
; . 9 _ |
2 a %
| dy dx ]

sendo a componente de ordem 1 das deformagdes impostas, egq, definida em (5.8).

Saliente-se que a deformagio £;; ndo estd presente na definigdo das deformagdes, (5.51),
devido ao facto de ndo ter sido adoptada nenhuma aproximagio para a variagdo do

deslocamento uy, ao longo da espessura da laje.

Tendo em conta a defini¢io do operador diferencial de compatibilidade, (5.53), a relagdo
(5.52), corresponde a equagdo de compatibilidade formulada para o caso das lajes

espessas de Reissner-Mindlin47.31

No que diz respeito as equagdes de equilibrio, verifica-se que, quando se considera
apenas a segunda ordem na expansdo do campo de deslocamentos ao longo da espessura,

se encontra a seguinte defini¢do para os esforcos generalizados,

- B
4 ' zcxx
Sxx
+| Z O
Syy T Y
s;=3 Syz g = Y Oyz ¢dz . (5.54)
Sxz T Cxz
s 1
\. Xy‘a L zcxy

Se se tiver em ateng@o ao significado fisico das vdrias componentes dos esforgos
generalizados, facilmente se verifica que estas componentes correspondem,
respectivamente, a0 momento flector segundo X, ao momento flector segundo y, ao

esforgco de corte segundo y, ao esforgo de corte segundo x € a0 momento torsor,
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defini¢bes estas idénticas as formuladas para a laje de Reissner-Mindlin.

Analogamente ao que sucedia com a auséncia da deformagdo €5, das relagdes de

compatibilidade, verifica-se agora, como era de esperar, a auséncia da tensio G, nas
relagdes de equilibrio.
A equagio de equilibrio local, (5.33), toma a forma,

f)sl+b1+t‘i=0 em\Af, (5.55)

A
em que, o operador diferencial de equilibrio, D, € definido como,

_.a_ 1 a__
. ox T 9y
D= d_ . 9 (5.56)
dy -1 ox |’
. 9 9
B dy oJx B

e as resultantes das forgas no plano médio devidas a acgbes estdticas, by, sdo expressas

por,
_¢C+ G- , B
bi=t3f +1t3; + by (5.57)
em que,
Tt |z by
A
bi= Z by dz ,
T bz
e,
-
+ g -
T Tt
1 4 + ¢+ - 1 -t-
o+ _ T+t tS- = Tt
YT ) (0 M T nm )
' t* t"
. z*

Na equacio (5.55) o termo, t‘ll, representa a resultante das forgas no plano médio devidas

a imposigao de condi¢Ges de fronteira cinemdticas, definida de acordo com as equagGes

(5.34b), (5.26¢) e (5.26d).



Analogamente ao que sucedia com as equagles de compatibilidade, as equacdes de
equilibrio desenvolvidas para a pega laminar de ordem 1 coincidem com as equagdes de

equilibrio utilizadas nas lajes espessas de Reissner-Mindlin.

No que diz respeito as rela¢Ges constitutivas, considere-se a defini¢io dada para a matriz
de rigidez, k11, (5.28), e tenha-se em conta a definigdo de E1, (5.53), ¢ da matriz de
rigidez, k, (4.9b), para o caso do comportamento isotrépico. Devido ao facto de tanto a
deformagiio, €57, como a tensdo, G, terem estado ausentes das defini¢Ges das relagdes
de compatibilidade e de equilfbrio, é possivel introduzir ao nivel das relagdes

constitutivas diferentes hipdteses quanto & sua variagdo ao longo da espessura da pega.

Considerando, numa primeira hipétese, o anulamento da deformagio, €47, a relagdo

constitutiva toma a forma,

(sxx\ rexx\ (Sxx\
Syy eyy Syy
2 Syz p =kj1§ yz g +% Syz ;o (5.58)
Sxz €xz Sxz
gsnyl LenyI ksnyG
em que,
ki1 = (I-v)D vD . , (5.59)
vD~ (1-v)D” .
. GT . .
. GT .
G 13
’ 12
. E 13

T+=—T—‘ e T =-

.
2

= com
12 (1 +v)Y (1 -2v)

Saliente-se que esta relagio constitutiva nfio coincide com a utilizada nas lajes espessas de
Reissner-Mindlin. Esta diferenga deve-se ao facto de, ao se admitir o anulamento da

deformagio, £z, se impor que o deslocamento segundo a direcgdo da espessura €
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constante ao longo da mesma, uz ; = 0, imposi¢io esta ndo assumida na formulagdo das
lajes de Reissner-Mindlin. Se em contrapartida se considerar a hipétese formulada nas
lajes de Reissner-Mindlin, a qual consiste na imposic¢io da condigio,

T+
J szde =0,

aliada a uma diminui¢@o da rigidez de corte, entfio facilmente se verifica que a matriz de

rigidez, k11, presente em (5.58) passard a ser escrita na forma,

kii= [ D vD . 1, (5.60)
vD D .
YGT .
. yG1t .
G 13
=1 ) 12 w—
em que,
I £
12 (1-v2’

¢\ representa um factor minorativo da rigidez de corte habitualmente considerado igual
a 5/6 . Como seria de esperar, a matriz de rigidez definida por (5.60) coincide com a
formulada para as lajes espessas de Reissner-Mindlin. Analogamente ao que sucedia para
os estados planos de tensdo e de deformagio, a utiliza¢io de um médulo de elasticidade e
de um coeficiente de Poisson ficticios, (5.49), permite passar da definigio (5.59) para a

definigdo (5.60), no que diz respeito aos termos de flexdo.

5.7 - Modelo EG em pecas laminares

A etapa seguinte na andlise das pegas laminares consiste na aplicagdo dos modelos
estiticos de elementos finitos, formulados no capitulo 2. Esta aplicagdo serd aqui

desenvolvida para o modelo EG, podendo ser generalizada para os restantes modelos.



Na aplicag@io do modelo EG ao estudo das pegas laminares, adopta-se uma metodologia
em tudo idéntica 4 seguida no capitulo 2. Assim considera-se o campo de esforgos

generalizados decomposto nas seguintes parcelas,
Sk = Sck + SO0k (5.61)
sendo sgx a parcela particular e sclc a parcela complementar tal que
Sck= S Xk, (5.62)

onde a matriz S agrupa as fungdes de interpolagio e o vector Xi os pesos que lhes estdo

associados, designados por esforgos independentes.

Tendo em conta esta interpolagdo para os esforgos, as equagdes de equilibrio no dominio,

(5.33), e de equilibrio na fronteira estdtica, (5.35), podem ser escritas do seguinte modo:
A A A
DSXk+Dsok+bk+t‘f[=0 emV; (5.63)

— ¢ Z
RS Xy + Nsox = t,xk ©m Qg . (5.64)

A equagio de compatibilidade local (5.30) pode ser satisfeita de uma forma ponderada,

em que as fungdes de peso coincidem com as fungdes de interpolacdo de esforgos:

J St (ex - D* f) aV =0 . (5.65)

Definindo-se as deformagées independentes, vk, duais dos esforgos independentes, X,

por meio de,

vie=| Steg aV, (5.66)

€ possivel escrever a equagio de compatibilidade (5.65) na forma:

vie=) StD* by aVv . (5.67)

Saliente-se que a defini¢io apresentada para as deformagdes independentes, (5.66), faz
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com que seja satisfeita a condigfo:

st e d{\’ =Xt v
ckk = A Yk -

Se forem introduzidas em (5.66) as relagdes constitutivas expressas na forma (5.37) e

tendo em conta a interpolagdo dos esforgos (5.61) e (5.62) obtem-se a seguinte relagfio

entre deformagtes independentes e esforgos independentes:

vi = Fij Xj + voi- vai (5.68)
em que
Fij= | St£; S dV, (5.69a)
L
voi = | St fij sj aV (5.69b)
A
vei = J St fij sgj dV . (5.69¢)

Se por outro lado se proceder a integragio por partes do segundo membro da equacgio
(5.67), obtem-se a seguinte relagfio entre as deformagdes independentes, vi, € 0s

A
deslocamentos, uj :

vi= [ @S)thido -[ @s)td;av. (5.70)

Combinando as relagdes (5.68) e (5.70) obtem-se para equagdo de compatibilidade a

EXpressao:

A A
Fi; Xj + voi - voi = J (IQS)t ﬁi do - _[ (DS)t i\li dv . (5.71)

Considere-se em seguida uma interpolagio para os deslocamentos no dominio definida
do seguinte modo,

di =Ud; emV | (5.72)
onde a matriz U agrupa as fungdes de interpolagfio e o vector d; 0s pesos que lhes estfo

associados.



. . . . s A
Considere-se ainda uma interpolagio independente do campo de deslocamentos, 11, a0

longo da fronteira estdtica, W . Essa interpolagéio pode ser escrita na forma,

A
ui=7Zqi em g |, (5.73)
onde a matriz Z agrupa as fungdes de interpolagio e o vector qj os pesos que lhes estio

associados.

Tendo em conta as interpolagdes de deslocamentos definidas, a equagdo de

compatibilidade, (5.71), toma a seguinte forma:

Fij Xj + A dj-B qi = v4i+ voi - voi , (5.74)
em que:
a=] ds)tu ab. (5.75a)
B=[ \S)'Z dog (5.75D)
Vi = J. (&S)t Ui dwy | (5.75¢)

A condigfo de equilibrio no dominio, definida por (5.63), depende do valor das tracgdes

resultantes da imposigdo das condigGes de fronteira cinemdticas em I'; e I'y;. Néo sendo

conhecido a priori o valor destas tracgdes, torna-se necessirio proceder i sua

interpolagio,
tt=T+r* em I} , (5.76a)

t=Tr em I'y , (5.76b)

em que T+ {T-} € a matriz que agrupa as fungdes de interpolacio das tracges ao longo

de I“a“ {I'y) e r* {r"} o vector que agrupa os respectivos pesos.

Tendo em conta a interpolagdo (5.76) e considerando a satisfagio ponderada da condigdo

de equilibrio,

jUt(ﬁsxk+ﬁs0k+bk+t1)d{>=0, (5.77)
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€ possivel redefinir esta condigdo na forma,

At Xj+C'Jl' r++Cj r- = - Rj - Rgj, (5.78)
em que,
C‘Jr = _[ Ut ﬁ}(ﬁ) T+ dT'} (5.79a)
A
Cj = j Ut Ui(r) T~ dIy, (5.79b)
t A
Rj= | Uth; aV, (5.79¢)
J‘ A A
Roj= ] Ut D spj dV , (5.79d)

e Alrepresenta a matriz de equilibrio, transposta da matriz de compatibilidade, A,

definida em (5.75a).
As forgas de dominio generalizadas de ordem j, Rj, sdo duais dos paridmetros de
deslocamento, dj, visto verificarem a relagio:

t A at¥ t d:
[pia;av = Rl g

Analogamente, a condi¢io de equilibrio na fronteira estdtica paralela a z, (5.64), é
imposta ponderadamente, usando as funges de interpolagdo dos deslocamentos, Z,

como fun¢des de ponderagio,

J' Zt (NSXy + Nsox - tZ) dog = 0. (5.80)

A equagio de equilibrio na fronteira estética pode assim ser escrita na forma,
Bt X; = Qxj - Qojs (5.81)
em que,

Q*j=J‘ ZttZ dos | (5.82a)

Qoj = J- zt K sgj dwg (5.82b)
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e Bl representa a matriz de equilibrio, transposta da matriz de compatibilidade, B,

definida em (5.75b).

As forgas de fronteira generalizadas de ordem j, Qxj, sdo duais dos parimetros de

deslocamento, qj, visto verificarem a relag@o:

At tOwo-
j llj t:‘] d(Do': qJ Q*]

A condigfio de compatibilidade ao longo das fronteiras cinemdticas, coincidentes, em
(x,y), com o plano médio da pega laminar, € imposta por meio das equagdes (5.32a) e
(5.32b). Se for introduzida nestas expressdes a interpolagdo dos deslocamentos no
dominio, (5.72), e em seguida for imposta a satisfagio destas condi¢des de uma forma

ponderada, utilizando para fun¢des de peso as definidas em (5.76a) e (5.76b),

T+t{ 2 [kt U ag] - u¥, } art =0 , (5.83)
J k=0
( o
T't{ 20 U d] - ui } dar; =0 , (5.84)
k=0

obtém-se para relagdes de compatibilidade nas fronteiras cineméticas coincidentes com o

plano médio as equagdes,

n n
Yty e, Y Cld) = e (5.85)
=0 i=0
em que,
e = J T+ ui dry, (5.86a)
e; = '[ T-t u; dI'y, (5.86b)

e c’gt {C‘jt} é a transposta da matriz de equilibrio definida em (5.79a) {(5.79b)}.

Os pardmetros de deformagio, ef ¢ e, sdo duais dos pardmetros de tracgdo, rter-,
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respectivamente, visto verificarem as relagdes:

J‘t"'tu",; dry = rttef . jt't up dI'- = rteg

Estando garantida ponderadamente a condigdo de equilfbrio no dominio por meio da
equacio (5.78), a condigdo de compatibilidade no dominio por meio da equagdo (5.74),
a condigo de equilibrio na fronteira por meio da relagdo (5.81) e ainda a condigiio de
compatibilidade na fronteira por meio da relagio (5.85), tem-se para o modelo EG uma
formulagdo coerente que obedece a todas as relages fundamentais atrds expressas,

podendo ser descrita pelo seguinte sistema governativo,

F 1( X ) VO - Vi - Vg )
-F -A B . . 4 0 * 8
-At . -C*t.C- R + Ry
Bt - . . < q > = Q % = QO > , (5.87)
* 'C+t - . - r+ _e+
| . '(:-t . . . J \. r- J _e- >,
em que,

F=1[F], Ct=[C]1, C=I[C,

X ={Xj}, d={d} , 4q={q} ,

vo = {voji »  ve = {vsj} , ve = {voj} ,
R = {Rj} , Rp = {Rgj} ,
Qs = {Q«j} » Qo = {Qo;} .

O modelo desenvolvido introduz interpolagGes e ponderagdes nos campos estdticos e
cinemdticos ao nivel da espessura da pega e, separadamente, ao nivel do seu plano

médio.

Assim, este modelo comega por, ao longo da espessura da pega bidimensional plana,
introduzir uma modelagdo do tipo cinemdtica, interpolando os deslocamentos no dominio

¢ as tracgbes na fronteira cinemdtica e impondo as condigdes de equilibrio no dominio de



uma forma ponderada. Desta forma o problema da andlise de um sélido plano €
aproximado resultando na andlise de um dominio plano representado pela superficie

média da estrutura.

A andlise do problema plano € realizada com o recurso a utilizagdo de um modelo
estitico. Este modelo interpola os esforgos generalizados referidos a superficiec média, os
parimetros de deslocamento na superficie média e os deslocamentos na sua fronteira,
impondo as equagdes de compatibilidade e equilibrio na superficie média bem como as

equacdes de equilibrio na sua fronteira estdtica de uma forma ponderada.

5.8 - Exemplo de aplicacao

Laje quadrada encastrada com um beordo livre

A formulag8o desenvolvida para a andlise de pegas laminares foi aplicada a determinagio
do campo de tensdes e deslocamentos na laje representada na figura 5.1. Esta laje,
quadrada, apresenta um bordo livre sendo encastrada nos trés bordos restantes e

encontra-se submetida a uma pressdo uniforme.

v=0.25

Figura 5.1 - Exemplo de laje quadrada encasirada com um bordo livre.

Na andlise deste problema consideraram-se duas configuragbes distintas uma
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correspondendo a uma laje fina, espessura igual a 5% do vio, e outra correspondendo a
uma laje espessa, espessura igual a 20% do vdo. Tendo em conta a simetria do
problema, a laje foi discretizada com apenas um elemento finito sujeito as condigdes de

apoio representadas na figura 5.2,

v=0.25

Figura 5.2 - Elemento finito utilizado para a andlise da laje quadrada encastrada com um bordo livie.

A andlise deste problema foi realizada utilizando trés aproximagdes baseadas na
formulagﬁé desenvolvida neste capitulo. Assim, na aproximago 1 consideram-se apenas
os termos de ordem O ¢ 1 da interpolacdo definida em (5.1) podendo ser classificada
como um modelo de primeira ordem. A aproximagdo 2 introduz, além dos termos
considerados anteriormente, os termos de ordem 2 ¢ 3, sendo considerado um modelo de
ordem superior. Adicionalmente é ainda considerada a aproximagio 1RM, idéntica &
aproximacfo 1, mas que utiliza o operador rigidez definido em (5.60), transformando-se

num modelo de laje espessa de Reissner-Mindlin47-31.

No quadro 5.1 listam-se os principais pardmetros definidores das aproximagdes
consideradas. Neste quadro, os pardmetros ny, ng € ng representam, respectivamente, o
nimero de fungdes de interpolacio utilizadas no modelo EG para o campo de esforgos,
de deslocamentos no dominio e de deslocamentos na fronteira. Os pardmetros N e 1
representam, respectivamente, a dimensfo ¢ o indice de esparsidade do sistema

governativo.




Por forma a aferir os resultados obtidos, foi considerada uma aproximagéo baseada na
utilizagdo de um elemento finito tridimensional andlogo ao desenvolvido no capitulo
anterior. Esta aproximacfo, designada como aproximagfo 3, encontra-se descrita no

quadro 5.1.

Deslocamentos na Esforgosno || Deslocamentos no || Deslocamento na
Aprox. espessura dominio dominio fronteira N
Grau Grau Ny Grax | ng f| Gran | ng |

1 1 " 8 648 | 7 320 8 72
B 3 8 lie2o| 7 |7 | 3 | 162
1
" 1 RM | Rejssner-Mindlin 8 648 7 320 8 72
Elemento
3 tridimensional 8 4374 7 1536 8 891

Quadro SMWMM da laje quadrada encastrada com
um bordo livre,
Paralelamente foi realizada a anilise deste problema utilizando o programa de cédlculo
automitico COSMOS/M26  com uma malha de 1250 elementos rectangulares
correspondendo a 7350 graus de liberdade. Nesta andlise foram consideradas duas
variantes, uma seguindo uma formulagio de Kirchhoff22, na qual ndo se considera a
deformabilidade por corte, ¢ outra uma formulagio de Reissner-Mindlin47-31, Os
elementos finitos utilizados por este programa de calculo automético sdo elementos finitos

de compatibilidade e sdo baseados nos trabalhos de Belystschko® e Allman?2.

A comparagdo entre as diversas aproximagfes € feita com base na distribui¢do de
deslocamentos ao longo da espessura no ponto a, representado na figura 5.2. Assim, na
figura 5.3 € apresentada a varia¢do ao longo da espessura do deslocamento transversal
para o caso de uma laje fina, #/L = 5% , e para o caso de uma laje espessa, h/L = 20% .
Estes deslocamentos sdo apresentados numa forma adimensional, definindo-se o
deslocamento escalado por:

0 E

8=p—L.

Quando se utilizam os modelos de laje de Kirchhoff22 ¢ de Reissner-Mindlin47.31
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assume-se que o deslocamento segundo z € constante ao longo da espessura.

Os resultados apresentados na figura 5.3 permitem observar uma boa concordancia entre
os resultados obtidos por meio da aproximagdo 2 com os obtidos, quer recorrendo a
formulagtes do tipo Reissner-Mindlin47-31, quer mesmo com os obtidos a partir de uma
andlise tridimensional, aproximagao 3. Nota-se ainda, que a utilizagfio da formulaggo de
Kirchhoff22 ou de uma aproximagdo de primeira ordem, aproximagio 1, conduz a

deslocamentos bastante menores.

O comportamento relativo destas duas formulagdes € contudo diferente no caso de uma
Iaje fina ou de uma laje espessa. Assim, no caso da laje fina a aproximagio de primeira
ordem, a qual impSe o anulamento das deformagdes €,; , apresenta deslocamentos
menores que a formulagdo de Kirchhoff??2 que nio restringe directamente estas
deformagtes. No que diz respeito ao caso da laje espessa, caso em que as deformagdes
por corte assumem maior importincia, o comportamento relativo destas duas solugdes
inverte-se, visto que na aproximagio 1 as deformagdes por corte sdo tidas em conta

enquanto que na formulagio de Kirchhoff estas sdo consideradas nulas.

Convird ainda referir o facto do aumento de espessura da laje acentuar o caricter ndo
linear da variagio dos deslocamentos transversais ao longo da espessura. Este facto &
claramente visfvel quer na aproximacio de ordem superior, aproximacgfo 2, quer na

andlise tridimensional, aproximaggo 3.

Na figura 5.4 apresenta-se para o ponto a a variagdo do deslocamento segundo x ao
longo da espessura da laje. Analogamente ao que sucedia com os deslocamentos
transversais, observa-se uma boa concordincia de resultados especialmente no caso da
laje fina. Da andlise dos resultados obtidos destaca-se o facto de a utilizag@o do modelo
de Kirchhoff conduzir a solugdes mais rigidas, enquanto que a utilizagfo da aproximagio

1 conduzir a uma solugfo com uma maior deformabilidade longitudinal.



Laje fina
z/h

0.50 ~ v

0.25 A

0.00

-0.25

|

- 050 ‘h T 1 —62.

T T T T T T T
250. 259, 260.  265. 270. 275.

Laje espessa
z/h

0.50 ~

0.25 ~

0.00 -

- 0.25 A

7 [ N . | WS
40 45 50 55 60 65

Aprox. 1 —— Aprox.2  —— Cosmos/M Kirchhoff
— Aprox. RM'1 —— Aprox.3 —— Cosmos/M Reissner-Mindlin

Figura 5.3 - Variagdo ao longo da espessura do deslocamento transversal do ponto a da
laje quadrada encastrada com um bordo livre.
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Laje fina
z/h
0.50

0.25

|

0.00

- 0.25 A

—0.507 T T T T T T v T T T ] 8X
1.5 5.0 25 0.0 2.5 5.0 7.5

Laje espessa
z/h

0.50 A

0.25

0.00 A

=025 1

-050 ) I T I T T T I ¥ I T 1 SX
-0.75 -0.50 -0.25 0.00 025 050 0.7

Aprox. 1 —— Aprox. 2 —— Cosmos/M Kirchhoff
— Aprox. RM1 —— Aprox.3 —— Cosmos/M Reissner-Mindlin

Figura 5.4 - Variagdo ao longo da espessura do deslocamento longitudinal do ponto a da
laje quadrada encastrada com um bordo livre.
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No caso da laje fina, e analogamente ao que sucedia para o deslocamento transversal,
observa-se uma boa concordéincia entre os resultados obtidos a partir da utilizagéo do
modelo de Reissner-Mindlin#7-31 ¢ os obtidos com base em formulag@es bidimensionais

de ordem superior ou tridimensionais.

Tem interesse referir o facto de, na laje espessa, se tornar significativa a interac¢io entre
0 comportamento de flexdo e o comportamento de membrana. Esta interacgéo
manifesta-se na existéncia de deslocamentos longitudinais no plano médio da laje, os
quais sdo visiveis quando se considera ou uma aproximaga‘io de ordem superior,
aproximago 2, ou um modelo tridimensional, aproximagio 3. A principal diferenga entre
estas dua§ aproximagdes € a aproximag@o 1 reside no facto de nesta aproximagio nio ser

considerada a interacgio entre os comportamentos de flexdo e de membrana.

Por forma a facilitar a visualizag8o da deformagio da laje, apresenta-se na figura 5.5 o
tragado da deformada obtida a partir da aproximag#o 2 para a laje espessa e tendo como

ponto de vista o ponto de coordenadas (1.00; 0.50; 0.25) .

Figura 5.5 - Deformada da laje (espessa) encasirada com bordo livre: ponto de vistaem (1; 0.5, 0.25).

Na figura 5.6 apresentam-se, para o caso da laje espessa, as variagdes de momento
flector Myx na secgiio média da laje, linha b-a na figura 5.2, e do momento flector Myy

ao longo do bordo livre, linha ¢-a na figura 5.2. Da anélise destes resultados verifica-se
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uma boa concordéncia entre os resultados obtidos a partir das diferentes aproximagdes
utilizadas. Os valores apresentados para os momentos flectores sdo escalados na forma:

r— M..
Mijj =—3
pL
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Momentos flectores M, ao longo de b-a
M x103
XX
60

40 -

20

Momentos flectores Myy ao longo de c-a

M x103

Yy

1001
75-
50-
25-
0

=25 -

S+
0.0 0.1 0.2 03 04 05

y/L.

Aprox. 1 —— Aprox.2 —— Cosmos/M Kirchhoff
—— Aprox. RM 1 —— Cosmos/M Reissner-Mindlin

Figura 5.6 - Laje (espessa) quadrada encastrada com um bordo livre; varia¢io do
momento flector Myx na sec¢io de meio vio e variagdo do momento flector
Myy a0 longo do bordo livre.
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Anexo AS5.1
Utilizagao da regra de Leibnitz no desenvolvimento das

equacdes de equilibrio das pecas laminares

A regra de Leibnitz para a derivagio de integrais € apresentada por Spiegels2 na forma,

¢
d_ (%2 F(x,a) dx =
do, ¢1 ()
$2(a) dF( ) d d
_ AFOO) ax + Foge) 22 - Foge) 9L | (AS.L1)
¢1(c) da do do
a qual € equivalente a,
$2(a) IF
aFE0) o
¢1(0y  do
¢
P2 b ax - Fpoo) 192 4 Fope) 1L L (A5.12)
do dq(o) do do

Desenvolvendo a equagio de equilibrio (5.19),
T A T+
J_ D Ef o dz +[ O} N, o]T_+ br=0,
A
tendo em conta a defini¢fo do operador diferéncial D , adjunto do operador diferencial
A
D*, definido em (5.11),
AN 2 2

=Nx+*+Nay N (A5.1.3)

obtem-se o seguinte desenvolvimento para a equagfo de equilibrio:

T-i-
ta ta t
J (NxEka—x+ Ny Ej §5 - NZEk)G dz +
.

A T+
+[Of N o]+ b= (as1a)

Tendo em conta as derivadas em ordem a X e y existentes na equacfo (A5.14) e a

167



aplicagdo da regra de Leibnitz para a derivagdo de integrais, na forma (A5.1.2), €
possivel exprimir a equagio de equilibrio em fungio dos esforgos independentes, sk,

definidos em (5.21), na forma:

A - +
D sx + Ny EX(T7) o(T) %ix - Nx EL(T+) o(T+) aBTx +
- +
+ Ny EL(17) 6(T7) %‘; - Ny EL(T%) o(T+) aaTy +

(AS5.1.5)

+ [IAJIE N, G]::+ ﬁk =0 .

A
Atendendo as defini¢bes dos operadores U, E , Nx e Ny, apresentadas,

respectivamente, em (5.2), (5.5) e (5.10) conclui-se que,

t _ it
Nx Ek =Uk Nx (A5.1.6a)
NyE! = 0! N
yEp =Up Ny | (A5.1.6b)

Representando o volume em que se encontra definida a peca laminar pela fungio,

@(x,y,z) =0, entdo as componentes da normal exterior ao volume sio definidas como,

nx Vx
N=<ny= 1 vy (A5.1.7)
\J 2 2 2
n; VitVy+ Vs v,
em que,
0P v =~§2 vV, = o0 (AS.I.S)

Para o caso particular das superficies z = T+(X,y) e z = T°(x,y) € possivel escrever as

seguintes expressoes que relacionam as varias componentes da normal:

T+ Tt

Vx :-VZ-—a}—- ’ Vy =-VZW para Z= ’C+(X,Y) 3 (A5.1.9a)
o1 aT-

Vx =.VZ—~a-T , Vy =-Vz'a—y“ para ZzZ= T'(X,y) . (A5.1.9b)
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Tendo em conta os resultados (A5.1.6) e (A5.1.9), a equacgdo de equilibrio (A5.1.5)

pode ser escrita na forma,
™ (A5.1.10)
A A \Y} \Y 1.
D sg + UIE Ny 2+ Ny 2+ N, |o +}l;k=0,
VZ VZ

que € equivalente a equacgao (5.20),

‘r'l"
O'] +%k=0 ,

A A ¢
Dsk+|:U
TI

k m,

se se tiver em conta a defini¢cdo do vector das normais, N, e da sua componente, ng ,

apresentada em (AS5.1.7).
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6 Estruturas Laminares de Material Compésito

Nas ultimas décadas, com o desenvolvimento das inddstrias automével, aerondutica e
aeroespacial, tornou-se necessdria a utilizagio de novos materiais que aliassem altas
resisténcias com baixas densidades. Sendo a resisténcia mecinica uma propriedade
tensorial, surge a necessidade de criar materiais que possam dispor de altas resisténcias
ao longo das principais direcgdes de solicitagio. E neste contexto que surgem os
materiais compésitos laminados, materiais formados pela sobreposicio de sucessivas

camadas de material compésito.

Estas camadas sdo constituidas pela associagio de dois componentes: a matriz e as fibras.
A matriz, que apresenta geralmente baixos médulos de elasticidade, mas uma elevada
ductilidade, cabe o papel de dar forma ao conjunto bem como de proceder & transferéncia
de tensdes entre as fibras. As fibras, em contrapartida, apresentam elevados médulos de
elasticidade longitudinais aliados a um comportamento frigil, necessitando de um meio
de suporte para que possam mobilizar as suas elevadas capacidades de carga. Consoante
a distribuigfio das fibras na matriz, e tendo em conta ¢ comportamento bidimensional das
camadas, podem obter-se diversos tipos de comportamento do conjunto. Se a uma
distribuicdo aleatéria de fibras corresponde a isotropia transversal do material, ao
alinhamento das fibras ao longo de uma direcgdo (ou duas direcgdes ortogonais)

corresponde um comportamento ortotrépico, sendo ainda possivel obter um
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comportamento monoclinico para um alinhamento das fibras ao longo de duas direccdes

arbitrarias.

O presente trabalho centra-se no estudo de compdsitos laminados constituidos por
camadas com fibras orientadas segundo uma direc¢io preferencial. A sobreposigdo de
camadas com diferentes orientagGes de fibra d4 origem a um material heterogéneo com
direc¢Oes preferenciais de resisténcia. Devido a esta heterogeneidade do material, o
comportamento de estruturas bidimensionais, como sejam cascas, placas e lajes, de
material compésito laminado toma um cardcter tridimensional. Este facto, que é
salientado por diversos autores, Jones2l, Gaudenzil8, deve-se 4 geracfo de tensdes
interlaminares nas interfaces entre camadas. Assim, a utilizacdo das teorias cldssicas de
andlise de pegas bidimensionais torna-se ineficiente quando se pretende ter uma visdo

mais detalhada do comportamento deste tipo de estrutura.

Neste contexto, a andlise dos compésitos laminados utilizando modelos tridimensionais
puros € bastante mais adequada. Contudo, devido ao grande mimero de graus de
liberdade a ter em conta, este método conduz a sistemas governativos de grandes
dimensdes com os consequentes custos em meios de cdiculo. O recurso a modelos
tridimensionais simplificados ganha assim grande importiincia na andlise deste tipo de
estruturas. Nomeadamente, o modelo desenvolvido no capitulo anterior tem grande
interesse, pois permite considerar as estruturas de compdsito laminado como constituidas
por um conjunto de camadas ortotrépicas, de comportamento essencialmente

bidimensional, mas considera simultaneamente a existéncia das tensdes interlaminares.

Por forma a simplificar a descrigdo dos laminados de material compdésito, € habitual a
utilizag@o de nma notagfo abreviada no caso dos laminados constituidos por camadas
idénticas. Assim, quando um laminado € constituido por camadas do mesmo material,
mas dispostas com diferentes orientages, como o apresentada na figura 6.1, o laminado
€ designado por um conjunto de fndices que descrevem a sequéncia de empilhamento no

laminade. Por exemplo, o laminado representado na figura 6.1 pode ser descrito por



[30°/90°/45°/0°] devido ao facto de resultar do empilhamento de quatro camadas
idénticas em que as fibras estfio orientadas respectivamente a 30°, 90°, 45° ¢ 0° em
relagdo a um dos eixos de referéncia do laminado. No caso da espessura das virias
camadas ndo ser constante, a notag@o deve ser alterada por forma a incluir a espessura de
cada camada, por exemplo, [30°@t /90°@2t /45°@t /0°@3t |. Para os laminados
simétricos, esta notagio pode ser condensada referindo apenas metade do empilhamento;

assim, o laminado simétrico [0°/90°/45°/45°/90°/0°] pode ser alternativamente

referenciado por [0°/90°/45°]s.

Figura 6.1 - Exemplo de um laminado com a sequéncia de empilhamento [30°/90°/45°/0°] .

Convir4 ainda referir os laminados designados habitualmente por cross-ply , laminados
de camadas cruzadas, os quais resultam do empilhamento alternado de camadas
orientadas a 0° ou 90° em relagdo ao eixo principal do laminado. Neste tipo de laminados
tem grande interesse o estudo das tensGes interlaminares pelo que, ainda neste capitulo,
serd feito uma andlise acerca destas tensdes no laminado cross-ply simétrico apresentado

na figura 6.3.

6.1 - Relacdes constitutivas para materiais ortotrépicos

A adaptagio do modelo desenvolvido para a andlise de estruturas laminares ao caso de
laminados de material compésito faz-se considerando cada camada como um elemento

finito com comportamento ortotrépico. Assim, torna-se necessdrio analisar quais as

173



174

principais caracteristicas dos materiais ortotr6picos ¢ generalizar os operadores de
flexibilidade e rigidez presentes nas relacGes constitutivas, (4.8a) e (4.8b), do caso

isotrépico, considerado at€ aqui, para o caso ortotrépico.

Os materiais ortotrépicos caracterizam-se pela existéncia de trés planos ortogonais de
simetria das propriedades mecéinicas. O alinhamento das fibras ao longo de duas
direcgdes ortogonais garante a existéncia de dois planos ortogonais de simetria material.
Esta condicio € suficiente para que se defina um terceiro plano de simetria ortogonal aos
dois primeiros. A intercepgo dos vérios planos de simetria define um sistema de eixos

designado como referencial principal de ortotropia.

Quando referida ao referencial principal de ortotropia (x1,X2,X3) representado na figura

6.2, a relacdo tensdes-deformacdes toma a forma,

e=Ts , (6.1)
em que,
f = fi11 f12 T13 . . . ’ (6.2)
T12 T2 Tas

13 T33 - .

. fa4q . .

. fss .

. . . f 66

representando Tij o conjunto de nove constantes de flexibilidade que quantificam o

comportamento do material e
r ™y s N
€11 011
€22 Ga2
£ . ()
E - { 33 > e S = < 33 \ ,
Y23 Ga3
Y13 O13
c
L Y12 L C12

respectivamente as deformagdes e as tensdes referidas aos eixos principais de ortotropia.



Figura 6.2 - Referencial principal de ortotropia numa camada de um laminado de material compdsito.

Saliente-se a particularidade de nfo haver qualquer interacgdo entre as deformacdes

normais (€11, €99, £33) € as tensdes de corte (093, 013, O19) bem como entre as

deformagdes por corte (Y3, Y13, Y1) € as tensdes normais (Gyq, Ggg, G33). Os modos de

corte referentes a cada plano de simetria também sfo independentes entre si.

As constantes de flexibilidade Tij podem ser expressas em fungdo das constantes

eldsticas habitualmente utilizadas, médulos de elasticidade, médulos de distor¢io e

coeficientes de Poisson. Assim, a matriz de flexibilidade f , pode ser escrita na forma,

— 1 V2l Y31
f = E]. E2 E3
Y12 1l Y33

E Ey E3

Y13 Va3 L

E E, Ej

(6.3)

onde E{, E, € E; representam respectivamente os médulos de elasticidade referidos as

direcges X1, X2 € X3, Gy, G 3 € Goj representam os mddulos de distorgdo nos planos

X1-X2, X1-X3 € X2-X3 ,respectivamente, € V;; os coeficientes de Poisson.

1|
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Os coeficientes de Poisson sdo definidos por,

Vii = o (6.4)

) &ij

para Gj; = G ¢ as restantes tensdes normais nulas. Devido ao facto de fij = fji, s6 3

dos 6 coeficientes de Poisson sdo independentes, podendo ser expressa a dependéncia

dos restantes por meio da relagio:

ji
j

Vi] _ Vv
E: T E

1

para i,§=1,2,3 e i#j. (6.5)

Partindo da defini¢do do operador de flexibilidade T, (6.3), é possivel definir o operador

de rigidez k , tal que,
(6.6)

s=ke . (6.7)
Em Jones?1 & apresentada a definigio da matriz de rigidez k.

Considerando o cardcter tensorial das tensGes ¢ das deformacdes, é possivel obter a
matriz de flexibilidade presente na relagfio constitutiva genérica, (4.8a), f, referida a um
referencial genérico (x, y, z) a partir da matriz de flexibilidade, f , escrita no referencial
principal (X1,X2,x3). No Anexo 6.1 € analisado o caso particular, mas de maior interesse
no caso de laminados de material compésito, em que z = x3 e o referencial (x1,X2)
resulta de uma rotag@o © de (x,y) em torno de z, como representado na figura 6.2. Para
este caso, as relagées (A6.1.9), exprimem os termos da matriz de flexibilidade, f,
referidos a (X,y), em fungfo dos termos da matriz de flexibilidade f, referidos a
(x1,x7). Para obter a matriz de rigidez k, presente nas equagdes (5.28) e (5.29) basta ter

em conta que,

k=fl . (6.8)



6.2 - Exemplo de aplicacio

Tensoes interlaminares num laminado Cross-ply

A formulagdo desenvolvida no capitulo anterior para a andlise de pegas laminares é em
seguida aplicada & determinagdo das tensdes interlaminares num laminado cross-ply .
Este exemplo, utilizado por diversos autores como sejam Rybicki50, Wang58,
Ghiringhellil®, Gaudenzil8, Barboni3 e Wei? consiste na anilise de uma placa de
material compésito laminado cross-ply com um empilhamento do tipo [90°/0°]. Este
laminado, simétrico em relagdo ao seu plano médio € constituido por um conjunto de
quatro camadas de espessura h, idénticas, mas dispostas com os seus referénciais
principais de ortotropia orientados em relag@io ao eixo principal de solicitagdo, X, na
sequéncia 90°, 0°, 0°, 90°. A placa apresenta um comprimento de 2L, dimensdo
segundo x, e uma largura igual a 2b , dimenséo segundo y. Apenas € analisado o caso

emqueb=28h.

Figura 6.3 - Representaco do laminado cross-ply com empilhamento [90°/0°]5 e dos eixos principais
de ortotropia das camadas.

Tendo em consideragdo o referencial principal de ortotropia das camadas apresentado na

figura 6.3, as caracteristicas mecénicas das camadas podem ser definidas pelos seguintes

valores:

E1=2010%psi=137.90GPa ; Ep=FE3=2.1106psi =14.48 GPa ;
G13 = G12 =Go3 =0.85 106 psi = 5.86 GPa V13 =V12=Vy3=0.21.
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A solicitagdo considerada consiste na imposi¢ao de um deslocamento com a direcgéo do
eixo coordenado X nas faces perpendiculares a esse eixo, por forma a produzir no
laminado urha deformacio média, &xx, unitdria. Verifica-se que a placa sujeita a esta
ac¢élo apresenta um comportamento essencialmente unidimensional visto os campos de
tensdes instalados sé variarem com as coordenadas y e z, sendo constantes segundo a
coordenada x. Assim, o refinamento a introduzir nas diferentes aproximagoes
consideradas incide essencialmente no grau dos polindémios em y a serem utilizados

como fungdes de interpolagio.

Devido 4 simetria do problema, sé € considerada a andlise de um oitavo do laminado
sujeito &s condigdes de apoio representadas na figura 6.4. O estudo do comportamento
do laminado € feito com base na variagio da tens@o G, ao longo da superficie média,

coordenada z igual a 0, e da tensdo interlaminar Oy na interface entre as camada com

diferentes orientagdes, coordenada z iguala 4 .

Figura 6.4 - Discretizagfio adoptada para o estudo do laminado cross-ply com empilhamento [90°/0°]5.

O estudo deste problema € utilizado para ilustrar os tipos de convergéncia que se obt€m
quando se procede ao refinamento quer no niimero de esforgos independentes
considerados quer no grau das interpolagdo dos campos de esforgos e de deslocamentos
no modelo bidimensional. Assim, apresentam-se no quadro 6.1 as principais
caracteristicas das diferentes aproximagdes analisadas. Por forma a facilitar a

identificacdo das diferentes aproximagdes utiliza-se uma notagfio composta por dois



indices tal que, £ B , representa uma aproximagio em que se utiliza uma interpolagio
dos deslocamentos na espessura de grau E ao mesmo tempo que se utiliza uma

interpolacio para os campos bidimensionais de grau B .

Desloc. naf| Esforgosno [[Deslocamentos || Tracgdesna || Deslocamentos ||
Aprox. i espessura dominio no dominio fronieira na fronteira N
Grau Gran | ny Gran ¢ Gran | 1g I

ng || Grau

1| 1 i |0 | | ?IIT?|
313 " 3 11 | 528 || 11 | 96 | 13 | 500
53 " 5 1 | 136 “ 1 16 3 | 344
5.5 " 5 " 5 [1152 u 3 | 272 | 3 32 5 | 432

|| 57 " 3 u 7 1536l 5 | 408 5 | 48 7 | 5%
59 5 1920 | 7 | 544 7 64 I 9 | 608
513 5 || 13 [2688 || 11 | 816 || 11 | 96 | 13 | 784
sl s " 20 (5760 || 27 1004 |l 27 [ 224 || 20 |1488
7.3 " 7 3 J1os6 || 1 [ 184 1 16 3 | 468
7.5 || 7 || 5 1584 3 | 368 3 32 5 | 588
7.7 7 II 7 2112 || 5 | 552 5 48 7 | 708
7.9 7 90 J2ea0 |l 7 | 736 7 64 9 | 828
713 7 13 136960 11 1104 11 | 96 || 131068
Quadro 6.1 - Caracteristicas das virias aproximagées utilizadas na andlise do laminado cross-ply com

empilhamento [90%/0°]

Saliente-se que os graus apresentados no quadro 6.1 para a interpolagdo das diferentes
varidveis dos modelos bidimensionais correspondem ao mdximo grau da interpolagdo
segundo a direc¢do y , visto que segundo a direcgdo x se adopta o0 menor grau possivel
devido ao caracter unidimensional do problema em andlise. Para além desta diferenca,
todos os pardmetros t€m o mesmo significado que os anteriormente apresentados no
quadro 5.1, excepto o parimetro m¢, 0 qual representa o nimero total de fungdes de
interpolagdo de tracgdes. A interpolagio das tracgdes € realizada nas fronteiras

cinemdticas ou inter-elementos que se sobrepdem com o plano médio dos elementos.

Por forma a melhor compreender o tipo de convergéncia que se obtem por meio do

refinamento das interpolagGes na espessura ou no plano do laminado, apresentam-se nos
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guadros 6.2 € 6.3 os valores obtidos para a densidade de energia de deformagio devida &

interac¢io entre as camadas. Esta densidade de energia € definida por,

1 1 1 1
v =V_(z_fv°t"‘ aV - 5 E1Vi-5 B2 V2),

em que, V, V| e V; representam respectivamente o volume do laminado e os volumes
de cada uma das camadas, ¢ E; e Ej os médulos de elasticidade das camadas segundo,

respectivamente, a direcgfo paralela e perpendicular 3s fibras.

l Aproximagio U (GPa) |
" 113 484.6250 103 |
3_13 96.0625 10-3

53 95.9063 10-3

L 713 95.8906 10-3

Quadro 6.2 - Densidade de energia de deformagio
devida 3 interac¢fio entre camadas.

Os valores apresentados no quadro 6.2 mostram que, para um mesmo grau de
interpolagdo dos campos bidimensionais, um refinamento ao nivel das fungdes de
interpolagéo dos deslocamentos ao longo da espessura produz uma convergéncia para um
minimo da energia de deformacgfo. Este resultado é andlogo ao obtido no caso dos
modelos cinemdticos de elementos finitos para os quais, quando a ac¢iio considerada €

um deslocamento imposto, a solugéo exacta corresponde a um minimo da energia de

deformagﬁo.

" | Aproximagio QGPa) " Aproximagéo U (GPa) I
53 1009844103 || 7.3 100.9844 10-3
5.5 97.0625 10-3 7.5 96.9688 10-3
57 95.7656 10-3 7.7 957656 103 |
5.9 95.8438 10-3 7.9 95.8281 10-3
5.13 95.9063 10-3 7_13 95.8906 10-3
529 95.9531 10-3

Quadro 6.3 - Densidade de energia de deformagfio devida & interacgBo enire camadas.
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c,,(GPa)

1.0 4

0.0

-1.0 1

A L

-3.0 1

-4.0 . T - T - n - |
0.0 2.0 4.0 6.0 8.0

y/h
— Aprox.3_13 — Aprox. 5_13 — Aprox.7_13
c,,(GPa)

1.0+

0.0

-1.04

B 201

-3.0

4.0 S U T
0.0 2.0 4.0 6.0 8.0

/h

—— Aprox.5.3 —— Aprox.5_9 —— Aprox.5_13 —— Aprox. 5_29

Figura 6.5 - Variagdo da tensio 6, na superficie média do laminado cross-ply [90°/0°]s
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No quadro 6.3 procura-se analisar o efeito do refinamento ao nivel do modelo
bidimensional, quando se mantém a mesma aproximag¢do ao nivel das fungles de
interpolagio dos deslocamentos ao longo da espessura. Nestes casos verifica-se que com
0 aumento do grau da interpolagfio dos campos bidimensionais, se d4 inicialmente uma
diminui¢do na densidade de energia de deformagéo & qual se segue, numa segunda fase,

um aumento da mesma.

Quando se utilizam modelos equilibrados de elementos finitos e a ac¢do considerada é um
deslocamento imposto, a solug@io exacta corresponde a um méximo da energia de
deformagfo. Assim, compreende-se o aumento da energia de deformagfo com o
refinamento da aproximagfo dos campos bidimensionais. Contudo, a diminuico inicial
sO poderd ser justificada pelo facto de se estar em presenca de aproximagdes distorcidas,
isto €, aproximagdes para as quais um grande refinamento dos deslocamentos na
espessura nfo € acompanhado por um refinamento adequado ao nivel da aproximagio no

plano da estratura.

O comportamento das aproximagdes analisadas € ilustrado na figura 6.5 através da
representagdo da variagdo da tensfo G, para z=0. Na realidade, € a este nivel, nivel
médio da camada orientada a 0°, que as tensdes G5 atingem o seu valor mdximo. No
grifico A apresentam-se para um mesmo grau de aproximagio do modelo bidimensional
diferentes solugdes ao nivel da aproximagio em espessura. Da observagio desta figura
verifica-se que a solugdo estabiliza a partir de um grau de aproximagio na espessura igual
a 5. Em conirapartida, no gréifico B apresentam-se, para um grau de aproximagio em

espessura igual a 5, diferentes aproximacdes ao nivel do modelo bidimensional.

Por forma a comparar os resultados obtidos com a presente formulacio ¢ os apresentados
por outros autores, na figura 6.6 representa-se a variagfio da tensfio G5, para z=0
correspondente A aproximagio 5_13 e as aproximagdes desenvolvidas por WangS8 ¢
Gaudenzil8. Da anilise desta figura verifica-se que existe uma boa concordincia entre os

resultados obtidos com a presente formulagio e os apresentados pelos referidos autores.
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c,,(GPa)
1.0 -

0.0

-1.0 4

-2.0

-3.0 . T T T T T ' 1 y /h
0.0 2.0 4.0 6.0 8.0

—— Aprox. 5_13 — Wang —— Gaudenzi

Figura 6.6 - Variacdio da tenséio o7z ao longo da superficie média do laminado cross-ply [90°/0°]s.

Nas figuras 6.7 e 6.8 podem observar-se os resultados obtidos para a variagdo das
tensdes interlaminares Oy € Oz, ao longo da superficie de contacto entre a camada
orientada a 0° e a camada orientada a 90°, isto é z=h. Os valores das tensdes aqui
representados resultam da média dos valores obtidos em cada uma das camadas.
Analogamente ao que anteriormente foi feito para a variagdo da tensio 6, ao longo de
z=0, a representagdo da variagdo das tensdes interlaminares é feita considerando
separadamente um refinamento crescente nas fungdes de interpolagdo ao longo da
espessura, graficos A, e um refinamento crescente nas fungdes de interpolagdo no plano

da pega laminar, gréificos B.

No caso das tensdes interlaminares verifica-se uma maior dificuldade na convergéncia, a
qual pode ser justificada pelo caricter singular do andamento destas tensdes. Assim,
enquanto o aumento do grau da interpolagio ao longo da espessura das camadas para
valores superiores a 5 ndo introduz grandes variagdes na solugio obtida, o aumento do
refinamento das solugdes ao longo do plano da estrutura conduz a variagdes aprecidveis

nas solugdes. Os resultados obtidos para a aproximacdo 5_29 parecem ser




q, (GPa)
2.0

1.0+

-1.0 T T T T T T T 1 y /h
0.0 2.0 4.0 6.0 8.0

—— Aprox.3_13  —— Aprox. 5_13 —— Aprox. 7_13

o (GPa)
2.04

0.0

-10 T I T T T T T 1 y / h
0.0 2.0 4.0 6.0 8.0

— Aprox. 5.3 —— Aprox.5_9 —— Aprox.5_13 —— Aprox. 5_29

Figura 6.7 - Variagdo da tensdo Gy, na superficie interlaminar do laminado cross-ply .
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G,,(GPa)
0.75 7

0.50
0.25

A 0.00

-0.254

-0.50

075+ —T—————T————— 1 y/h
0.0 2.0 4.0 6.0 8.0

—— Aprox. 3_13 —— Aprox. 5_13 — Aprox. 7_13

c,,(GPa)
0.75 l

0.50
0.25

B 0.00

-0.25

-0.50

075t T T Ty}
0.0 2.0 4.0 6.0 8.0

—— Aprox. 5.3 —— Aprox.5.9 —— Aprox.5_13 — Aprox. 5_29

Figura 6.8 - Variag@o da tensfio 6, na superficie interlaminar do laminado cross-ply .
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bastante regulares, necessitando contudo de um grau muito elevado para as fungdes de
interpolacdo. Estando em presenga de elevados gradientes de tensdo, a utilizagfo de
fung¢des ndo polinomiais para interpolar os campos bidimensionais poderd, no estudo da

‘varia¢do das tensdes interlaminares, conduzir a melhores resultados.

G, (GP2)
2.0
1.5

1.0

'05 T T T T T T T 1 y / h

— Aprox. 5_13 - -~ Gaudenzi

Figura 6.9 - Variagao da tens@o Gy; ao longo da superficie interlaminar do laminado [90°/0°]s.

Na figura 6.9 comparam-se os resultados obtidos com a aproximagfio 5_13 e os
apresentados por Gaudenzil8 para a tensdo interlaminar Gy, . Da andlise desta figura
verifica-se que o valor mdximo das tensGes obtide com base na presente formulagdo
apresenta valores superiores aos apresentados por Gaudenzil3. Este facto, aliado &
circunstincia do valer miximo da tensfo se encontrar mais perto do bordo do laminado,
permite supdr que a presente solu¢do simule melhor o comportamento da tensdo

interlaminar do que a solugfio apresentada por Gaudenzil8,

189






Anexo A6.1
Transformac¢ido do operador de flexibilidade em materiais

ortotropicos

Nos materiais ortotrépicos, como se refere em 6.1, pode definir-se um referencial

principal para o qual as rela¢des de elasticidade sdo escritas na forma,

e=f3s |, (A6.1.1)
em que,
7+ I - _ _ =] (A6.1.2)
f f11 f12 f13 . . . )
f12 fg20 f23 .

f13 fa3 f33

representando Tij o conjunto de nove constantes de flexibilidade que quantificam o

comportamento do material e

e y 4 A
€11 011
€22 OG22
— €33 — O33
[ =4 > e ) ='< ?,
Y23 G3
Y13 G113
(8]
k712) L P12

respectivamente as deformagdes e as tensdes referidas aos eixos principais (x1,X2,X3).

Pretende-se neste anexo, com base na defini¢do da matriz de flexibilidade, (A6.1.2),
obter a defini¢do do operador de flexibilidade presente na equagao,

e=fs , (A6.1.3)

em que e e S representam, respectivamente, os vectores das deformagdes e das tensdes

referidas ao referencial (X,y,z) rodado de O em relagdo ao referencial principal de

ortotropia, conforme se representa na figura 6.2.
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Tendo em conta o cardcter tensorial dos tensores das tensdes e das deformagdes, é
possivel relacionar o valor destes tensores no referencial principal com o seu valor no

sistemna de referéncia (x,y,z) por meio das relacdes,

& = aim 3jn Emn (A6.1.42)
Gij = ajm jn Omn > (A6.1.4Db)
€op = Ako Alp EKI (A6.1.4¢)
Eop = ako a1p Okl > (A6.1.4d)

€m que, ajj , representa os elementos da matriz de transformagio definida por:

cos(6) - sin(e) 0 . (A6.1.5)
A =|sin(8) cos@) 0
0 0 1

Com base na rela¢io de elasticidade escrita para o referencial principal,
€mn = "F_mnop EOp , (A6.1.6)

e tendo em conta as relagdes (A6.1.4), é possivel definir a relagdo de elasticidade no

referencial (x,y,z) na forma,

gij = Fijkl Okl » (A6.1.7)
em que,

Fijkl = 2im ajn ako alp F mnop - (A6.1.8)

Por forma a obter a matriz de flexibilidade a introduzir na relagdo de elasticidade,
(A6.1.3), deve ter-se em conta a relagdo, vilida em qualquer dos referenciais, existente

entre os termos da matriz de flexibilidade e os termos do tensor de flexibilidade,
Fii11 =111, Foo =02, Fi333 =f13,
Fi1122 = F211 =12, F1133 = F3311 =13, F2233 = F3322 = fa3,

1
F1112 = F1121 = F1211 = Fa111 =5 f16.,



F1113 = F1131 = F1311 = F3111 =% fis,
F1123 = F1132 = F2311 = F3211 =%f14 ,
F2212 = F2221 = F1220 = F2122 = '21' f26 »
F2213 = F2231 = F1322 = F3122 =% fas
F2223 = F2232 = F2322 = F3232 = % f24.,
F3312 = F3321 = F1233 = F2133 =%f36 ,
F3313 = F3331 = F1333 = F3133 =% f3s5,
F3323 = F3332 = F2333 = F3233 = % f34 ,
F2323 = F2332 = F3203 = Fagap = ¢ faa
F2313 = F2331 = F3213 = F3231 = F1323 = F1332 = F3123 = F3132 = ;lf fas,
F2312 = F2321 = F3212 = F3221 = F1223 = F1232 = F2123 = F2132 = i fas
F1313 = F1331 = F3113 = F3131 =:‘1-f55 )
F1312 = F1321 = F3112 = F3121 = F1213 = F1231 = F2113 = F2131 =j} fs6

1
Fi212 = F1221 = Fann2 = F2121 = 66 .

Combinando estas relagcdes com a transformagcao tensorial (A6.1.8), obtem-se a seguinte

definigAo para os termos da matriz de flexibilidade presente em (A6.1.3),

fip= T [S*+ CH+ (T + Ty T C282 (A6.1.9b)
f1a= T13C%+ T,382 (A6.1.9¢)
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fl6=(2F ;- 2F - T C0S - (275-2T - T CS® , (A6.1.94)
fro=T,18%+ (2T o+ T4g) C2824+ T, C* , (A6.1.9¢)
fy3= T 1382+ T,; C2

3= T 382+ TpC2 (A6.1.9)

fr6=(2F11-2F 13- T) CS3- (2T 2T 15- T4 C3S ,  (A6.1.9g)

f34= T33 ’ (A6.1.9h)

fag=2(f 13- F)3)CS , (A6.1.9i)

fgq= T4 CP+ T558% (A6.1.9j)

fi5=(Fs5- T4)CS , (A6.1.9%)

fss= T448%+ fsC? (A6.1.91)

o= (T + T15-2T,) C?282 + T [C2-82)2 (A6.1.9m)
em que:

C =cos(®) ; S =sin(e)
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7 Analise de Pecas Lineares

No presente capitulo sdo aplicadas as pegas lineares as defini¢bes e formulagdes atrds
apresentadas para as pecgas laminares. Assim, define-se uma pega linear, de acordo com
o Vocabuldrio de Teoria das Estruturas35, como um "corpo que se pode considerar
gerado por uma figura plana, de forma ¢ dimensdes ndo necessariamente constantes,
cujo centro de gravidade se desloca ao longo de uma linha de grande raio de curvatura &
qual a figura se mantém perpendicular e cujo deslocamento é largamente superior is
dimensdes da figura". A "trajectéria do centro de gravidade da figura geradora da pega
linear" designa-se por eixo da pecga linear, ¢ a figura geradora da pega por secgiio
transversal. Assim, a geometria de uma pega linear pode ser definida por meio da
expressdo paramétrica do seu eixo,
x=fla), y=glax), z=h(a),
e da sua secgdo transversal,
Q = S(a) ,
em que o. representa o parimetro definidor do eixo da pega e (x,y,z) um sistema

cartesiano de coordenadas .

Esta defini¢do € perfeitamente genérica, abrangendo pegas lineares de eixo recto ou

curvo. Para o caso das pegas lineares de eixo recto, o parimetro de defini¢o da pega, o,
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pode passar a coincidir com a coordenada de referéncia, z por exemplo, restando a

necessidade de descrever a variagio da secgdo transversal ao Iongo do eixo na forma:
Q=0 (Z) .

Centrando a atengfo no caso das pegas lineares de eixo recto, convem adaptar ao caso em
estudo a notagfo introduzida para as pegas laminares planas. Assim, considere-se que a
pega linear é definida num volume, V, ao qual estd associado o seu eixo {\7, sendo a
secgdo transversal da pega fungio da coordenada do eixo, €2 (z). A fronteira da peca
linear pode assim ser dividida em duas zonas distintas, uma que corresponda as secgdes
extremas da pega, I'* e I', consoante a sua normal exterior seja segundo z ou segundo -
Z, respectivamente, e a superficie lateral da pega, I'Z. Sendo o comprimento da pega igual

a L, as secgdes extremas da pega linear, perpendiculares a z, sdo descritas na forma,

r-:z=0, TI'+t:z=L,

¢ o eixo da pega € definido como,

“}:OSZSL AXxX=0 A y=0.

7.1 - Condicoes de compatibilidade

Analogamente ao que sucedia nas pecas laminares, é conveniente simplificar a modelacéo
do comportamento das pegas lineares a0 longo da sua secgfo transversal por forma a que,
com poupanga de meios de cdlculo, se consiga uma boa definigio para o comportamento
ao longo do eixo da pega. Assim, o campo de deslocamentos na pega linear de eixo recto

pode ser aproximado na forma,

1 J
u(x, y, z) = Z 2 [0i(x,9) B(a] (7.1)
i=0 j=0



em que a matriz,

xi-lyj
i-D!j! . .
xiyj-1
ﬁij(x,y)= ¥ il1(-1)! ¥ paraizlej21, (7.2)
xiyl
ifj!

agrupa as fung¢des de interpolagfo dos deslocamentos ao longo das secgOes transversais,

e 0 vector,

ux

ﬁij (z) =4 uy R (7.3)

uz |
1y
agrupa os respectivos pesos. Estes pesos sfo fungdes da posigio ocupada pela secgdio no

eixo da estrutura, coordenada z.

A aproximagdo definida por (7.1) e (7.2) é em tudo andloga a efectuada para o caso das
pecas laminares. Refira-se que autores como Rigolot48:49 ¢ Trabucho54, recorrendo a
escalas apropriadas, reduzem o problema tridimensional a uma sequéncia recursiva de
problemas unidimensionais. Contudo, estas formulagdes baseiam-se na expansio dos
campos de tensdes e de deslocamentos em séries de poténcias da dimensio caracteristica

da secg¢io transversal € ndo das ordenadas correspondentes, X € y.

Introduzindo a aproximagdo adoptada para o campo dos deslocamentos, (7.1), na
equagdo de compatibilidade definida para os sélidos, (4.6), obtem-se a seguinte

expressdo para a equagio de compatibilidade:

J

>

I
29W EAEICRIRTION IS (7.4)
1 F

Se se adoptar a decomposicdo do operador diferencial de compatibilidade, D*, nas

parcelas correspondentes aos diferentes eixos coordenados, (5.9), a equagio (7.4) pode
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ser expandida na forma:

I J A A
oU o Uj; A g |A
£ =i={)2 (N)t( —a—x“- + N;t, 'a—;]‘ + N; U ; -a“z—) ujj (7.5)

A
Sendo Ujj dado por (7.2), verifica-se que as deformagdes generalizadas de ordem ij,
ejj, podem ser definidas por,

~

€xx
eyy
€2z A A
eij=4 eyz > = D* ﬁlj em V, (7.6)
€xz
C8xy ) g
em que,
A - -
D*=11 ; 1.7
1 L]
.
L2
oz
2 7
0z
11
define o novo operador diferencial de compatibilidade.
Analogamente ao que sucedia para as pegas laminares, verifica-se que,
A A
oUj; dUjj A9 A
N}E mﬂ + N)t, a—ll + N%Uij 3z = Eij (x,y) D* s (7.8)
sendo,
- x2yi .. : . 7
(i-2)! j! i vi2
i (j-2)! i v
xly
’ Cooangr (7.9)
Ejj = coxigd . ;
i!(g-1! i1 v
. S .
-1 i1 i1
B (-1} (j-1)! |

paraiz2ej=>2.



Tendo em conta as relagdes (7.5), (7.6) e (7.8), as deformagdes sdo expressas em funcio

das deformagdes independentes na forma,

I J
e=2, 2, [Eijx,y) eij(z)] . (7.10)
i=0 j=0

Para i=0, i=1, j=0 e j=1 torna-se necessdrio fazer alguns ajustamentos nas defini¢des
atrds apresentadas pelo que, ainda neste capitulo, serfio analisados em detalhe estes casos

particulares.

Quanto a condigdo de fronteira cinemdtica, (4.7), h4 que ter em conta a subdivisio

efectuada nessa fronteira, I} = Fﬁ W I'y; W Iz, Assim, ao longo da fronteira cinemética

definida na superficie lateral da pega linear, I'Z , hd que respeitar a seguinte condigio:
I J A
Uy = ) 2 [Uij(x,y) 'l\lij(Z)] em I'Z . (7.11)
i=0 j=0

Ao longo das fronteiras cinemdticas contidas nas secgdes extremas da pega linear, I‘l‘ll' €

I'yy» héd que impor as condi¢Ges de fronteira ordem a ordem, isto &,

Uyjj = 3ij (0) paraz=0, (7.12a)
Uyij = ﬁij (L) paraz=L . (7.12b)

7.2 - Condicoes de equilibrio

Em consequéncia da interpolagiio efectuada para os deslocamentos, (7.1), a verificacio
da condigdo de equilibrio, (4.4), deve ser realizada de uma forma ponderada. Assim,
utilizando como funges de peso as fungdes de interpolagio do campo de deslocamentos,

a condi¢fo de equilibrio toma a forma,

A

A
t —
.[Q Ui (x,y) (Do +b)dxdy=0 emV, (7.13)

A
representando €2 a secgfo transversal varidvel de ponto para ponto do eixo, V , isto €,
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2(z). A partir da equagfio de equilibrio (7.13) € possivel definir as resultantes de ordem
ij das forgas de dominio na secgfo, b, como,
b= 0Ly baxay (7.14)
) Q ij ? ’

[ . ~ A ' . -
as quais sdo duais dos pardmetros de deslocamento, ujj, visto verificarem a relagio:

1 g,
f btudxdy=22 bitjll\lij .
Q i=0 =0

Introduzindo a decomposi¢iio do operador diferencial de equilibrio, D, expressa em

(5.17), na equagdo de equilibrio (7.13), obtem-se a seguinte relagio:

A Jc Jc 0o A A
fQ Uig.(x,y) (Nxa—x+ Nyg-l—/+ N, E)dx dy + bjj=0 emV. (7.15)

Se na expressio (7.15) forem eliminados os termos g—g e % por meio da integragdo

por partes verifica-se que a equagiio de equilibrio pode ser escrita na forma,

30!
ij ij Aty O
(-—ax—Nx - Ty"—Ny +Uisz'a—z)0' dx dy +

Q
A ¢ anx-FnyNy

+ U.:
Vo102

w

A
¢ do + bjj =0,

€m que @ representa o contorno da sec¢do transversal podendo ser definido como,

w=00nTz .

Tendo em conta a expressdo (7.8), a relagdo existente entre operadores diferenciais
adjuntos, (3.4), e a generalizagio da regra de Leibnitz para a derivagio de integrais de

superficie, € possivel escrever a equagdo de equilibrio local na forma,

A

ﬁsij+J 0 —N 6do + bj=0 emV,  (7.16)
m
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em que,
4 ™
Sxx

Syy

< Szz

A
Sij = Fo= jg EltJ cdxdy emV, (7.17)

Sxz

L Sxy

ij
A
define os esforgos generalizados de ordem ij e D representa o operador diferencial de

A
equilfbrio, adjunto do operador diferencial de compatibilidade, D*.

Os esforgos' generalizados de ordem ij, tal como sfo definidos em (7.17), sdo as

varidveis duais das deformagdes generalizadas de ordem ij, ejj, pois verificam a relagfo:

IQG edxdy = EZ S j €

i=0 ]:0

No que diz respeito as condi¢des de fronteira estética, deve ser tida em conta a subdivisdo

efectuada nesta fronteira, I = l""c} ulgu I‘(Z)-. Assim, ao longo da fronteira estitica

correspondente as faces laterais da pega linear, I'Z, a equagio de equilibrio € escrita na

forma,
NG =t em TZ. (7.18)

Ao longo das fronteiras estdticas correspondentes s secgdes extremas da pega, FE')'- s T

a condi¢@o de fronteira € estabelecida de uma forma ponderada utilizando como fungdes

de ponderacfo as fungdes de interpolagio dos deslocamentos:

A
_[ U Nodl'y =j ULty dTE ; (7.19a)
r& re

A
j Ut Nodlg =I UL te dTg . (7.19b)
Ig Y
Sendo as superficies ' e l"g perpendiculares ao eixo z, entdo as componentes ny € Ry
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da normal sdo nulas verificando-se que as equagdes (7.19) podem ser escritas na forma,

A
N sjj = t*"'ij para z=L , (7.20a)
A
N sjj = t*_ij para z=0 , (7.20b)
em que,
A
+ _ t + (7.213)
=l Ot ars.
- At - (7.21b)
rerinem as resultantes das trac¢des aplicadas nos topos da pega linear e,
- ng
N = n, © - |, (7.22)

A
representa a matriz das normais associada ao operador diferencial de equilibrio, D .

Tendo em conta a relag@o (7.18) e o facto de se poder definir para cada seccfo transversal

a sua fronteira estitica como g = ® N 1"%, a equagdo de equilibrio (7.16) toma a

forma,
A A A
D Sij‘*'t?kizj"'t“i}?"' bjj=0 emV, (7.23)
em que,
i At ty
R (7.24)
w
e, o
.
uz _ At t
thiz = U.. doy, (7.25)
ij ij
1-n2
Yoy Z

reunem, respectivamente, as resultantes das tracgdes existentes ao longo das fronteiras

estdtica e cinemdtica correspondentes s faces laterais da pega linear.

Convém desde j4 salientar que as tracgoes, t , ao longo da fronteira cinematica, I" ﬁ, nio

sdo a priori conhecidas, podendo ser interpoladas.



7.3 - Relagdes constitutivas

As relagBes constitutivas, formuladas em termos de rigidez, para o caso dos sélidos com
comportamento eldstico e isotrGpico, sdo descritas pela relagdo (4.8b), atendendo &
definigdo, (4.9b), para a matriz de rigidez. Se se introduzirem estas relagdes constitutivas
na definicdo dos esforgos generalizados, (7.17), tendo em conta a relagdo entre

deformagdes e deformagGes generalizadas, (7.10), obtem-se para relagio constitutiva a

expressio,
K L .
sij = 2, > (Kijk1 ex1) + sgij em V , (7.26)
k=0 1=0

em que §jj € o vector que agrupa os esforgos generalizados de ordem ij, el é o vector

que agrupa as deformagdes generalizadas de ordem k1, sendo
S t
Kijii -jQ Ej k By, dxdy , (7.27)

a matriz de rigidez que relaciona os esforgos generalizados de ordem ij com as

deformacdes generalizadas de ordem Kl, e
e t
Soij = IQ Ejoe dxdy , (7.28)

o vector dos esfor¢os generalizados de ordem ij devidos a tensdes residuais.

7.4 - Relactes fundamentais

Partindo da interpolag@o expressa em (7.1) para o campo de deslocamentos, € possivel

rescrever as equagoes de compatibilidade, equilibrio e de elasticidade das pegas lineares

A
de eixo recto, tomando agora como domihio de estudo o eixo da pega, V.

Assim, a relagdo de compatibilidade € expressa na forma,

A* A A
exl=D" uxy; em V, (7.29)

~ . A ~
onde o vector ex] agrupa as deformagBes generalizadas, U] as funcdes de deslocamento
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A A
definidas para o eixo da estrutura, V, e D¥ o operador diferencial de compatibilidade

definido em (7.7).

A condigio de compatibilidade ao longo da fronteira cinemdtica & expressa na forma,
skt = Uxg (0) para z = 0, (7.30a)

A
uxkl = Ukl (L) paraz=1L , (7.30b)
havendo ainda que ter em conta as relagSes que exprimem a condigio de compatibilidade

ao longo das fronteiras cinemdticas nas faces laterais da pega linear, escritas na forma,

K L
Uy = )3 > [ﬁkl(X:Y) U(z)] em TZ (7.31)
k=0 =0

A
em que Uy representa a matriz que agrupa as fungdes de interpolagio dos deslocamentos

ao longo da sec¢io transversal da pega e ux 0 vector que retine os deslocamentos

impostos ao longo da fronteira cinemtica I'Z .

A condigdo de equilibrio local, toma a forma,
A A
D sij + bj; + t“uZ =0 emV, (7.32)
¢ impde uma relagdo entre os esforgos generalizados, agrupados no vector Sij» as
resultantes das forgas, reduzidas ao eixo da pega linear, devidas as acgdes estiticas,
bij = by + 1% (7.33)

e as resultantes das tracgdes devidas 4 imposigdo de condigdes de fronteira cineméticas ao

longo das faces laterais da pega, t‘l‘]Z

A equagfo de equilibrio ao longo da fronteira estitica relaciona os esforcos generalizados

com as resultantes das tracgGes aplicadas na fronteira estatica,

A
N sjj = t*+1 para z=L , (7.34a)

ii

I‘\\I Sij = t*-ij para z=0 . (7.34b)



As relagBes constitutivas estabelecem a relagdo de dependéncia entre os esforgos e as
deformagdes generalizadas podendo ser descritas na forma,
L
Sij = f, )y (kijkt €k1) + Sgij em \s ; (7.35)
k=0 1=0 .
com Kijjki e Spij definidos de acordo com (7.27) e (7.28), rcspectivamelite. Esta relagfo
constitutiva pode ser invertida, sendo escrita como uma relagio de flexibilidade,
I J
exi= 2 2 [fusij (sij- soip]  em V, (7.36)
i=0 j=0
em que,
[fijr1) = Dkijen]!

O conjunto de relacdes sumariadas permite resolver problemas envolvendo pegas lineares
de eixo recto tendo em conta o seu comportamento tridimensional, mas utilizando
modelos lineares. Este modelo baseia-se na interpolagdo do campo de deslocamentos ao
longo da secgéio transversal, (7.1), na interpolagdo das trac¢Ges ao longo da fronteira
cinemdtica, e na integracfio por partes da equagio de equilibrio ao longo das secgdes
transversais. Esta formulagdo permite encontrar solugSes para o comportamento de pecas
lineares de eixo recto mais refinadas do que as habitualmente conseguidas com as teorias
cldssicas das vigas. Esta melhoria na qualidade das solugdes resulta do aumento do
nimero de modos de deformagdo admissiveis para as secgdes transversais, com a
consequente consideracio de um maior niimero de esforgos. Por outro lado, ¢ em relagdo
a uma formulagio tridimensional pura, o presente modelo exige um menor esfor¢o de

calculao.

7.5 - Barra de estrutura articulada

Analise-se em seguida o caso particular das barras de estruturas articuladas, tomando

unicamente o primeiro termo da formulagio atrds apresentada. Considerando o termo de
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ordemn 00 obtem-se a seguinte interpolagio para o campo de deslocamentos:

A
u(x,y,z) ={ vz } = Upo(xy) too@ = [1]uz00z) - (7.37)
Esta aproximacao baseia-se no pressuposto de que o deslocamento segundo a direcgio do

eixo da barra é constante em cada secgfo transversal, sé variando de secgdo para secgio.

Em consequéncia da interpolago (7.37), e tendo em conta a equagio de compatibilidade,

(4.6), obtem-se a seguinte definigdo para as deformacgdes,

e={en) = {%Oﬂ} . (7.38)

Devido ao facto de ndo terem sido feitas quaisquer hip6teses acerca dos deslocamentos
perpendiculares ao eixo da barra, o valor das restantes deformagdes ndo se encontra

especificado.

As deformagdes generalizadas sdo definidas em fungio dos pardmetros de deslocamento
por,
ego = { ez }00 = {a"a%% D*dgole) (7.39)
sendo as deformagGes escritas em fungio das deformacdes generalizadas na forma,
e = Egp ego , (7.40)
em que o operador diferencial, ﬁ*, ¢ a matriz de compatibilidade, Egg, sdo definidos

por,

(7.41)

e -3
%
|
—
Q@
<]
- 1 I

=
(=3
<

I
{ |

J—

(7.42)

As relagdes de compatibilidade, (7.39) e (7.40), mostram claramente que para a pega
linear de ordem 00 se considera apenas um modo de deformacdo ao nivel da secgdo
transversal, a extensdo axial, logo que se ¢std na presenca de um modelo idéntico ao que

simula o comportamento de uma barra de estrutura articulada.



Ao nivel das equagdes de equilibrio, verifica-se que, ao definir como esforgo

generalizado, sgg, o dual da deformagio generalizada, epp,
soo= {2} jﬂ Hodxdy = [, 0z dxdy , (7.43)
se obtem para equacio de equilibrio local,

]3 sgo + bgo + t‘{’)% =0 .- (7.44)

A
Nesta equacdo o operador diferencial de equilibrio, D, apresenta a mesma defini¢cio que o

A
. £ - . - -
seu adjunto, D™ e as resultantes das forgas das acgOes estdticas, reduzidas ao eixo da

pega, boo,

.4
bgo = b00+t00 (7.45)

H

em que,

boo =-[Q{bz Jaa, =] {tz} do . (7.46)

Na equacfo (7.44) o termo, t % , representa a resultante das trac¢des devidas a

00’
imposicdo de condigdes de fronteira cinemdticas ao longo das faces laterais da pega

linear, sendo definida por meio da equagio (7.25).

Atendendo a defini¢do (7.43) apresentada para o esforgo generalizado, sgg, conclui-se
que este esforgo representa a resultante das tensdes axiais na sec¢io transversal,
usualmente designado como esforgo normal. A equagio (7.44) exprime o equilibrio entre
a variacdo do esforgo normal ao longo da pega, as forgas de dominio e as trac¢des

aplicadas segundo a direcgdo do eixo da pega linear.

No que diz respeito as relaces constitutivas, considere-se a defini¢do dada para a matriz
de rigidez, Kogoo, (7.27), e tenha-se em conta a definigio de Eqg, (7.42). Nao tendo
sido introduzidas quaisquer condiges para os deslocamentos perpendiculares ao eixo da
barra, e consequentemente para as deformagdes correspondentes, € possivel admitir

diferentes hipéteses para o valor destas deformagdes ou para as tensdes ndo envolvidas
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até a0 momento nesta formulagdo. Siga-se entfo uma metodologia andloga & utilizada
para os estados planos de deformagio e considere-se o anulamento das deformagdes exx €

Eyy. Para o caso de secgOes transversais homogéneas e representando,

S(z) = dx dy ,

Q(z)
a drea da secgdo transversal de coordenada z, a relagio constitutiva tomard a forma:
E (1-v ) S(z)

s = e + . 7.47
00 (1+v)(1-2v) 00 + S000 ( )

Esta relacfo constitutiva, corresponde a uma barra resistente a esforgo normal que se
encontra confinada em todas as direcgBes excepto na direcgfo axial, logo onde se impde o
anulamento de todas as extensdes excepto a axial. Este elemento de barra, como € ébvio,

ndo representa a barra de estrutura articulada habitual.

Se, analogamente ao que sucedia nos estados planos de tensfo, nio se impuser o
anulamento das deformagdes €xx € eyy, mas sim o anulamento das tensdes Oxx € Oyy
entdo a equag@o constitutiva, (7.35), tomar4 a forma,

soo = E S(z) epo + sgoe , (7.48)
a qual corresponde a equagfio constitutiva habitualmente utilizada nas barras de secgio
isotropica € homogénea das estruturas articuladas também designada como barra

biarticulada ou de treliga.

7.6 - Barra de portico

Considere-se agora além do termo i=0 j=0, todos os termos de ordem 1 da formulagéo
atrds apresentada, obtendo-se a seguinte interpola¢fo para o campo de deslocamentos,

u=up+yuil
V=Vol +X V1]
W=Woo+ X WIQ+y Woi+X Yy W)

(7.49)

Tendo em conta que as parcelas de deslocamento uyj e vy estdo associadas a rotagdo e



distor¢do da secgdo transversal, proceda-se a uma mudanga de varidveis que, ndo
alterando em nada a interpolagdo adoptada, permite identificar explicitamente estas duas
deformagdes. Assim rescreva-se a aproximagao (7.49) na forma,

u=up+y¥i1-yOu

v=vy +xXx¥11+x07q ’ (7.50)
W= Woo+X WIQ+Y Wo1+X ¥ Wi

em que,

1 1
©11=—-(vir-my1) e ¥y =— (v11 +u11) .

A aproximagdo para o campo de deslocamentos pode assim ser expressa em funcio dos

pardmetros de deslocamentos pela relagio,

1]
A
ux,y,z) = 1 v = Uxy) (z) (7.51)
w
em que,
(w00 )
uio
L w10
. S A Vo1
i\](X,)’) =|l...1., xx . , ﬁ(z) = < Wo1 ? (7.52)
1.x.y . .xy 011
Y11
LWIIJ

Em consequéncia desta interpolagdo para o campo de deslocamentos, as deformacdes

podem ser definidas em fungfo das deformagGes generalizadas como,

' 3
Exx

Eyy
J €z (7.53)

£ =

Yyz

Vxz

Yxy
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em que,

E(X,Y) =

(7.54)

As deformagSes generalizadas sdo definidas em termos dos parimetros de deslocamento

pela equagio de compatibilidade, (7.6), escrita na forma,

em que:

OJIQJ .
N

QI
N

Qe
NI -

(7.55)

(7.56)

As defini¢des apresentadas para as deformagdes generalizadas, (7.55), bem como a

relac¢do (7.53), permitem reconhecer como deformagées generalizadas a extensdo axial

média na secgfio transversal, €, a deformagio por esforgo transverso segundo a direcgiio

X, Kx, a curvatura segundo y, Xy, a deformagdo por esforgo transverso segundo y, Ky, a

curvatura segundo X, Xy, € a rotagiio unitdria de torgdo, X,. Quanto s restantes

deformagtes generalizadas, a sua identificagdo deixa de ser ébvia, pelo que, mais

adiante, serdo objecto de atengio especifica.

Ao nivel das condi¢des de equilibrio, verifica-se que, quando se consideram apenas os



termos até & ordem 1 da expansfio do campo de deslocamentos ao longo da secgdo

transversal, se encontra a seguinte defini¢@o para os esforgos generalizados:

fNj
Vx

> =jQEtcs dx dy . (7.57)

Analisando o significado fisico das vdrias componentes dos esforgos generalizados,
verifica-se que estas componentes correspondem ao esforgo normal, N, ao esforgo
transverso segundo X, Vg, a0 momento flector segundo y, My, ao esforgo transverso
segundo y, Vy, a0 momento flector segundo X, Mx, ao momento torsor, T, € ao

bimomento, Myy.

A equagio de equilibrio local, (7.26), toma a forma,

Ds+b+tuz =0 (7.58)

A
em que, o operador diferencial de equilibrio, D, € o adjunto do operador de
A
compatibilidade, D*, definido em (7.56). As resultantes das forcas devidas a acgdes
estdticas, b, resultam da soma das resultantes das forgas de dominio com as tracgoes

aplicadas sobre as faces laterais da peca linear,

bx b
A A A
b=">b+1t%%= Utq by ¢ dQ + Uttty pdog . (7.59)
Q b, g o

Na equagao (7.58), o termo 9% representa as resultantes das tracgtes devidas & imposi¢ao
das condigSes de fronteira cinemdticas ao longo das faces laterais da pega linear:
A b
tuz = Ut ty pdoy . (7.60)
Wy t;
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Para uma melhor compreensdo do significado de cada uma das componentes de esforgo,

tem interesse analisar o desenvolvimento da equagio de equilibrio (7.58), a qual pode ser

€Xpressa na forma:
N L
-_— 4 Q bz dQ + a)c tZ* dmg -+ mu tZ dmu = 0 y

%Xz’i+J.Q bx dQ +.[mgtx* dog +jmutx doy =0

%X-VX+J‘QX|JZ dQ +ijXtZ* dog "'.[cou"tz do, =0

oV
._JL+J.Q by dQ +jm0 ty. dog +I0)u ty doy =0;

ag; 'Vy+jﬂybzd9 +J.m ytz*dcoc+fw yt, doy =0;

T
-—+_[Q (x by - y bx) dQ +jm6 (x tyx = ¥ ty.) dog +

"'.[(ou (x‘ty -yty)doy =0;

Vv
92 - Pxy +jQ (xby + yby) dQ +,[m0 (X tyat ¥ ty,) doos +
+-[0)11 (xty+ yt,)doy =0;

3z -ny+jgxybde+J xytz*dwc+J xytzdmu—O .

(7.61a)

(7.61b)

(7.61c)

(7.614d)

(7.61¢)

(7.611)

(7.61g)

(7.61h)

As equagdes de equilibrio, (7.61a), (7.61b), (7.61c), (7.614d) e (7.61e) sdo as equagdes

de equilibrio habitualmente utilizadas na andlise de pérticos em flexdo composta

desviada, estando associadas 2s defini¢Ses das deformagbes, €, Kx, Ky, Xx, Xy . A



equagdo de equilibrio (7.61f) exprime o equilibric em termos da torgfio, estando

associada 4 deformagfo por torgiio, X;.

As equagbes (7.61g) e (7.61h) exprimem a interacgdo entre o esforgo referente ao
empenamento, Xxy, 0 bimomento, Myy, € os esforgos relacionados com a distorgio da
sec¢do, Vxy € pxy. Tendo em conta a analogia existente entre as relagSes entre os
momentos flectores e os esfocos transversos, (7.61¢) e (7.61e), e a relagdo (7.61h), o
esforgo Vyy passard a ser designado como esforgo transverso de distorgdo e o esforgo
Pxy como forga de distor¢do, sendo as respectivas deformagSes generalizadas designadas

como deformagio por esforgo transverso de distor¢io, Kxy € taxa de distor¢io, Yyy.

No que diz respeito as relagGes constitutivas, considere-se a defini¢io dada para a matriz
de rigidez, k, (7.27), e tenha-se em conta a definigdo de E, (7.54). A relagio
constitutiva, (7.26), tomar4 assim a forma,

s=Ke+sg, (7.62)
em que a matriz de rigidez K, para o caso de um comportamento eldstico, linear e

isotrépico em secgGes transversais homogéneas, é definida por,

K={ES . ES . ES, . : E’Sxy
GS . : : -GSy GSy

ESx . ESx . ESy : : ESxxy
GS . GSx GSx

ESy . ESxy, . ESy : : ESxyy

-GSY . GSx . G(Sxx + Syy) G(Sx)( - Syy)
GSy . GSx » G(Sxx - Syy) G(Sxx + Syy)
E’Sxy . E’Sxxy - E’Sxyy . . E’Sxxyy

em que,

S(p=JQ ¢ dqQ,

e G representa 0 médulo de distorgdo.
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O mddulo de elasticidade longitudinal, E, é definido como,

E' =E sc o-xx=0ccyy=0,

E = (1-v)
(L +v) (1-2v)

se Ex)(:o [+ eyy=0

Os resultados resumidos em (7.55), (7.58) e (7.62) estdo de acordo com os modelos
habitualmente apresentados na literatura para a andlise de vigas de pérticos. Se se
impuzer o anulamento das deformagdes generalizadas, Ky, Ky, Xz, Kxy, Xxy € Fxy
entdo o modelo desenvolvido coincide com o utilizado na flexdo composta desviada de
vigas, teoria de Euler-Bernoulli, tal como € apresentado por Arantes e Oliveira36 ou

VeubekeS6,

Para se obter o caso da viga deformdvel por esforgo transverso, viga de Timoshenko, tal
como a apresenta VeubekeS6 | basta impdr, em (7.55), (7.58) e (7.62), o anulamento
das deformagoes referentes 2 torgdo, Xz, a0 empenamento, Xxy, ¢ a distorgio Kxy € Wyy.
Usualmente, para corrigir a hipétese das tensbes tangenciais serem constantes ao longo
da sec¢@o, a drea da secgfio transversal, a utilizar na resisténcia ao corte, € minorada por
um factor de corte, andlogo ao utilizado no modelo de laje de Reissner-Mindlin. O
modelo de viga, definido por (7.55), (7.58) e (7.62) € utilizado por Pereira? na andlise
fisicamente nfo linear de pérticos de betdo armado, niio se considerando os efeitos do

empenamento e da distorgio e desprezando-se a interacgio tor¢do-corte.

O modelo de comportamento de vigas incluindo a flexdo composta desviada, a
deformabilidade por corte, a tor¢io e o empenamento coincide com o desenvolvido por
Vlassov37, desde que se considere a secgdo transversal nio deformdvel no seu plano,

logo que se considere nula a taxa de distorgio, Yy =0.




7.7 - Modelo EG em pecas lineares

A andlise de pegas lineares com base na formulagdo apresentada completa-se com o
estudo do seu comportamento na direcgio do eixo da peca. Para esta anélise procede-se a
aplicagdo as pegas lineares dos modelos estdticos de elementos finitos, formulados no
capitulo 2. Seguindo uma metodologia idéntica & adoptada no caso das pegas laminares,
esta aplicagio serd desenvolvida para o modelo EG, podendo ser generalizada para os
restantes modelos. A aplicagdo do modelo estdtico de elementos finitos com fungdes de
interpolagdo autoequilibradas, EA, pode ser encontrada em Pereira4!, utilizando um
modelo de pegas lineares andlogo ao anteriormente formulado, e aplicado A andlise de

porticos tridimensionais de betfio armado.

Com vista & aplicagdo do modelo EG ao estudo das pegas lincares considera-se a

decomposi¢io do campo de esforgos generalizados nas seguintes parcelas,

Sij = Scij + S0ij , (7.63)

sendo Sgjj a parcela particular e Scij @ parcela complementar tal que

Scij = S Xjj, (7.64)

onde a matriz S agrupa as funges de interpolagio e o vector Xjj os pesos que Thes estdo

associados, designados como esforgos independentes.

Tendo em conta esta interpolagio para os esfor¢os, as equagdes de equilibrio no dominio,
(7.32), e de equilibrio na fronteira estdtica, (7.34a) e (7.34b), podem ser escritas do

seguinte modo:

DS Xij+ D sojj + 27 + bj=0 em ¥, (7.65)
A A
N S Xjj + N sgij = t*"'ij para z=L , (7.66a)
A A
N § Xjj + N spj; = t*-ij para z=0 . (7.66b)
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A equaglo de compatibilidade local (7.29) pode ser satisfeita de uma forma ponderada,

em que as fungdes de peso coincidem com as funges de interpolagdo de esforgos,

A A
I St (eij - D* i\lij) dv =0 , (7.67)

tomando assim a forma de uma equagfo de compatibilidade ponderada,
vij=J St eij d{\f:‘[ Stﬁ* i\lij d‘Af (7.68)
agrupando o vector vj; as deformacoes independentes, duais dos esforgos independentes
Xjj, visto verificarem a relagio:
J. Stcijeij d{\/ = Xlt] Vij .
Se forem introduzidas em (7.68) as relagdes constitutivas expressas na forma (7.36) e

tendo em conta a interpolagdo dos esforgos (7.63) e (7.64) obtem-se a seguinte relagio

entre deformagdes independentes e esfor¢os independentes:

vij = Fijk1 Xk1 + voij - vaij (7.69)
em que
A
Fijk1 = j St fijxn1 § dV, (7.70a)
A
voij = J.‘St fijk1 sok1 dV , (7.70b)
A
Voij = jSt fijk1 sex1 AV . (7.70¢)

Se, por outro lado, se proceder 4 integragfio por partes do segundo membro da equagfo

(7.68), obtem-se a seguinte definigfo alternativa para as deformagdes independentes:

L A
vij = [(ﬁsﬂ Gij]o SJ syt av . (7.71)

Combinando as relagdes (7.69) € (7.71) obtem-se para equagio de compatibilidade a



relagdo:

A A L A A A
Fijk1 Xk + voij - voij = |i(NS)t uij] - J D St ujj dv . (7.72)
0

Considere-se a seguinte interpolagio para os deslocamentos no dominio,
A
Gij =Udjj emV , (7.73)
onde a matriz U agrupa as fung¢fes de interpolagio e o vector djj os pesos que lhes estio

associados.

Nas extremidades da pega linear, os deslocamentos podem ser escritos na forma,

ﬁij = qf} para z=L , (7.74a)
tj=q; para z=0 (7.74b)

»

onde os vectores qi"j' € g;; agruparm, respectivamente, os deslocamentos nas extremidades

z = L e z = 0. No caso de existirem condi¢des de fronteira cinemdticas nas extremidades

da pega linear, as condi¢des de fonteira (7.30a) e (7.30b) podem ser escritas como:

qi”’j' = u4jj(L) para z=1L ; (7.75a)
qjj = Uxjj(0) para z=0 , (7.75b)

Tendo em conta as interpolagdes de deslocamentos acima definidas, a equagdo de

compatibilidade, (7.72), pode ser escrita na forma,

Fijk1 Xk1 + A djj - B qij = veij - voij » (7.76)
em que,
A A

A= _[ DS)LU dv (7.77a)
B=[(1’\‘IS);L | (1’\‘13);0}, (7.77b)

a
qij=| _ |- (7.77¢)

Qi
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A condi¢do de equilfbrio no dominio definida por (7.65) nio sendo respeitada
localmente, visto as fungdes de interpolagfio dos esforgos generalizados ndo serem
autoequilibradas, deve ser imposta de uma forma ponderada. Esta imposicdo & feita
utilizando como fungdes de ponderagéo as fungdes de interpolagio dos deslocamentos no

dominio, U.

Simultaneamente as tracgSes aplicadas ao longo das fronteiras cinemdticas

correspondentes a superficie lateral da pega sdo interpoladas na forma,
t=Tr em I'Z , (7.78)

- - - . — - Z.
em que T € a matriz que agrupa as fungdes de interpolagdo das tracgGes ao longo de IGe

I 0 vector que agrupa os respectivos pesos. Nestas condigSes a equagfo de equilibrio

(7.65), tendo em conta a definigdo (7.25), pode ser escrita como,

At Xjj + Cjjr = - Ryj - Rojj, (7.79)
em que,
cyj=[ Ut O T arg, (7.80a)
Rjj=J Utby darg, (7.80b)
Rojj = [uth soj dV | (7.80c)

sendo a matriz de equilibrio, At transposta da matriz de compatibilidade, A, definida

em (7.77a).

As forgas de dominio generalizadas de ordem ij , Rjj, sGo duais dos parimetros de

deslocamento, djj, visto verificarem a relagio:

A
I bi‘ii Il\lij dv = Ritj djj .

Para que se garanta o equilibrio ao longo da fronteira estdtica nas extremidades da pega

linear torna-se necessério respeitar as equacdes (7.66a) e (7.66b). Tendo em conta a



defini¢do da matriz de compatibilidade, B, expressa em (7.77b), o equilibrio nas sec¢Ges

extremas da peca linear pode assim ser expresso na forma,

Bt Xij = Quij - Qoijs (7.81)
em que,
+
t
Qxij = - | (7.82a)
*ij
A
N s0ij(L) (7.82b)
Qoij =
N s0ij(0)

e Bl representa a matriz de equilibrio, transposta da matriz de compatibilidade, B.

As forgas de fronteira generalizadas de ordem ij , Qxij, sdo duais dos pardmetros de

deslocamento, qjj, visto verificarem as relagBes:
A
£ wi ) = Qi aff ;
- AL - -
«ij Ui (0 = Q595 -
A compatibilidade ao longoe da fronteira cinemdtica ao longo da superficie lateral da peca é
imposta por meio da equagdo (7.31). Proceda-se assim 2 substitui¢io do campo de
deslocamentos pela interpolagdo definida em (7.73). Se se impuzer a satisfagdo destas
equagdes de compatibilidade de uma forma ponderada em que as fungdes de peso

coincidem com as fungdes de interpolagio definidas em (7.78), estas tomam a forma,

1 ]
2 2 Chdy = e (7.83)
=0 j=0
em que,
ey = J. Tt u, dl_‘%1 . (7.84)
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Os pardmetros de deformagio, ey, sdo duais dos parimetros de tracgio, r, visto

verificarem a relagio:

Juitdfﬁ:e}:r .

Estando garantida a condigfo de equilibrio no dominio de uma forma ponderada por meio

da equagio (7.79), a condigdo de compatibilidade no domfnio de uma forma ponderada

por meio da equagdo de compatibilidade (7.76), a condigéo de equilibrio na fronteira de

uma forma ponderada por meio da relagio (7.81) e a condigdo de compatibilidade na

fronteira também de uma forma ponderada por meio da equagéo (7.83), tem-se para o

modelo EG uma formulagio coerente que obedece a todas as relages fundamentais atrds

expressas, podendo ser descrita pelo seguinte sisterna governativo,

em que,

-F -A B .
<At -C
Bt .
-ct ., .

F = [Fijkil ,
X = {Xjj} ,

vo = {voij} >

R = {Rjj} ,
Qx = {Qxij}

X Y0 - Vo
d R + Rp
i) Qs-a0 [ (7.85)
r - €x
C =[Gyl ,

d = {di;;} , q={qt ,

vg = {vpij} ,
Ro = {Rgij} »
Qo = {Qoij} -



7.8 - Exemplo de aplicacao

Pértico tridimensional de betio armado

A formulagio desenvolvida por Pereira?0 pode ser considerada como um caso particular
da formulagfo atrds apresentada. Assim, cada pega linear € considerada como um dnico
elemento finito, o qual se considera como tendo o comportamento apresentado na secgio
7.6 para a barra de pértico. Adicionalmente, considera-se que todas as pecas lineares sdo
indeformdveis por corte, nio sendo considerados os efeitos da interacgiio
flexdo-tor¢do-corte. Nestas condig¢des, o operador de rigidez presente na relagiio

constitutiva (7.62) toma a forma,

E° . xE’ . }’E’ . . . dQ, (7.86)

0 D = ] . . .
xE°. x2E° . xyE’

. . . oQ » -
yE°. xyE . y2E’ .
x2+y2) G
. o0
. (& a]

em que, €2, representa a secgio transversal, E*, o médulo de elasticidade longitudinal e,

G, o médulo de distorgio.

Para o caso da andlise de pecas de betdo armado, é introduzida na defini¢io da matriz de
rigidez, (7.86), ndo sé a heterogeneidade do conjunto betdo-ago, mas também o

comportamento ndo linear das relagdes tensdes deformagdes do betdo e do ago.

Finalmente, para se obter a formulagdo apresentada em Pereira40, basta utilizar como
fungdes de interpolacio dos esforgos independentes fungfes autoequilibradas, isto €, que

verificam a equagido de equilibrio, (7.32),na auséncia de forcas de dominio, obtendo-se
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assim uma formulagédo para o modelo EA aplicada ao estudo de pegas lineares de betdo

armado,
0.30m
o
L | ]
o 0.30m
X
[ ] [ ]
4 y 2.00m
4 ¢p12
X1

Figura 7.1 - Pértico tridimensional de betfio armado.

Com base nesta formulagdo, foi analisado o pértico de betdo armado, de secgéo
transversal constante, representado na figura 7.1 sujeito & ac¢fio da carga concentrada af

indicada.

Carga
kN) 307

25 -
2
15 ]
10

5

o ———m—m——r————1———7— Deslocamento
0.000 0.005 0.010 0.015 0.020 0.025 (m)

Figura 7.2 - Diagrama carga-deslocamento para o pdrtico tridimensional de betfio armado.

A sec¢io transversal adoptada para a estrutura € a representada na figura 7.1, e consiste
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numa secgdo quadrada de 0.30 x 0.30 m? tendo uma armadura longitudinal constituida

por 4 vardes ¢J2 colocados em cada um dos vértices, com um recobrimento de 0.03m .

Para os materiais constituintes foram adoptadas relacdes constitutivas nio lineares.
Assim, para o betdo foi considerada a relagfo constitutiva pardbola rectdngulo proposta
no REBAP46, tomando-se para tensio maxima de compressio no betio f. =11.305 MPa
e uma extensfo de rotura por compressio de £, = 0.35% . Para o ago adoptou-se o
modelo elastopléstico sem endurecimento com um médulo de elasticidade E; = 200 GPa ,
uma extensao de cedéncia & = 0.174% ¢ uma extensdo de rotura &y = 1% . A rigidez

de torgdo, G, foi considerada igual a 3262.5 kN mZ2.

Na figura 7.2 apresenta-se a evolugio, até a rotura, do deslocamento segundo x5 do né
carregado em func¢do do valor da carga. A rotura di-se, para uma carga de 26.12kN , ao
ser atingida na sec¢do de encastramento da barra 3 a extensdo tltima na armadura

traccionada.

Na figura 7.3 apresentam-se, para o instante de rotura, os diagramas de esforgo normal,
de momento flector segundo X, de momento flector segundo y e de momento torsor em

cada uma das barras.

Barra 1 Barra 2 Barra 3
12.2 12.2
N xN) - 4.3 > 4.3 — - )
- 1.7 - 1.7
-8.0
-4.6 -8.0
M, (Nm) o | ——— ~

22 19.9
M, (kNm) - 0.3 -
Y > |
- 3'5\I I/' e

-122 122 12.2 12.2

T (KN m) - -

-3.6 -36 g0 - 8.0

Figura 7.3 - Diagramas de esforgos na rotura para o portico tridimensional de betio armado.
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Na figura 7.4 apresenta-se um esquema da secgio de encastramento da barra 3
identificando-se por t € tp as armaduras traccionadas, simultaneamente, por forma a
exemplificar o modo de variagdo das tensdes instaladas nesta secg¢fo transversl com o
aumento de carga, apresenta-se a evolugio das tensdes ao longo da linha a-b af definida.
Para valores da carga de 16 .34kN e de 18 58kN dd-se a aplastificagdo das armaduras t;
e tp , respectivamente. Quando a carga aplicada atinge o valor de 26./2kN a armadura t1

atinge a extensio convencional de rotura, marcando o colapso da estrutura.



offe

o/fe

offe

o/t

- 0.30m

—_
[ a [ ]
- + 0.30m 1)(2
X [ ] ®
t b t
1 ¢ 2 Xl
Yy
y (m) ¥ (m)
- 0.15 (ponto b) - 0.15
L 0.10 L 0.10
L 0.05 L 0.05
P=0. =4,
0.00 kN 0,00 P=4.67 kN 0.0
L . 0.05 L - 0.05
L. 0.10 A ~0.10
" : : : : 0.15 (ponto a) offc , , , . -0.15
-10 -08 -0.6 -04 -02 0.0 .10 -08 -0.6 -04 -02 0.0
v (m) y (m)
. 0.15 - 0.15
L 0.10 L 0.10
L 0.05 L 0.05
P=9.05kN P=13.16 kN
L 0.00
L. 0.05
g ;gi--O.lO
—— B 15 o/l : R 15
-10 -08 -0.6 -04 -02 00 .10 -08 -0.6 -04 -02 00
y (m) y (m)
- 0.15 . 0.15
L 0.10 L 0.10
P=1634kN | 2O P =18.58 kKN 005
- L 0.00 oo - 0.00
L -0.05 L _0.05
-0.10 -0.10
——— -0.15 Offe e -0.15
.10 -08 06 -04 -02 00 10 08 -06 -04 -02 0.0
y (m) ¥ (m)
. (.15 _ 0.15
L 0.10 L 0.10
L 0.05 L 0.05
P=21.31kN 0,00 P=26.12 kN | 0.00
L _0.05 L -0.05
-0.10 L -0.10
o -0.15 Offp e -0.15
-10 08 -06 -04 -02 00 .10 08

Figura 7.4 - Variagdo com a carga aplicada da tensdo instalada na sec¢@o de encastra-

mento da barra 3.







8 Conclusoes e Desenvolvimentos Futuros

O objectivo da presente tese foi a formulagdo e aplicacdo de modelos estdticos de
elementos finitos no dominio da andlise eldstica de estruturas. Assim, no capitulo 1 foram
enunciadas as principais caracteristicas dos modelos estiticos de elementos finitos e

estabelecidas as equagdes fundamentais utilizadas na sua formulagio.

No capitulo 2, com base em fungdes de interpolag@o dos campos estdticos com diferentes
caracteristicas, foram formulados trés modelos distintos. No modelo EG (estdtico com
fungdes de interpolagdo genéricas) as fungGes de interpolagdo dos campos estaticos no
dominio nio obedecem g priori a quaisquer condigdes de equilibrio local. No modelo
EA (estitico com fungdes de interpolagio autoequilibradas) as fung6es de interpolagdo
dos campos estdticos no dominio satisfazem a priori as condigdes de equilibrio local na
auséncia de forcas de dominio. Finalmente, no modelo EAC (estdtico com fun¢des de
interpolagdo autoequilibradas e compativeis) as func¢Ges de interpolagio dos campos
estdticos no dominio, além de obedecerem as exigéncias feitas no caso do modelo EA,

tém campos de deslocamentos compativeis associados.

O teste ao comportamento dos modelos formulados foi feito recorrendo a conjuntos de
fungdes de interpolagdo derivadas de séries trigonométricas ou de polinémios de

Legendre. No capitulo 3, foram aplicadas fungdes de interpolagdo trigonométricas aos
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modelos EG, EA e EAC e polindmios de Legendre ao modelo EG; esta aplicagio, sem

perda de generalidade, teve como dominio problemas de elasticidade plana.

A andlise de uma consola curta quadrada quando sujeita 2 tracgdio e a flexdo foi utilizada
para comparar o comportamento dos diferentes modelos desenvolvidos, bem como para
aferir as solug¢des em relagio a resultados obtidos por outros autores. A andlise deste
problema permittu concluir que todos os modelos apresentam solugdes aceitdveis.
Contudo a utilizagiio dos modelos EA e EAC com fungdes trigonométricas permite
simular melhor o comportamento das solugdes nas zonas de maiores gradientes de
tensoes. Em contrapartida, estes modelos exigem maior dispéndio em tempo de célculo e

t€m maior dificuldade em satisfazer localmente as condicdes estdticas na fronteira.

O caso de uma placa em L traccionada foi utilizado para comparar o comportamento do
modelo EG quando se utilizam diferentes tipos de fungbes de forma e diferentes
discretizagdes. Concluiu-se, analogamente ao que sucedia para o exemplo da consola
quadrada, que os diferentes modelos apresentam bom comportamento. Simultaneamente
foram retiradas conclusdes acerca do reflexo da discretizagio no efeito de fill-in do
sistema governativo € no tempo de resolugdo do mesmo sistema. Verificou-se ainda que
o recurso a funcgdes de interpolagdo trigonométricas permite simular melhor o
comportamento do campo de tensdes nas zonas de maiores gradientes, mas apresenta, em

geral, tempos de cédlculo superiores.

Ainda no capitulo 3 foi estudado o problema do tubo cilindrico de comprimento infinito
sujeito a pressio externa, utilizando elementos hierdrquicos de 8 nés aplicados ao modelo
EG com polinémios de Legendre como fungdes de interpolacio. Os resultados obtidos
foram comparados com a solucdo exacta. A utilizacdo de diferentes discretizagdes
permitiu detectar qual a sensibilidade da solug@o em relagdo a discretizac@io € em relagio

ao mimero de fun¢des de interpolagio utilizadas.

Na sequéncia do estudo do comportamento de diferentes fungdes de interpolag@io nos



diferentes modelos desenvolvidos, optou-se pela utilizagdo do modelo EG com
polinémios de Legendre. Esta escolha baseou-se no facto de este modelo aliar uma
grande adaptabilidade a diferentes tipos de problemas com bons desempenhos em tempo
de célculo. A sua principal defici€ncia serd a de apresentar maior dificuldade em simular
comportamentos singulares do campo de tensdes do que os modelos baseados em

fungdes trigonométricas.

Assim, com base no modelo EG com polinémios de Legendre como fungdes de
interpolagfo, foi desenvolvido no capitulo 4 um elemento finito prismitico de 16 nés
destinado & andlise de pecas tridimensionais. Com base neste elemento hierdrquico foi
analisado o problema de uma consola curta de sec¢do em T quando submetida a uma
ac¢do combinada de flexdo, torcéo e corte. Os resultados obtidos foram comparados com
os resultantes de uma andlise realizada com elementos finitos de deslocamentos,
obtendo-se para os deslocamentos solugdes bastante semelhantes. No que diz respeito
aos campos de tensGes, os resultados obtidos a partir dos modelos estdticos conseguem
simular de uma forma bastante satisfatéria as condi¢Ges de fronteira estéticas, as quais os

elementos finitos de deslocamentos t€ém grande dificuldade em satisfazer.

Com vista 2 construgfo de um modelo de ordem superior para a andlise de estruturas
laminares, considerou-se, no capitulo 5, a expansfo em série de Taylor ao longo da
espessura do campo de deslocamentos neste tipo de estruturas. Com base neste
desenvolvimento em série foi possivel transformar a andlise tridimensional das estruturas
laminares na andlise de um conjunto de problemas bidimensionais. Provou-se que a partir
deste modelo, consoante os termos que se considerem no desenvolvimento em série, €
possivel recuperar os modelos tradicionais de andlise des estados planos de tensdo ou

deformagdo, bem como os modelos de laje de Kirchhoff e de Reissner-Mindlin.

A aplicagio do modelo EG com polinémios de Legendre ao caso de estruturas laminares
permitiu a andlise do comportamento de uma laje quadrada encastrada com um bordo

livre quando sujeita a uma pressfo uniforme. Os resultados obtidos permitiram concluir
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sobre o bom comportamento do modelo desenvolvido. No caso de uma laje espessa,
verificou-se uma muito boa concordincia com a solugio da elasticidade tridimensional,

mesmo quando se utilizam poucos termos do desenvolvimento em série.

A necessidade de considerag@o de modelos de laje de ordem superior surge com grande
acuidade no caso do estudo do comportamento de estruturas laminares de material
compdsito. A heterogeneidade das estruturas compostas por camadas com diferentes
orientagdes de fibra, aliada ao comportamento ortotrdpico do material, obriga a ter em
conta o efeito das tensdes interlaminares, desprezadas nos modelos cldssicos de anédlise
de estruturas laminares. Assim, no capitulo 6 o modelo de andlise de estruturas laminares
foi adaptado 2 andlise de laminados de material compésito, tendo sido desenvolvidas as
relagBes contitutivas referentes ao comportamento de materiais ortotrépicos. Com base
neste modelo foi considerada a andlise do problema cldssico da determinagdo das tensGes
interlaminares num laminado cross-ply quando sujeito a uma deformagio constante, Os
resultados obtidos sdo concordantes com os apresentados por outros autores,
apresentando até um melhor comportamento na simulagio dos picos de tensio existentes

nas zonas adjacentes aos bordos livres.

A aplicag@io de modelos estdticos 2 andlise eldstica de estruturas foi considerada no
capitulo 7 para o caso das estruturas compostas por pegas lineares. A metodologia
aplicada na andlise das pegas laminares foi estendida ac caso das pegas lineares,
considerando-se o desenvolvimento em série de Taylor do campo de deslocamentos na
seccdo transversal das pegas lineares. Assim, a andlise do comportamento das pecas
lineares foi decomposta na andlise de um conjunto de problemas unidimensionais, aos
quais foi aplicado o modelo EG. Analogamente ao que sucedia no caso das pecas
laminares, provou-se ser possivel ndo s6 recuperar as formulagdes tradicionais de anélise
de barras de estrutura articulada e de poértico com ou sem deformagdo por esforgo

transverso, mas também as formulagdes de ordem superior propostas por Vlassov.

Para ilustrar as potencialidades do modelo desenvolvido para as pegas lineares, foi



considerada a andlise fisicamente nfo linear de um pértico tridimensional de betdo armado

utilizando um modelo do tipo EA com polinémios como fungdes de interpolagdo.

8.1 - Conclusoes

As principais conclusGes a extrair deste trabalho podem ser sintetizadas da seguinte

forma:

- a partir de uma formulagdo estdtica de elementos finitos € possivel obter um
conjunto de modelos coerentes, com sistema governativo simétrico, os quais
diferem nas caracteristicas das fun¢des de interpolagéo, em termos de satisfagdo a
priori de condigdes de equilibrio ou de equilibrio € compatibilidade;

- 0 recurso a técnicas de programagio simbdlica para a definigdo analitica dos
diferentes operadores, presentes no sistema governativo, permite reduzir
substancialmente o tempo de cdlculo na fase de pré-processamento;

- a aplicagiio de familias de fungdes de interpolagfio ortogonais permite obter para
os modelos estiticos de elementos finitos operadores com elevados indices de
esparsidade, o que facilita grandemente as opera¢es de montagem e resolugio
do sistema governativo;

- com base em modelos estiticos de elementos finitos € possivel obter um
conjunto de formulagdes adaptadas & andlise eldstica de estruturas compostas por
pecas tridimensionais, laminares ou lineares;

- 0 desenvolvimento em série de Taylor do campo de deslocamentos em relagio a
um conjunto de direcgdes pré-determinadas permite obter modelos consistentes
de ordem superior para a andlise de pegas laminares e lineares;

- os modelos tradicionais de andlise de estruturas laminares e lineares podem ser
considerados como casos particulares dos modelos de ordem superior
desenvolvidos;

- 08 modelos de ordem superior desenvolvidos para a andlise de estruturas
laminares e lineares sfo convergentes para a solugdo da elasticidade
tridimensional correspondente;
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- 0s modelos de ordem superior desenvolvidos para a andlise de estruturas
laminares e lineares sfo facilmente refinados por meio da introdugfo de termos
sucessivos ou alternados do desenvolvimento em série;

- 0 modelo de andlise de estruturas laminares de material compdsito apresenta um
bom comportamento na anilise das concentragdes de tensdes existentes nas
interfaces entre camadas.

8.2 - Desenvolvimentos futuros

Como seria de esperar, o tema tratado nesta tese de doutoramento nfo se encontra
esgotado. Por cada resposta que foi possivel conhecer ao longo deste trabalho novas
questdes se colocaram. Assim, € possivel enunciar um conjunto de tépicos que

necessitario de ser tratados em trabalhos futuros.

A identificac@io a priori dos modos espirios é um tdépico que necessita de algum
investimento futuro. E necessdrio compreender melhor qual a origem destes mecanismos
para que se conhega qual a melhor forma de evitar o seu aparecimento. No presente
trabalho, os modos de deformagio espirios foram eliminados durante o processo de
cédlculo. Esta metodologia pode ndio ser a mais apropriada. Contudo, a utilizagdo de
métodos sofisticados de detec¢io de modos espirios apés a montagem do sistema
governativo, como por exemplo a utilizagdo da Singular Value Decomposition (SVD), é
de utilidade duvidosa, pois, em geral, acarreta maiores custos em tempo de cdlculo do

que a metodologia aqui adoptada.

A andlise do problema das tensdes interlaminares nos laminados de material compdésito
permitiu sentir as limitagtes da utilizagdo de polindmios de Legendre como fungGes de
interpolagfio. Nestes casos, em que se verificam grandes gradientes nos campos de
tensfo, haverd que estudar a utilizacdo de fungdes de interpolagio singulares ou quase
singulares por forma a melhor modular os gradientes de tensdo presentes. Contudo, a

escolha destas fungdes deve ser feita com grande cuidado por forma a ndo se perderem os



elevados indices de esparsidade que facilitam grandemente o processo de resolugio do

sistema governativo.

Em relagcdo ao tipo de estruturas consideradas, hd um grande trabalho ainda a
desenvolver, ndo sé no tipo de relagdes constitutivas a modular (plasticidade e
elasticidade nfo linear), mas também na extensdo dos modelos desenvolvidos para o caso
de estruturas ndo planas (cascas € arcos), bem como para a anélise geometricamente ndo

linear.

Um desenvolvimento que terd grande interesse serid generalizar o elemento finito
hierdrquico de 16 nés para um elemento tridimensional de 20 nés, nio obrigatoriamente
prismdtico. Esta extensdo s6 nio foi possivel no presente trabalho por dificuldade na

obtencdo de meios mais potentes para a realizagdo dos célculos simbélicos necessdrios.
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