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Resumo

A utilizacdo de métodos numéricos na analise de lajes finas tem passado, sobretudo,
pelo recurso ao método dos elementos finitos. Especialmente vulgarizados séo os modelos
de compatibilidade dos elementos de grelha e laje.

Uma técnica alternativa, baseada no método de Trefftz, é apresentada neste trabalho.

O método de Trefftz, o qual tem sido aplicado a diferentes dominios, sob diversas
formas, baseia-se na sobreposicédo de solugdes, particular e complementar, da equacao
governativa do problema.

No presente trabalho uma formulacao indirecta do método de Trefftz, baseada na min-
imizac&o quadratica dos residuos ao longo da fronteira € aplicada a analise de lajes finas.
Duas abordagens séo testadas: continua e discreta.

Diferentes tipos de carregamentos foram implementados. Desde os mais correntes,
carga uniformemente distribuida e carga concentrada, a outros mais complexos, carga
uniformemente distribuida em zona circular e cargas com variacdo linear actuantes numa
superficie poligonal e de faca. Estas ultimas foram desenvolvidas com base na integracao
de uma solucao fundamental na zona de aplicagéo da carga.

O campo de deslocamentos, para cada regido em que o dominio do problema se dis-
cretiza, é aproximado por uma série truncada de fungdes e por convenientes solugcdes par-
ticulares representando o carregamento. Para a analise de casos especificos, como sejam
lajes enviesadas e lajes apresentando aberturas circulares, séo utilizadas fungdes apropri-
adas que garantem, ndo s0 a satisfacdo da equacéo diferencial homogénea mas também
parte das condi¢Oes de fronteira na vizinhanca da zona em que ocorrem concentragdes de
tensoes.

Diversos exemplos sdo apresentados e os resultados sdo comparados com outras
solucdes existentes na literatura.

Partindo da discusséo dos casos estudados, conclusGes acerca do comportamento do
método sdo extraidas, sendo apontadas as suas vantagens e inconvenientes, bem como
sugeridos desenvolvimentos futuros.






Abstract

The use of numerical methods in the analysis of thin plates relies, especially, in the
displacement (or standard) formulation of the finite element method with the use of, both,
plate and grillage models.

An alternative technique, based on the Trefftz method, is presented in this work.

The Trefftz method, of which several applications to various fields have been made
and different formulations have been devised, is based on the superposition of the homo-
geneous and the particular solutions of the governing equation of the problem.

In this work an indirect formulation of the Trefftz method based on the quadratic
minimization of the residuals along the boundary is developed and applied to the analisys
of thin plates. Two approches are tested: continuous and discrete.

Different types of loads were implemented. Starting from the current cases, that is,
the uniform distributed load and the concentrated load, to more complex cases, like the
uniform load in a circular zone and linearly varying loads acting in a polygonal surface
or line. The last two cases were developed by integrating a fundamental solution in the
surface where the load is applied.

The displacement field, for each region in which the domain is discretised, is approx-
imated by a truncated serie of functions and by suitable particular solutions representing
the load. For the analysis of specific cases, namely skew plates and plates with circular
holes, suitable functions are used wich ensure, not only the satisfaction of the homoge-
neous diferential equation of the problem but also some of the boundary conditions in the
vicinity of the region where stress concentrations occur.

Several examples are presented and the results are compared with other solutions
available in the literature.

Based on the cases analysed, conclusions about the performance and the applicability
of the method, for the analysis of thin plates, are drawn and future developments are
proposed.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Lajesfinas

Os procedimentos a utilizar ao analisar uma estrutura dependem de diversos factores.
Entre estes contam-se a geometria da estrutura, o material que a constitui, a solicitacéo a
gue esta sujeita e 0s objectivos a que se destina a analise.

Em geral as estruturas sdo classificadas de acordo com alguns destes factores. As-
sim, de acordo com ®ocabulario da Teoria das Estruturgg4], umalaje € umapeca
laminar (corpo em que uma das dimensfes é muito menor que as outras duas) sujeita
principalmente a esfor¢cos ndo existentes noano médio(superficie média de uma
peca laminar plana).

As lajes ndo deixam de ser, no entanto, casos particulares de solidos tridimensionais
sujeitos a determinado carregamento e uma analise exacta em termos de tensdes apresenta
algumas dificuldades.

Para o caso de estruturas usuais em engenharia civil € aconselhavel tirar partido da
relacdo entre as suas dimensdes para reduzir o custo de analise (em termos de tempo, ca-
pacidade de armazenamento e processamento de dados). Sendo a egpeizsasiru-
tura pequena quando comparada com as outras dimensdes €, em geral, satisfatorio utilizar
determinadas hipoteses que se véo traduzir numa clara simplificagdo do problema. De-
pendendo das hipéteses admitidas, diferentes teorias de lajes séo obtidas. Estas hipoteses
vao incidir sobre as condicdes de equilibrio, elasticidade e compatibilidade.

No dominio da engenharia de estruturas a utilizacdeolda de lajes fingshaseada
nas hipoteses formalizadas por Kirchhoff em 1850 [60], é generalizada. Entre as raz6es
que estdo na origem deste facto pode salientar-se:

e a boa aproximacao entre os resultados obtidos utilizartdoréa de lajes finag

1
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0s experimentais. Este facto é explicado na medida em que as hip6teses de base
nao introduzem erros significativos para as estruturas com dimensdes, materiais e
carregamentos habituais em engenharia de estruturas;

e 0 elevado numero de publicacdes sobre o tema, o que se traduziu num forte incen-
tivo a sua aplicacdo em problemas de Engenharia;

e a percepcao quetaoria de lajes finasesulta da generalizac&o tioria de vigas
de Euler-Bernoulli

1.2 Métodos de analise

Diferentes métodos de aplicacdo generalizada a diversos dominios foram, ao longo dos
anos, particularizados aos pressupostdediaa de lajes finasEntre estes pode destacar-
se:

solucBes analiticasapenas utilizaveis em casos simples. Verifica-se qagansao em
série de Fourierconstitui uma forma adequada para a representacdo da solucao
para diversos casos de lajes rectangularetradsformada de Mellire adequada
para lajes com cantos em cunha com quaisquer condi¢cdes de fronteira homogéneas.
No caso de lajes circulares com simetria radiaitagracao analitica da equacao
diferencialfornece expressdes simples para a solucéo do problema. Estes métodos
foram descritos e aplicados a diversas situacdes por Timoshenko e Woinowsky-
Krieger [86];

o método de Rayleight-Ritz,0 qual assume uma determinada expanséo para 0 campo
de deslocamentos que satisfaz as condi¢cdes de fronteira essenciais do problema. A
minimizacao da energia potencial do sistema fornece a solugéo para os coeficientes
indeterminados na expanséo [86]. Na sua forma original, tal como as solugdes
analiticas, a sua utilizacéo é restrita. Os principios variacionais em que se baseia
podem ser aplicados a multiplos problemas;

0 método das diferencas finitasde emprego mais vasto que os anteriores. A sua apli-
cacao foi feita a lajes de formas e carregamentos diversos [88]. As expressdes
diferenciais que intervém nas equacdes diferenciais e nas condi¢des de fronteira sdo
aproximadas por expressdes em que intervém diferencas entre os valores da funcéao
incognita nos pontos nodais de uma malha previamente estabelecida no dominio de
resolucéo do problema. Este método baseia-se directamente na equacéo diferencial
a resolver (a chamada formulacgéo classica do problema);

0 método das faixas finitas,que € um procedimento hibrido que combina algumas das
vantagens das solucdes por séries para lajes ortotrépicas com o conceito de el-
emento finito. A estrutura € dividida em faixas longitudinais ligadas ao longo
de linhas. O seu campo de deslocamentos é definido por polindbmios e funcées
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trigonométricas. Aplicacdes a lajes de tabuleiros e caixdes de pontes foram feitas,
por exemplo, por Cusens e Pama [19];

o folded plate method, o qual possibilita a andlise de lajes ortotropicas na sua forma
original, considerando, por exemplo, que uma viga em caixao € formada por uma
série de lajes finas rigidamente ligadas ao longo das arestas comuns [37];

0 Método dos Elementos Finitos,(Finite Element Methodu FEM), o mais utilizado na
pratica, pois permite a consideracdo de geometria e solicitacdes variadas. Analises
dindmica, geometricamente e/ou fisicamente ndo lineares sao possiveis. Este
método baseia-se, na sua forma mais usual, na formulacao variacional do problema.
O meio continuo é discretizado num numero finito de partes (elementos), sendo o
comportamento de cada um destes descrito por um numero finito de parametros.
Uma descricéo global do método é feita por Zienkiewicz e Taylor [100, 101]. Os
elementos finitos de compatibilidade tém tido mais receptividade por parte da gene-
ralidade dos projectistas que os de equilibrio e hibridos/mistos, apesar de algumas
vantagens que estes podem apresentar [10, 20, 76];

0 Método dos Elementos de Fronteira,(Boundary Element Methoau BEM), que tem
como principal caracteristica o facto do problema ser formulado apenas em ter-
mos de equacodes integrais na fronteira recorrendo, para tal, ao uso de solucdes
fundamentais da equacéao diferencial como fung¢des de ponderagcéo dos campos a
aproximar na fronteira [8].

Os resultados obtidos empregando os métodos referidos anteriormente podem ser con-
frontados com os observados por outros métodos, cujas hipéteses em que se baseiam e as
técnicas a que recorrem sao significativamente diferentes dos primeiros. Entre estes pode
apontar-se:

0s métodos baseados nos teoremas da Analise Limites quais sao aplicaveis a gene-
ralidade das estruturas. Uma andlise em termos de tensdes, baseada no comporta-
mento elastico linear, ndo forneceeal capacidade de carga da estrutura. Esta pode
ser determinada recorrendo a analise limite. A aplicacdo mais simptesmona
estaticoem lajes € anétodo das bandg89], que procura simular o comporta-
mento de laje adoptando caminhos de carga pré-definidos. Os recursos necessarios
a sua utilizacdo sdo reduzidos. A utilizacdo do método dos elementos finitos (de
grelha) [19] também é valida devido a este teorema. Do ponto de vista pratico €
bastante util, visto que a forma sob a qual os resultados sao obtidos facilita o dimen-
sionamento das seccbes de laje. Dado que apenas utiliza elementos unidimensionais
€ mais simples conceber o modelo de calculo que com elementos bidimensionais.
Outro método de analise limite éndétodo das linhas de rotuf@5s, 84], o qual se
baseia ndeorema cinematicdEste s6 pode ser utilizado desde que o material possa
deformar plasticamente e a relagéo tensédo-deformacéo possa ser aproximada pelo
critério rigido-plastico de Johansen. A sua aplicacéo para fins de dimensionamento
é limitada pois este método apenas fornece majorantes da carga ultima da laje;
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0s métodos experimentaissdo uma técnica fundamental na afericdo dos métodos
analiticos e numeéricos. A construcaordedelos estruturaipermite obter os cor-
respondentes valores no prototipo utilizando a Teoria da Se-me-lhan-ca. A analise
de tensdes pode ser feita utilizando, por exempl&xtensometria Eléctrica de
ResisténciaOutras possibilidades sadatoelasticidades aluz reflectida por ex-
emplo.

Em consequéncia do desenvolvimento e aplicacao das técnicas citadas, o0 recurso a
tabelas e abacos para a analise de lajes tornou-se generalizado. As condicdes de fron-
teira sdo vulgarmente assemelhadas a determinados casos ideais. Como exemplos destes
trabalhos podem citar-se:

Bares [4], onde sdo apresentados diversos resultados para lajes rectangulares, enviesadas
e circulares com diversas condi¢des de fronteira sujeitas a variacdes de temperatura,
cargas concentradas e distribuidas (uniforme e linearmente). S&o ainda tratados
alguns exemplos de lajes com rigidez de flex&o variavel, lajes com aberturas e lajes
apoiadas em pilares;

Pucher [81], o qual apresenta uma série de superficies de influéncia de grande utilidade
na andlise de esforcos em lajes de tabuleiros de pontes sujeitas a ac¢do de cargas
concentradas;

Cusens e Pama [19]0s quais publicaram abacos para o célculo de linhas de influéncia
de distribuicao transversal de cargas em tabuleiros de pontes. Estes sao considera-
dos como se de lajes ortotropicas se tratasse. Os primeiros trabalhos neste campo
foram publicados por Guyon [35] e Massonnet [71]. O método foi desenvolvido
por Bare$ e Massonnet [82];

Hambly [37], que publicou 4bacos para calcular a reparticdo transversal de cargas em
tabuleiros de pontes. As linhas de influéncia respectivas foram determinadas uti-
lizando ofolded plate methad

Quando as aproximacodes relativas as condi¢des de fronteira, geometria, materiais con-
stituintes ou carregamento da laje nao sao realistas, ou ainda, se um outro tipo de analise
€ requerido (analises dinamica, geomeétrica ou fisicamente néo linear) modelos de compa-
tibilidade, ou deslocamento, déétodo dos Elementos Finitggio normalmente escolhi-
dos. Diversas razdes contribuem para este facto:

1. aimplementacédo deste método em prograseasalculo automaticpermitiu dotar
a generalidade dos projectistas de uma ferramenta para a resolucédo de problemas
com geometria e solicitagbes complexas;

2. aintegracdo de elementos de laje cmutros tipos de elementé@simediata;

3. aqualidade dos resultadogbtidos €, desde que a discretizacdo seja adequada,
aceitavel para o dimensionamento de estruturas.
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Algumas desvantagens inerentes a este método podem ser apontadas:

1. dado que na formulacao correspondente os deslocamentos sdo as incognitas princi-
pais, ateoria de lajes finagxige continuidade para as derivadas dos deslocamentos
através das interfaces entre elementos adjacentes, ou seja, exige continuidade de
classe € as funcdes de aproximacdo do campo de deslocamentos. Dada a difi-
culdade em construir interpolacdes multi-dimensionais de classé Rabitual o
recurso a elementos ndo conformes, isto €, que violam a condicdo de continuidade.
A convergéncia deste tipo de elementos ndo €, em geral, monoténica;

2. as singularidades (de geometria da pec¢a ou devidas a cargas concentradas) nao
séo devidamente tomadas em consideracdo, podendo originar que em alguns ca-
sos, mesmo utilizando malhas refinadas nestas zonas, os resultados obtidos sejam
insatisfatérios;

3. a necessidade de discretizar o dominio e, consequentemente, um elevado dispén-
dio de recursos em termos de capacidadardeazenamento e processamento de
dados

4. a quantidade de informacéo a ser tratada limita a deteccdo de eventuais erros;
5. adiferenca de preciséao obtida para os campos de grandezas estaticas e cinematicas;

6. a forte depéndencia que existe entre a geometria da malha a utilizar na analise e a
accao a que o modelo vai ser submetido.

A aplicacdo dd-EM a resolucao de lajes finas tem recebido a atencéo de numerosos
investigadores, tendo sido investigadas varias abordagens com elementos hibridos e/ou
mistos e elementos de equilibrio. De referir a publicagdo em 1984 de um artigo [40]
contendo um catalogo com 88 elementos de laje fina ou moderadamente espessa.

1.3 Motivacéao

Na tentativa de melhorar a performance dos elementos na resolucéo de problemas de
valores na fronteira, a utilizagcdo da metodologia de Trefftz [87] tem sido investigada e
resultados positivos tém sido obtidos nos mais diversos dominios.

Este método foi apresentado em 1926 como uma alternativa ao método de Rayleight-
Ritz, tendo como ideia béasica a utilizacdo de funcbes de teste que satisfqanm a
equacao governativa do problema. Este procedimento conduz a eliminagcéo dos termos
gue envolvem o dominio do problema, e consequentemente a uma significativa reducéo
da dimensao do mesmo.



CapPiTuLO 1 INTRODUCAO

A primeira tentativa para gerar um elemento finito baseado no método de Trefftz foi
realizada em 1977 por JirouSek e Leon [48], que apresentaram um elemento de laje fina
com 24 graus de liberdade e ilustraram a sua precisdo em diversos exemplos. Aplicacdes
subsequentes a analise de outros problemas foram realizadas: elasticidade plana [51],
lajes finas [51, 47, 49], cascas finas [90], lajes moderadamente espessas de Reissner-
Mindlin [77, 57], lajes espessas [79], mecanica de sdlidos 3-D [78] e axissimétricos [95,
94], equacéo de Poisson [98] e conducao de calor [50].

As opcdes cruciais na formulacdo de técnicas baseadas no método de Trefftz sdo o
modo atraves do qual as condi¢des de fronteira sédo impostas e os residuos sdo calculados.

Duas abordagens tém sido discutidas: uma que passa pela criacdo de elementos fini-
tos hibridos de elevada qualidade, destacando-se as contribuicfes de JirouSek [54] e Fre-
itas [22] e outra que entende que a formulac&o do problema deve ser feita em termos de
fronteira, logo realcando as semelhancas com as técnicas de fronteira, particularmente
com oBEM, como foi feito por Cheungt al [44].

As formulagbes indirectas do método, nas quais se considera a sobreposicdo de
funcdes que satisfazem priori a equacao governativa do problema encontram-se in-
seridas neste ultimo grupo.

Dado que os resultados obtidos na aplicacao destas formulacdes a resolucéo de pro-
blemas de potencial e elasticidade plana s&o encorajadores, a sua aplicacao a lajes finas
reveste-se, naturalmente, de um redobrado interesse.

1.4 Obijectivo

O objectivo principal deste trabalho consiste na utilizacdo e desenvolvimento de uma
técnica de fronteira baseada no método indirecto de Trefftz para a andlise elastica de lajes
finas.

A avaliacdo das possibilidades detodo dos Minimos Quadradgsa designacao
inglesa,Least-Squares Method-LSMara impor as condi¢des de fronteira (CF), em lu-
gar dos tradicionais teoremas energéticos e dos trabalhos virtuais, reveste-se de elevado
interesse. Q.SM insere-se no contexto déeighted Residual Methods (WRNDuas
alternativas sé@o possivesontinuae discretg dependendo da forma como séo impostas
as CF.

Para o tratamento de singularidades devidas a geometria do dominio, nomeadamente
casos de lajes em viés e lajes com aberturas circulares, a utilizacdo de solugdes apropri-
adas da equacéo diferencial de equilibrio e simultdneamente satisfazendo CF especificas
é fundamental.

A obtencao de solugdes particulares para determinadas solicitagdes contribui, por um
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lado, para uma reducao da dependéncia entre a carga aplicada e a discretizagdo adoptada
e para um aumento da precisdo nos campos de tensoes.

Uma eficiente implementag&o em programa de calculo automatico é fundamental pois
permite a andlise de variadissimos casos de uma forma sistematica.

1.5 Organizacao

O presente trabalho esta organizado em sete capitulos.

Um resumo da formulacéo classica da teoria de lajes finas € apresentado no capitulo 2.
Este inclui as hipéteses em que se baseia, as limitacdes subjacentes, as grandezas inter-
venientes e as relacdes principais. As expressoes das grandezas que definem o comporta-
mento da laje no dominio, bem como as condi¢des de fronteira, séo definidas em termos
do deslocamento transversal, o qual é, na presente abordagem, o campo a aproximar.
Para o tratamento de singularidades € desejavel o recurso a coordenadas polares, pelo que
as expressdes principais sédo, também, exibidas neste sistema.

No capitulo 3 sdo apontados as principais formulacfes desenvolvidas a partir do
método de Trefftz. Relevancia especial é dada aos métodos indirectos, no qual o presente
trabalho se insere. Uma resenha das aplicacbes anteriores é elaborada, destacando-se 0s
trabalhos em mecanica dos solidos.

A formulacdo baseada na minimizacdo do quadrado dos residuos na fronteira, que
serve de base ao presente trabalho, € aplicada ao problema das lajes finas no capitulo 4.
As aproximac0des efectuadas, os campos de deslocamento (solu¢cées homogéneas e partic-
ulares) a utilizar nos casos regulares e singulares e as diferentes alternativas de imposicao
das condicdes de fronteira (discreta e continua) sdo apresentados.

O método numérico apresentado neste trabalho é aplicavel a resolucéo da generali-
dade dos problemas de lajes finas. A eficacia do procedimento depende das ferramentas
utilizadas. A implementacéo em programa de calculo automatico € a melhor solucéo para
o tipo de andlises a efectuar. No capitulo 5 é feita uma descricdo sumaria do programa de
célculo automatico desenvolvido para o efeito e especificidades deste tipo de abordagem
séo destacadas.

Exemplos de aplicagdo a diversos casos sao feitos no capitulo 6. S&o analisadas lajes
rectangulares, circulares, enviesadas e triangulares. A comparacéo de resultados do pre-
sente método é feita com outras solu¢des conhecidas incluindo, em alguns casos, solucdes
obtidas com recurso a programas correntes de andlise estrutural.

Conclusdes do trabalho e sugestbes para futuros desenvolvimentos s&o apresentadas
no capitulo 7.
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Capitulo 2

Analise elastica linear de lajes finas

2.1 Hipoteses fundamentais

Considere-se a laje representada na figura 2.1, emi @iesao vectores unitarios com
componentes segundo as direc¢des normal e tangencial, respectivamente, de uma sec¢ao
normal ao plano médio da laje.

As simplificacbes a introduzir na teoria tridimensional da elasticidade com vista a
obtencéo da teoria de lajes finas sao essencialmente restricdes ao comportamento do ma-
terial e aos estados de tensdo e deformacédo da peca. As hip6teses a considerar sao as
seguintes:

e admite-se hipdtese da linearidade fisicax material constituinte da laje € homogé-
neo, isotrépico e apresenta comportamento elastico linear;

e admite-se &ipotese da linearidade geométricpor um lado existem no corpo
pequenas deformacdes componentes da deformacao sao muito pequenas em face
da unidade) e, por outro lado, ocorrgmaquenos deslocamenti@s derivadas dos
deslocamentos sdo muito pequenas face a unidade). Como consequéncia podem
desprezar-se as grandezas é®2lem e superiores, face as deatdem. Assim,
pode tomar-se a configuracgéo inicial como nao distinta da configuragcéo deformada,
apresentando-se as equacgdes de equilibrio e relacdes deformacdes-deslocamentos
como lineares;

e admite-se que a laje € constituida por subdominios. O subdoirérda forma

t; t;
—},u,y)eAz-ch};

Q; = 3. ——
; {(af,y,z)eR ze{ 53

e admitem-se akipo6teses de Kirchhaoff
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Figura 2.1: Laje fina.

1. fibras normais ao plano médio da peca mantém-se rectas e ortogonais a super-
ficie média e séo inextensiveis. O campo de deslocamentos € entdo dado por:

_Ouwlz,y)

ux(xvya Z) = T, (218.)
e _ ow(x,y)

(7,9, 2) oy (2.1b)
UZ(I7y7 Z) = w(x,y); (21C)

2. podem tomar-se como nulas as tensées normais actuantes em planos paralelos
ao plano médio , isto &;.. ~ 0.

Dahipoétese da linearidade geométriasras referida advémprincipio da sobreposicéo

das deformacdesegundo o qual a aplicacdo sucessiva de duas deformacdes homogéneas
infinitesimais conduz a uma deformacao cujas componentes sao a soma das componentes
correspondentes das deformacdes aplicadas e é independente da ordem pela qual se faz
essa aplicacdo. Aspoteses de KirchhoBao aceitaveis a partir de determinados valores

da relacdo vao/espessura, pois a importancia da deformagéo por esforco transverso cresce
com a diminuicdo deste valor. E geralmente aceite ser sufidignte 10, no entanto,
diferencas substanciais podem ocorrer em certas ocasides, quando a comparacao de resul-
tados é feita com teorias mais elaboradas. Exemplos sao dados por O. C. Zienkiewicz e
R. L. Taylor [101] em que comparag¢des com solugdes obtidas com a teoria tridimensional
de elasticidade e com a teoria de Reissner-Mindlin s&o feitas. De notar que a segunda
hipotese de Kirchhoff ndo € valida na vizinhanca do ponto de aplicacéo de cargas concen-
tradas. Junto a estas as tenségsnado sédo negligenciaveis face as tensdes paralelas ao
plano médio da laje.
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2.2 Definiches e relacOes principais

2.2.1 Tensoes, esforcos e equacdes de equilibrio

Num ponto genérico da peca definem-se 0s seguintes vectores com as componentes rele-

vantes do tensor das tensoes:
O-.I.’L‘

g = Oyy s

Oy

-5
Yyz
em que os indices possuem o significado habitual em mecénica dos meios continuos.

Num ponto do plano médio da laje sé&o definidosrmsnentos flectore® momento

torsor
t/2
Mmm = / 20 gy dZ7

t/2
t/2
M,, = / 20y, dz,
—t/2
t/2
M,y = M,, = / 204y dz,
—t/2

e osesforgos transversos

/2
Qx - / Txz dZ,

—t)2

t/2
Qy = / Ty dz.

—t/2
O tensor dos momentos e os esforgos transversos sdo agrupados na seguinte forma:
MI{E
M=< M, ;,
M,,

Qs
a={ ¢ }
As equacdes diferenciais de equilibrio de uma peca laminar plana, tal como acontece na
teoria de vigas de Euler-Bernoulli, podem ser obtidas estabelecendo o equilibrio de forgas
e momentos num elemento infinitesimal da peca. Devido a hipétese dos pequenos deslo-
camentos o equilibrio é estabelecido na configuracdo indeformada do elemento. Proce-

dendo deste modo obtém-se:
L™ — Q =0, (2.2a)
VIQ+75=0 (2.2b)

11
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em que
0
L
0
L=1| 0 |
9 0
Jdy Oz
0
oz
v_li
dy

2.2.2 Deformacbes, deslocamentos e equacdes de compatibilidade

Os seguintes vectores contém as componentes relevantes do tensor das deformacoes:

8./L’x
g = Eyy ,
Vay

) Y=z
7 { Tyz }
O campo de deslocamentos é definido através do deslocamento do plano médio da
laje,w. As rotagOes séo agrupadas no seguinte vector:

o= { O } _
Hy
As curvaturas sao agrupados na seguinte forma:

XIL‘IL’
X = Xyy
2Xy

No contexto da andlise geometricamente linear, as condi¢cdes de compatibilidade sao
transformacg@es conjugadas das condi¢fes de equilibrio (2.2):

x = L&, (2.3a)
~v=Vuw+8. (2.3b)

Sendo a deformacéo por esforgo transverso negligenciavel tem=s®. Substituindo
em (2.3b) as rotacdes sdo dadas por:

0 =—-Vuw. (2.4)
Substituindo (2.4) em (2.3a) obtém-se a seguinte relacéo curvaturas-deslocamento:

x = —(LV)w, (2.5)

12
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onde

T _| 92 0% 92
(LV) - o2 Oy? 28x8y

Sendo vélida a hipétese dos pequenos deslocamentos, tem-se

Oug
Exa o
Eyy b= Oy . (2.6)
’Y:cy Oug + Ouy

Substituindo as equagdes que definem o campo de deslocamentos (2.1a) e (2.1b) em (2.6)
obtém-se

82w
_Z —_—
Exz 832
— _ 07w
5yy — z 8y2 )
Yy o 82w
225,5:

gue, atendendo a (2.5), pode ser escrita na forma

€ = z2X.
2.2.3 [Equacg0es constitutivas e relagdes esforcos-deformacdes genera-
lizadas

A relacao constitutiva, atendendo a que cada lamina se encontra em estado plano de ten-
séo, é:

o E 1 v 0 Ea

Oyy ¢ = v 1 0 Eyy (2.7)
1— V2 1—v

Oy 0 0 5= Vay

Integrando (2.7) na espessura obtém-se a seguinte relagdo momento-curvatura

M = Dy, (2.8)
onde
1 v 0
D=D|v 1 0 ,
0 0 L
eD = £ _ & arigidez de flexdo da laje.

12(1—12)
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2.3 Modelo de analise de lajes

Substituindo a equagéo de compatibilidade (2.5) na relac&o de elasticidade (2.8) e esta na
equacao de equilibrio (2.2b) obtém-se a equac&o governativa do prépblema
4,= P

Viw = D’ (2.9)
ondeV* = V2 (V?) é o operador biharménico. O operador harméni¢d, é definido
por

0? 02

“o oy
Neste formato, a formulacéo apresentadiaeglutivel O estado de deformacao da peca

pode ser determinado a partir de apenas uma quantidadke pbtencéo de teorias mais
elaboradas passa pela introducédo de variaveis adicionais [101].

vQ

E conveniente exprimir os esfor¢cos em fun¢éo do campo de deslocamentos. Substitu-
indo (2.3a) em (2.8) obtém-se

0*w 0*w
0*w 0*w
M,, = M,, = —D(1 —v) 0w (2.10c)
oo oxdy ) ’

Substituindo as expressdes anteriores (2.10) nas equacdes de equilibrio de momentos
(2.2a) vem

Qs = —Da%v?w, (2.11a)
Q, = —Da%v%. (2.11b)

Note-se que as componentesiee x formam tensores simétricos, dé @&dem bidi-
mensionais, e como tal, & possivel proceder a transformacdes de coordenadas na forma
habitual.

A diferenca no deslocamento transversal entre dois pontos adjacentes segundo a di-
reccaon é:

ow ow
dw = —d d
e T e
e ainclinacao do plano médio naquela direccéo €
ow Owdr Owdy Ow ow
o aer ey Y ~—— sina. 2.12
on  Oxdn i dy dn Oz cosat dy . ( )

'Esta equacdo foi obtida por Lagrange em 1811 quando este examinava a memodria apresentada a
Academia Francesa das Ciéncias por Sophie Germain.
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Efectuando a substitui¢&o depor (o + %) em (2.12) obtém-se
ow  OJw . ow
i 8—x(_ sin a) + n cos a. (2.13)

As equacoes (2.12) e (2.13) podem ser escritas na forma matricial:

ox . COSty —sSsInw on (2 14)
ow (7 | sina  cosa w 7 '
dy ot

Utilizando sucessivamente os operadores de diferenciacao expressos por (2.14) conclui-se

2w ) Pw
Ox? cos? sin” « —2sin o cos « on?
2 . . 2
%TZ’ = sin’ o cos? a 2sin ar cos o gw 5. (215)
. . 2 . 2
92w sinacosa —sinacosa  cos® o — sin” « 2w
0xdy onot

Da mesma forma € obtida a relacédo para os operadores de terceira e quarta ordem.

Os momentos flector e torsor normalis, e M,,;, sdo dados por
9*w 82w>

M, =—-D z
(55 3

2
My, = —D(1 —v) (gng”t) .
Utilizando (2.15) e (2.10) conclui-se
M, = M, cos® o + M, sin? v + 2M,, sin a cos «, (2.16a)
M, = (M, — M,)sina cos o + M, (0052 a — sin? ) ) (2.16b)

Semelhante concluséo seria obtida por integracdo na espessura das tensdes que se geram
num bordo de normal num elemento infinitesimal de placa sujeito a tensdes segundo 0s
eixos coordenados:

0, = 0, COS> v + oy sin? o + 2Ty SIN (x COS @,
Tt = (0y — 04) sinacos o + 7,y (C082 a — sin? ) )
O esforgo transverso normé),,, € dado por

0
= —D—V?w.
Qn o w
Utilizando (2.14) e (2.11) conclui-se
Qn = Qcosa + Qysina. (2.17)

Este resultado, tal como para os momentos flectores, poderia ser obtido por equilibrio
num elemento infinitesimal.

Por ultimo, densidade de energia de deformacdo para lajes finas é dada pela ex-
pressao (2.18).

1 Pw  Pw)? 0w 0w 9%w \
dU_ﬁD{(@jL@—yQ) —2(1—V)[8x2 Gyz_(ﬂxﬁy)]} (2.18)
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2.4 Condicoes de fronteira

2.4.1 Apoio

Designa-se por condicOes de frontedl@ apoioaquelas que s&o impostas ao longo do
contorno da laje. No caso das condi¢fes de fronteira estéticas considera-se a possibilidade
de apoios elasticos distribuidos na fronteira, ou seja, a existéncia de vigas com rigidez de
torcéo e/ou flexao.

Assim, ao longo de um bordo de normal exterioduascondicdes de apoio sé&o im-
postas: deslocamento transveisal ou esforgo transverso efectivo nornil],) e rotacao
normal(g—jj) ou momento flector normai\/,,).

O momento flector normal obtém-se substituindo (2.10) em (2.16a) vem

2 2 2
M, =—-D {VVQUJ +(1—-v) (0052 aZTUQJ + sin? a% + sin 2048(1;2) } . (219)

Num bordo de normali em que apenas se imp&em condi¢cdes de fronteira estaticas ex-
istem trés esforgos: momentos flector e torday, e M,,; e esforgo transversd,,,, ou

seja, existe uma restricdo a mais do que aquelas que sao requeridas sob o ponto de vista
matematico. Kirchhoff provou em 1850, a partir de considerac¢des variacionais, que as
condicOes de fronteira que envolve,; e ,, devem ser substituidas por uma Unica. A

nova grandeza, numa face de normat denominada pasforco transverso efectivo nor-

mal, V,,. Na base desta substituicdo esta a primeira hipotese de Kirchhoff, a qual assume
gue a laje seja rigida a deformacé&o por esforco transverso. O esforgo transverso efectivo
normal é obtido a partir d@,, pela adicéo da parcela adicional

/ 8Mmg

O seu significado fisico foi explicado em 1883 por Kelvin e Tait: a flexdo da laje néo é
alterada se o0 momento torsor que actua num elemento de compridenitt,, ds, for
substituido por um par de forcas de corte verticais de Valgr Fazendo um raciocinio

idéntico para o elemento adjacente, onde actua o monféfto+ 2=tds) ds, e adicio-
nando vectorialmente as for¢cas entre elementos a expresséo (2.20) é obtida. Assim,

aMnt
ot

Substituindo (2.17) e (2.16b) em (2.21) obtém-se o esforco transverso efectivo normal em
termos do campo de deslocamentos:

(2.20)

(2.21)

V,, = —D < cos aﬁv2w + sin OAQVZUH-
ox dy

0 Pw 1, Pw  Pw
_’_(1—7/)& COSQO&axay+§SIHQOZ <a—y2—w>:|}, (222)
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em que o operadof; = —sinag: + cosag. As relagdes entre o campo de desloca-

mentos e as grandezas que definem as condi¢cfes de froﬁfei%(ﬂn eV,), para o
subdominioy, séo:

wi = teTy, (2.23a)
ow  ow’ 4
ain - a—: te T, (2.23b)
, Puwi .
M+ G o = M, tely, , (2.23c)
) 4,07 . .
VI 4 Elaa;ﬁ -7 tery . (2.23d)

Todas as caracteristicas geométricas e materiais das vigas estdo contididenale
flexadq E1, e narigidez de tor¢aoGJ.

2.4.2 Continuidade

Em certos casos pode ser vantajoso discretizar o dominio originaim» subdominios,
QL0 it Qr. Estes podem ter caracteristicas distintas, mas cada um deles
€ regido por (2.9). As condicdes de fronteira impostas entre os subdominios designam-
se por condi¢cdes de fronteira dentinuidade As quatro condi¢bes de fronteira que
asseguram a continuidade ao longo da interfeiges 7 () Q/*, entre dois subdominios
VeVt sdo:

w! —w Tt =0, (2.24a)
J J+1
%w n a@g _0, (2.24b)
n n
: ABw? .
M)+ G 5o = M =0, (2.24c)
- Ot :
Vit Bl + Vitl =, (2.24d)

2.5 Resumo das relagdes principais em coordenadas po-
lares

Em certos casos € vantajosa a utilizacdo do sistema de coordenadas polares. Conside-
re-se um sistema de coordenadas polére®) centrado no pont®. A relagdo entre
coordenadas polares e cartesianas € dada pelas equacodes:

2 2 2
=t 4y,

0 = arctan 2
T
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A matriz jacobiana da transformacai,é:

or  Or .

| %= ay | _ | cost sinf

J= 90 99 - __sinf  cosf :
Oz dy

A inclinacdo na direccao é dada por

ow Owor Owodld Ow 10w .
or " oror Tagor o <0 T Y (2.23)
Para a direccag tem-se
ow Ow . 10w
By = oy Sl + 5 cost (2.26)

Utilizando sucessivamente os operadores diferenciais (2.25) e (2.26) as derivadas de or-
dem superior podem ser obtidas. Substituindo estes resultados em (2.10) e (2.11) obtém-
se as expressdes dos momentos flector e torsor e esforcos transversos, em coordenadas
polares:

0*w 1ow 1 0%*w
M, = — {W‘FV(;E—FEW)} ) (2278.)
1ow 1 0%w 0w
1 0%w 1 Ow
MTQZMQTZ—(]_—V)D(;arag—T—Q%), (227C)
9 oo
Q, = —-D—V-w, (2.28a)
or
10 _,
Qo = —D;%V w, (2.28b)
ondeV? é o operador harménico em coordenadas polares, dado por
2 10 1 02
2 [ — —_—— —_—
Ve = 52 + e + TR (2.29)

A equacéo diferencial governativa do problema (2.9) mantém-se, sendo o operador har-
monico o definido por (2.29).

Ao longo de um bordo de normal exterigypara a rotacdo normal, momentos flector
e torsor normais e esforco transverso normal tem-se, respectivamente,

Z—: = cos ¢68_1: + s1;1¢(;()9_7g, (2.30)
M, = M, cos* ¢ + Mpsin® ¢ + 2M, ¢ sin ¢ cos ¢, (2.31)
M,y = M,g(cos® ¢ — sin® ¢) + (My — M,.) sin ¢ cos ¢, (2.32)
Qn = cos ¢ Q, + sin ¢ Qy, (2.33)
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onde¢ = a — 6.

O esforc¢o transverso efectivo normgl, é dado por:

3 1 1 9?2 2 H? 1 3
Vn:_D{(a_w__a_w+_6w__8w+_ aw)cosgb

or3  r20r  ror?2 39002  r20rof?

_|_1 a3w +182w _|_ia3_w in¢+(1_y) _ia_w
r \0r200 " roroe 2o )° 2 or

r o o2 r2oror  ors ) SO
2 0w 1 Pw 2 Ow 5 oy '
(_ﬁ o0 " rorzon 73%) (cos®¢ —sin ¢)> (= sing)

+

1 0*w 1 83_w B 3w
r Orof 7‘2 003 0r200

(1 3w 1 0%w O*w

) sin ¢ cos ¢

+

ror T aw a—) (sin” ¢ — cos”9)

1 ow3 1 0%w .
rore2 12 902 ) (C082 ¢ — sin’ ¢)

1 ow 1 ow ) cos ¢
—i—(;arag—ﬁ%)élcosqﬁsmgb) . ]}

+

19
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Capitulo 3

FormulacOes baseadas no método de
Trefftz

3.1 Introducao

A formulacéo classica do método de Trefftz foi proposta em 1926 por Erich Trefftz (1888-
1937) [87] para a resolucao de problemas de potencial em dominios bidimensionais. O
facto de a solugéo ser dada através da sobreposicdo de fung¢des que satisfazem a equacao
diferencial governativa do problenagpriori seria a principal novidade.

Para ilustrar a formulacéo do problema considere-se o problema do equilibrio interno
de um meio elastico continuo ocupando a redi&® confinado pof’ = 0f). Este pode
ser expresso em termos de deslocamentos pelo sistema de equacgdes diferenciais

Lu=f emQ, (3.1)

em queL € uma matriz de operadores diferenciais lineatgsyum vector de deslocamen-
tos generalizados £é o vector conjugado de forcas generalizadas de massa. O vector
conjugado de trac¢des generalizadas é

As condicfes de fronteira sdo especificadas em termos de deslocamentos generaliza-
dos na fronteira e/ou tracces generalizadas conjugadas,

u=1u eml’,, (3.2a)
t=t emrl,, (3.2b)
ondeu et sdo as quantidades prescritasiemt ', = 99).

Divida-se o dominid2 em subdominio$)’, i = 1,...n.cgizes. A Solugdo para o
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subdominia é aproximada por
u'(c',x) = l?lz(ci,x) + ZN;(X)C; = lolz(ci,x) + N'(x)c’ x € (3.3)
j=1

em quem’ é o grau maximo das funcdes utilizadas na expans&®um vector de co-
. . . . ? . . ~ ~ . .
eficientes indeterminadoste(c’, x) e N(x) s&o fungdes de teste que satisfazem®m

Lﬁi(ci, x) = f(c’, x), (3.4a)
LN'(x) = 0. (3.4b)

Estas funcbes, doravante denominadas fung¢des-T, fazem parte de um conjunto completo
de solu¢cdes homogéneas da equacdo governativa do problema, logo verificando local-
mente, e simultdneamente, as condi¢cbes de equilibrio, compatibilidade e elasticidade.

A partir de (3.3) pode ser determinado o vector conjugado de trac¢goes

ol

t'(c’,x) =t (¢, x) + T'(x)c".

A solucado obtida satizfaa priori a equacéo diferencial governativa do problema. A
imposicdo das condigdes de fronteira permite obter os coeficientes indetermihados

A forma como as condicBes de fronteira séo impostas origina diferentes formulagdes.
Estas podem, em geral, ser classificadasdeettase indirectas Na primeira as var-
iaveis introduzidas sao quantidades as quais se pode atribuir um significado fisico (como
deslocamentos ou trac¢des) activas na fronteira, enquanto que na segunda séo parametros
multiplicativos de funcdes de teste apropriadas, ndo possuindo significado fisico. Esta
classificacédo é habitual no método dos elementos de fronteira (BEM).

Em seguida é apresentado um breve resumo das diversas formulacdes, dando especial
énfase aos métodos indirectos, nos quais se pode incluir o presente trabalho. E feita
referéncia a algumas técnicas que foram desenvolvidas independentemente do método de
Trefftz, mas que pelas suas caracteristicas podem ser consideradas aplica¢des particulares
do mesmo.

3.2 Método Indirecto

3.2.1 ConsideracOes gerais

Esta formulacao €, no seu essencial, a originalmente apresentada por Trefftz.
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A formulacgéao fraca do problema definido por (3.1) e (3.2) pode ser expressa através
da seguinte forma de residuos pesados:

Nregices

> /WgRg(ci,Xi) in+/W3Rg(ci,xi) ar
O

i=1 FZ

+/WtTRi(ci,xi) dF;’+/W5R§u(ci,xi) + WIRE, (', x) dI' 3 =0,

I} Iy
em que:

() é aregida;
I'! é afronteira cinematica da regi&o
I'i é a fronteira estatica da regiéo
'’ é ainterface entre as regides j,
i, = Lu’ — f € o residuo no interior da regidp
R! = u’ — u’ é o residuo na fronteira cinematica da regigo
R! = t’ — t' € o residuo na fronteira estatica da regido
¢+, = u' —u’ é oresiduo na interface cinematica das regi@es
R, = t' 4 t/ é o residuo na interface estatica das regid@es
W, é um vector de fungdes de peso no interior,
W, é um vector de funcdes de peso na fronteira cinematica da reggiao
W, é um vector de funcdes de peso na fronteira estatica da regido

Dependendo do tipo de aproximacéo utilizado parabtém-se métodos dieterior,
fronteira ou mistos

Atendendo a (3.4) o termo respeitante ao dominio em (3.5) € nulo. Por este facto o
método é classificado como sendofdmteira.

A forma da solucéo é&cal, pois é valida para cada subdominio. A solucdo nas in-
terfaces é feita impondo, aproximadamente, as CF. Em certos casos particulares, de geo-
metria simples, esta classificacdo € incorrecta, pois é possivel utilizar uma aproximacao
global, em que uma Unica expansao representa todo o dominio.

7

Na figura 3.1 é apresentada a sequéncia de passos que esta técnica utiliza.
Dependendo das fun¢bes de pewd, e W,, diferentes variantes do método indirecto
de Trefftz sdo obtidas. Nas secc¢Oes seguintes admite-se, por simplicidade, que o dominio
€ discretizado numa Unica regido, omitindo-se assim o iridiaes termos respeitantes a
interface entre regides.
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Funcdes de interpolacéo:
funcdes T-completas ou solu¢des fundamentais

Y

A solucao é aproximada por sobreposicgo
das funcdes de interpolacéo

Y

Determinacao dos residuos
na fronteira

Y

Minimizacao dos residuos por
colocacao, minimos quadrados ou Galerkin

Y

Resolugéo do sistema
de equagles

Figura 3.1: Formulacao indirecta do método de Trefftz.
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3.2.2 Método de colocacéo na Fronteira

O Boundary Collocation Method (BCM um método simples, tanto conceptualmente
como de implementacao.

Adoptando para funcdes de peso

Wu:(S(P]), PJ Eru,j:17,m1, (366.)
Wt = 5(QJ)7 Q] c Ft7j = ]_7 ..o, Mo, (36b)

ondeP; e Q; séo vectores que agrupam os pontos onde as CF sé@o impostas, ou seja, 0s
pontos de colocagdo (PG)P;) e (Q,) sdo vectores que agrupam funcdes de Dirac e
m1 + my = n € 0 nimero de fungdes utilizadas na expanséo (3.3).

Substituindo (3.6a) e (3.6b) em (3.5) um sistema linear, ndo simétrico, de equacdes &
obtido para o vector de incognitas

Um estimador do erro da aproximacgéo encontrada € dado pela observacédo dos erros
na fronteira.

O método foi aplicado por Barta [5] em 1937 a flexdo de uma laje fina encastrada, sub-
metida a carga uniforme e distribuida. Em 1952 Thorne [85] resolveu 0 mesmo problema
utilizando uma escolha diferente para a aproximacao da solucéo.

A extensado a CF arbitrarias foi feita em 1955 por Sekiya [83]. O trabalho de Con-
way [14] datado de 1960 considera aplicacdes a lajes triangulares equilateras e hexa-
gonos regulares. Comentando este trabalho, Deverall [26] apontou uma das deficiéncias
do método: quando dois PC se aproximam, as respectivas equacgdes escritas com base
nas suas coordenadas tém praticamente os mesmos coeficientes, o que pode conduzir a
matrizes mal condicionadas. Em 1961 Conway [15] estendeu o seu trabalho a problemas
de encurvadura e vibracao de lajes.

Leissaet al [66, 67, 68] consideraram alguns problemas de flex&do de lajes quadradas
e em forma de poligono regular em 1962, 1963 e 1965, respectivamente.

Em 1967 Conwat al[16] e Leissaet al [65] trataram casos de lajes circulares com
CF mistas.

Este procedimento foi utilizado para a analise de outros problemas.eKaig61]
resolveram um problema bidimensional de transferéncia de calor numa placa rectangular.
Conway e Leissa [17] aplicaram-no a andlise de cascas esféricas e Hutchinson e Houmat
a cascas espessas [41, 42]. Uma extensa lista de aplicacbes do BCM a problemas de
mecanica dos meios continuos foi elaborada por Kolodziej [63].

25



CapPiTuLO 3 FORMULACOES BASEADAS NO METODO DEITREFFTZ

3.2.3 Colocacéo utilizando solugbes fundamentais

Em 1979 Wu e Altiero [96] aplicaram o método indirecto de integracao na fronteira a
resolucéo de lajes rectangulares sujeitas a carga uniformemente distribuida. A solucéo
fundamental, a qual foi integrada numericamente, € a de uma laje circular encastrada
submetida a uma carga concentrada. A imposi¢éo das CF é levada a cabo por integracdes
no contorno de uma fronteira ficticia situada fora da laje real. Este conceito foi utilizado
pelos mesmos autores em 1981 [97] a analise de lajes finas anisotropicas, utilizando a
colocacao na fronteira ficticia.

Em 1981 Burgess [43] utilizou solu¢cBes fundamentais para cargas pontuais para re-
solver problemas de elasticidade plana. Em 1985 Burgess e Mahajerin [9] estenderam o
procedimento a lajes finas, denominando-é¢-dadamental Collocation Method (FCM)
Cargas pontuais generalizadas ficticias situados no plano da laje, mas fora do seu dominio,
séo determinadas via colocacédo. O tratamento de cargas uniformes € possivel através da
integracdo analitica da solucao fundamental. Os exemplos que ilustram este trabalho de-
mostram a boa qualidade dos resultados obtidos.

Uma variante ao método anterior € usada por Johnson [59], onde sédo apresentados
exemplos de lajes sectoriais e triangulares sujeitas, também, a cargas uniformemente dis-
tribuidas.

3.2.4 Método dos Minimos quadrados
Consideracgoes gerais

O Least-Squares Method (LSNK®)i, provavelmente, utilizado pela primeira vez por Karl
Friedrich Gauss em 1794, mas descoberto independentemente por A. M. Legendre em
Franca (1805) e R. Adrian nos Estados Unidos (1808).

Durante o século XIX foi utilizado para o tratamento de dados estatisticos. No in-
icio do século XX discutiu-se pela primeira vez a possibilidade de aplicar o método a
problemas de valores na fronteira.

O continuo desenvolvimento que se seguiu permitiu a implementacdo do método a
problemas lineares, néo lineares, de valores proprios, de valor inicial, etc.

Entre as aplicacdes testadas pode mencionar-se a fisica atomica, elasticidade (concen-
tracdo de tensdes, solicitacbes térmicas, materiais homogéneos e compaositos), electro-
magnetismo, escoamento de fluidos e transferéncia de calor. Uma lista extensiva destes
trabalhos foi publicada por Eason [27] em 1976.

O LSM pode ser dividido nos casasntinuoe discreta
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Casocontinuo

O guadrado dos residuos € integrados no dominio
I. = Wé/Rg(c,x)RQ(c,x) dQ
Q

(3.7)
W / RT (¢, x)Ru(c, x) T, + 1172 / RT(c.x)Ry(c. x) dI',
1% I

Os factoredV3, W2 e W? séo pesos relativos dos residuos, respectivamente, no interior
e nas fronteiras estatica e cinematica.

Note-se que a utilizagao de fung¢des-T elimina o primeiro termo da equagéo (3.7). Para
mostrar a generalidade d&M este termo € mantido no que se segue.

Uma fungéo local de pesay,(x), pode também ser utilizada, forcando um menor
residuo numa determinada parte do dominio. Por exemb(c,x) R,(c,x) na
equacéo (3.7) pode ser substituido pofx) R¥(c, x) R, (c, x). Ambos os termo$//? e
w, (x) podem existir na mesma formulacao.

A equacao (3.7) € minimizada em relacéa &s residuos das equacdes (3.1) e (3.2)
sao diferenciados analiticamente em ordem a cada parametro Eetdo, somatorios
ponderados dos produtos sdo formados e integrados no dominio e na fronteira e o resul-
tado € igualado a zero.

. T T A
Wé/ng(c,x) dQ—l—Wf/MRu(C,X) dr,
861 aCl
Q FU
RT
+Wt2/at—(C’X>Rt(c, x) dI'y
8C1
I 0
T ' T N :
w2 / ORa(CX) g (%) 2 + W72 / IR (CX) g (e dT, 0
GCm aCm
Q Iy
T
+m2/wt—(c’X)Rt<c7X) dr,
dem
\ Iy Vs

(3.8)
Integrando em seguida e apds alguma manipulagéo algébrica, a equacgéo (3.8) pode ser
escrita na forma
Kc=f, (3.9)

ondeK é uma matriz simétrica e positiva definida.

JirouSek e Wroblewski [52] aplicaram o método a um problema de elasticidade
plana. Kolodziej e Wcilowska utilizaram-no [62] para problemas regidos pela equacao
de Laplace.
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Casodiscreto

O quadrado dos residuos é avaliado e somado num namerofinite pontos; escol-
hidos em(2 eT".

k
I;=W3> R(c.xi)Ralc,x;)
- N (3.10)
+ W2 ) RI(e,x)Ru(e,xi) + W7 Y R (e, x:)Ru(c, x,).
i=k+1 i=l+1
Tal como anteriormente, o primeiro termo da equacao (3.10) € mantido.
Como alternativa a utilizacdo de uma funcéo local de peso, neste caso pode-se, tam-

bém, aumentar o numero de PC junto a zona em que se pretende uma melhor verificacao
das CF.

A equacdo (3.10) € minimizada em relagéa @mbora o processo seja diferente do
utilizado anteriormente. Uma seleccao é feita de um conjunto de ponosinterior, 2,
e na fronteiral’. Apds substituicdo das coordenadas destes nas equacoes (3.1) e (3.2) um
vector de residuos pesados € obtido,

WoRo(e,x1) ) [ Wa[Lu(e,xi) — f(x1)]

WQRQ.(C,Xk> Wa [Lu(c,).ck) — f(xk)]

WuRu(C7 Xk+1) W, [u(c, Xk—i-l) - ﬁ<xk+1)]
R (e, ) W, [u(e, x;) — (x|
WiR,(c,x;41) Wi [t(e,xi41) — t(XlJrl)]

WRi(c,xm) . W [t(c,xm.)—f(xm)] )

\

ou
r=Cc—b, (3.11)

ondeC € uma matrizn x n comm > n. A solucao discreta por minimos quadrados (que
minimizal; = r*r) é dada por

CTCc=C"b, (3.12)
gue tem a mesma forma e as mesmas caracteristicas que a equacao (3.9).
Esta formulacdo também é conhecida por colocacao sobredeterminada.
O BCM pode ser interpretado como o caso particular do caso discreto em que se tem

n = m e 0s peso§VZ, W2 eV? sdo unitarios.
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A vantagem, em relacdo éCM, reside na maior dispersao do erro ao longo do
dominio e/ou fronteira do problema.

Aplicagbes foram feitas, por exemplo, por Leitdo a problemas de mecénica da frac-
tura [7Q e a varios problemas bidimensionais de potencial (conducdo de calor, tor¢ao
elastica de barras e problema singular de Dirichlet) [69]. Neste ultimo a eficiéncia de out-
ras técnicas alternativas a utilizacao de (3.12) é discutida para um problema de conducao
de calor. A analise de lajes finas foi realizada pelo autor e Leitdo [31, 29, 30].

Comentarios

A distincdo entre formulacdesontinuae discretaé, por vezes, dificil de fazer. Quando
as integracdes na primeira sdo feitas numericamente, o resultado é equivalente a utilizar a
segunda com uma funcéo particular de pess), e uma distribuicdo dos PC criteriosa.

O LSM pode ser interpretado como um caso particular do método dos residuos pe-
sados. No caso da formulac&o continua, comparando (3.8) com (3.5) conclui-se que os
pesos sdo dados pelo produto de um escalar pelas derivadas dos residuos em ordem aos
parametrog;. No caso da formulacéo discreta os pesos sao funcdes de Dirac.

E por vezes desejavel condensar a informacao contida num dado conjunto de obser-
vacoes ajustando-a a umodeloque depende de parametros. O empregh$id, neste
caso, conduz asistema de equacdes normaendo a equacéo (3.12) da mesma forma
gue este sistema, a analogia € evidente.

O sistema de equacdes normtgade a ser mal condicionado para valores elevados de
m. O problema pode ser atenuado usando escalas apropriadas ou evitando os algoritmos
usuais de eliminacdo em favor de outros mais sofisticados baseados nas transformacdes
de ortonormalizacédo de Gram-Schmidt ou ortogonalizacdo de Householder [91].

Outras interpretacdes [27] podem ser dadas, como por exemplo, 0 recurso a principios
variacionais.

3.2.5 Método de Galerkin

Este método tem sido utilizado exaustivamente no contexto dos elementos finitos [100] e
dos elementos de fronteira [7].

Adoptando para funcdes de peso

W, = -T, (3.13a)
W, = N, (3.13b)
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e substituindo (3.13) em (3.5) um sistema linear, simétrico, de equagdes da forma (3.9) é
obtido para o vector de incognitasonde

K= —/TTNdFqu/NTTdFt,

A aplicacao deste método a problemas regidos pela equacéo de Laplace foi realizada, por
exemplo, por Kolodziej e Ecilowska [62].

3.2.6 Formulacéo Variacional

Esta formulacédo é baseada na estacionarizacédo de um funcional da energia [99]. A relacdo
obtida para os coeficientes indeterminados € idéntica a do método de Galerkin.

3.3 Método Directo

Este método foi desenvolvido mais recentemente e resultou do grande crescimento que as
formulacdes de fronteira tiveram no passado recente, com a diferenca de usarem solucdes
regulares, funcdes T, ao invés de solucdes singulares. Neste, sdo tomadas para funcdes
de peso na expressao de residuos pesados fungdes regulares satisfazendo a equacao gov-
ernativa do problema. A equacdo integral na fronteira é obtida aplicando duas vezes o
teorema de Gauss-Green. Tal comdM, esta equacdo € discretizada e resolvida para

as incognitas na fronteira.

Na figura 3.2 é apresentada a sequéncia de passos que esta técnica utiliza. Aplicacdes
a lajes finas [46], elasticidade plana [44], propagacdo de ondas [45] e problemas de po-
tencial [11] foram concretizadas por Chelatgl.

3.4 Formulagdes de elementos finitos hibridos-Trefftz

A procura de elementos de superior rendimento conduziu ao aparecimento de formulagdes
ndo convencionais de elementos finitos. Actualmente modelos de equilibrio e compatibi-
lidade para elementos hibridos-mistos e hibridos encontram-se solidamente implantados
junto da comunidade cientifica.

Tendo como base os pressupostos do método de Trefftz, elementos hibridos-Trefftz
foram desenvolvidos. Nestes, o campo a aproximar no dominio € representado por
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Equacéo

governativa

Y

Expressao de residuos pesados
considerando fungbes T-completa

Y

Equacéo integral
na fronteira

Y

Discretizacao
da fronteira

Y

Resolucéo do sistema
de equacgbes

Figura 3.2: Formulacao directa do método de Trefftz.
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funcBes T. Destacam-se as contribui¢cdes de Freitas [21, 22] e JirouSek e Wroblewski [54].
No trabalho destes ultimos os elementos sédo ligados através de um campo de deslocamen-
tos ou esforcos generalizados auxiliar definido apenas na fronteira. Estes elementos tém
uma aparéncia semelhante ao dos elementos finitos tradicionais.

Existem, também, formula¢cdes de elementos hibridos baseatd&Mia4, 58].

AplicacBes a problemas singulares de elasticidade plana [24, 23], elastodinami-
ca[l2, 32], elastoplasticidade [34], optimizacao de forma [33], lajes finas [47], lajes finas
ortotropas [49], potencial e elasticidade plana [53] e lajes espessas [57, 55, 77] foram
realizadas com sucesso.
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Capitulo 4

Formulacéo do método indirecto de
Trefftz utilizando o critério dos
minimos quadrados

4.1 Introducao

A figura 4.1 mostra o domini®), repartido emV subdominios, doravante designados por
regides ' (1 = 1,2,..., N). Para cada uma destas o campo de deslocamentos é dado
por (4.1).

) o )
w'=w + wy, 4.1)
Q . . L - .
ondew ewj, S80 as parcelas particular e homogénea da solugéo, e como tal satisfazem as

seguintes condicoes:

40t p

Vw:ﬁ e V'w, =0, V (2, y) €

A solucao homogénea pode ser escrita na forma
mi
wy, =» Njcl =N, (4.2)
j=1

em queN’ é uma matriz contendo uma série truncada de fungées conhecifizéie
coeficientes indeterminados.

Enquanto as funcées e N,, foram escolhidas de modo a satisfaagariori todas as
condi¢cbes no dominio da laje, as condicbesalatinuidadeentre regides e dapoiono
contorno foram ignoradas. Os coeficienteséo ser escolhidos de modo a minimizar o
quadrado dos erros dessas condicoes.
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xz
T

vy

Figura 4.1: Dominio da laje repartido emregides.

Ao contrario do que acontece na formulacao direct8EM, em que as solucdes us-
adas (solu¢oes fundamentais) sdo sempre singulares, as fiNMig@eslem ser regulares.

Por vezes é desejavel utilizar certas fung6es singulares. A possibilidade de satisfazer
a priori, além da equacéo governativa do problema, algumas das condi¢cfes de fronteira,
torna atractiva este tipo de aproximacao. Por exemplo, permite analisar concentracdes
de esforcos devidas a uma abertura na laje utilizando alguns termos da solucéo exacta
desse caso para um dominio infinito. A partir de uma certa vizinhancga, em que os efeitos
singulares sejam desprezaveis, utilizam-se as fungdes regulares, sendo as condi¢des de
continuidade impostas segundo um determinado critério, no presente caso, o dos minimos
guadrados.

Substituindo a solucdo homogénea (4.2) no campo de deslocamentos (4.1), e o re-
sultado nas definicdes de rotacdo (2.12), momento flector (2.16a) e esforco transverso
efectivo (2.22) normais, vem

i o
¥ [ 7
w'=w + N;,c',
ow'  ow
i

—— =5 +Na
an an on

[e]
i i i i
M, = M, + Nj, ¢,
n

Vi=V!+Nj ¢,

em queN’,, N, eNj, s&o determinados com recurso a manipulagéo simbdlica. Note-
on

se que é necessario determinar todas as derivadas até a quarta ordem. Neste trabalho
recorreu-se ao pacote de manipulacdo matematica simbdlica Mathematica [93].

Note-se que, se o campo de deslocamentos estiver expresso em coordenadas polares
as expressoes a utilizar sdo (2.30), (2.31) e (2.34) para a rotacdo, momento flector e
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esforgo transverso efectivo normais, respectivamente.

4.2 Critério dos minimos quadrados

4.2.1 Abordagem continua (integracéao na fronteira)

Tendo como critério para a determinacéo dos coeficientes indetermiciadimsegido;
a minimiza¢ao do quadrado dos erros ao longaoda a fronteira obtém-se o seguinte
problema de optimizacéo néo restringida:

Minimizar I(c’) onde

1@ =W [ (uf - w)ar

r,
ow' 8—1 2 93w 2
W2, U9 ar, + w2 / My eJ2 2 3 dr
BT / (an an> gu Wi, LTS B
Fiﬁw F?\{n

on

4, i N\ 2
+W3n/ (v;+E18w —V;) dri, +W2/(wi—wj)2drl

ot
F"'/n 'y
W2 Out | Ow? er e MZ+GJaSwi MY er
fu on | on L ot20n n !
I'r Iy
) ) a4wi ) 2
+WVH/<V;+E[ o +vg) dar;,
Iy

4.3)

em quedl'; = Q'Y eV, W@w W, e Wy, séo pesos. Estes tém como funcéo esta-
belecer a homogeneidade dimensional e numérica entre as diversas parcelas. No presente
trabalho considerou-se que sdo constantes ao longo da fronteira, e iguais em todas as
regides.

Admite-se que estes pesos sdo conhecidos, logo a minimizacao de (4.3) reduz-se a
anulacédo da derivada deem ordem &.

Ao realizar esta minimizacao para todas as regioes e agrupando as equacodes resultan-
tes, obtém-se uma relacao linear do tipo (3.9), ou seja

Kcec=T*.
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A contribuicdo da regidopara este sistema de equacdes é:

Cj

[ Kii Kij}{ci }={fz'},
onde:

Ky = Wj/Nfoudeu+W§_w / DNy, dlh,
ri,

an on on on
Fi@w
on
+ Wi, / (NZMn +GJN ;. ) (NiMn +GJN' ;. ) dri,
ot2on 9t20n
NV
+ W / (van + E1 N@#w) (N’Vn + FIN g4w> dry,
EGE s
r, 7 o
g [ NENar + g [ NG NG
on on on
1_‘I F[
+ Wi / <N’Mn +GIN ) (Nan +GIN ) dr,
ot20n 9t20n
I'r
+ WP / (Ni/n + EINza4w) (van + E[Ng4w> dr;,
ot EZ
Iy

Kj; = —W?2 / N NI dTy + W3, / N, N%. dT';
on on on
1—‘I F[

T
- W / (Nﬁ'w + GJIN? > (Ng‘w +GIN ) dr;
" " at20n " 9t20n
I

T
+ W / (Nivn + EIN,, ) (N{/n + E[N{;%U ) dr;,
ot ot
I
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f—W2/N’ {b’—w dr;+W§w/ o (9w 0w g,
on an \ On  On n

7
r ow
on

at29n

Tfoi 8423)i — -
+ WP /(N +EIN84) Vi + Bl =V, ary,

T
ry,

+W5/Nf (fif—w dF1+W0w/N <8w ‘3;” )drl
Bn

o 1 301 o J 3oj
M, Lag g (Mn +GJa—w)]dF1

T . ol
. . ot 83 — .
+ W, / (NZMH +GJIN s, ) (Mn G Mn) dri,,

ot20n ot20n

T
+ W]@n/ (Nlm + GJN' 5, )
at20n

Iy
T . oi . O.j
; ; ot a4w oJ 84111

+W3n/ (NVW—FEIN%%U) Vi + Bl = <Vn + Bl >] dr;.

Iy

Note-se qué é uma matriz simétrica.

4.2.2 Abordagem discreta (colocacéo na fronteira)

Tal como foi visto no capitulo 3, em alternativa a integracdo na fronteira apresentada
anteriormente, pode utilizar-se a colocacéo.

Substituindo em (4.3) as integracdes ao longo da fronteira por somatérios aos pontos
de colocacdo, novamente uma relacéo do tipo (3.9) € obtida, sendo as definicbes para as
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matrizes e vector dadas por

i naw

K;; W2 Z Nl NZ + W@w Z N uw

8n on

’VLMn T
+ Wi Z <NZ +GJN ) (Niwn +GJN )

at20n at2on

Vn

T
+WVZ<N’ + EINY, ) (NZ + EIN, )
]1 7 87[
+WQZN1 N°. +WMZN

J=1

Bn

nr T
+ WY ( W+ GIN 5, ) ( b+ GIN )

jfl at20n at20n

T
+WE Z (van + EINY, ) (NZ + EINT>
8t4 at

7=1

K;; —WQZN’ N, + Wi, ZN o NG,
on n

j=1

ny T
-Wi Y <N§wn + GJIN? ;. > (NJ +GQIN )

- 2 2
j= 1 at<on Ot20n

T
+WE Z <NZ + E1N84w> (NJ + EIN7> ,
15}

7j=1
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7
”0

w ; i , w aoi 8—1
f—szN <w—w>+WgZZN (52 a%)

Ny T ol
n ) ) ° 7 83 i
+ W2 Z (Nan +GJIN .. ) (M LG at;gn Mn>

2
j=1 ot=on

W T [ i 34&]i )
2 ) I
+ W2 j(N +EIN8t4> (Vn + Bl —Vn>

J=1

ML o0 on
+W3;Nw< )+WgzZN <8n+%>

j=1

ny T ol
] ) o 1 83
W?2 § [ N° M, M,
+ W, — ( M, T GJ 3%33%) + GJ5t20n ( + GJ—

ott

nr T
+ WY ( L EINM>
ot

J=1

ot4

em quen na ) nM ) TLV enjy representam, respectlvamente 0 numero de pontos de
‘on

colocacdo em que sao impostas condicdes de deslocamento, rotaca

i. Por simplicidade foi omitido o indicgnas expressfes anteriores.

Note-se que as expressdes anteriores podem ser escritas na forma (3.12). A rela-
plicidade, os termos

¢ao (3.11) para o caso das lajes finas escreve-se (omitindo, por sim
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de interface entre as regioes j)

)

( W, R (c')x})

w
Wow Row(c', X))
on on

Wow Rouw(c, x’n )

on on dw

em quex = (x,y).

( W, [wi(c’,x}) — w'(x})]

4.3 Solucdes para campos de deslocamento transversal

No que segue sao descritas as funcdes de aproximacéao utilizadas neste trabalho.

Os campos de deslocamento transversal regulares séo formados por fungdes polino-
miais e podem ser empregues para a generalidade das situacdes, pois sdo constituidos por

solucdes da equacgao governativa do problema.

Por fim sdo apresentados campos especificos, que satisfazem, também, algumas das
condi¢bes de fronteira do probleragpriori. Os casos de lajes enviesadas e lajes com

aberturas circulares sao discutidos.

4.3.1 Regulares

Solugdo homogénea

Em problemas que envolvem as equac¢des de Laplace, biharmonica ou Helmholtz a uti-
lizacdo de funcdes de varidvel complexa é muito Util para a obtencdo de um conjunto
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infinito linearmente independente de funcdes de teste. Exemplos destas representagcdes
séo dados por Muskhelishvili [73] (problemas bidimensionais de elasticidade) e Piltner
(andlise de lajes espessas [80] e problemas 3D de elasticidade [78]). A vantagem da
utilizacao desta representacdo é que para qualquer escolha de funcées complexas (como
por exemplo séries complexas e funcées exponenciais complexas) a equacao diferencial
governativa € satisfeita priori.

Uma solucao para laje espessa que envolve empenamento e termos de variagdo da
espessura pode ser escrita na forma [80]:

3
2uup = — 2R [@ + (P + X —% [hzz—2(2—y)%} R[],

3

—  — 1
2uvh:—z%[®+ﬁ@’+x’]+—[h2z—2(2—y)%

L Jam

2v

2pwy, =R [P + x] + | 2R [P],

— VUV

Oax = = 7 : R2(1+v) + (1—v) (CP"+ X")]

- 1
Toy = — 23 [(P"+ X'] + —— [h% —2(2-v) Z—} I [@"],

1—v 3
2 2 h2 "
sz—l_y |:Z _Z}%[@]7
_ 2 2 h2 Cx "
Tyz__l_y[z_z:|‘g[q)]7

onde2y = =, ¢ =z +iy, ( = x — iy, = ®(¢) e x = x(¢). Desprezando os
termos que envolverh?, z? e z* obtém-se uma solucdo para o problema das lajes finas.
A parcela homogénea do campo de deslocamentg® dada por

wn, = %é}% RESE (4.4)

Para as funcded e y foram escolhidas as seguintes séries de poténcias complexas:
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ondea; = ay, a; = o, +1if; €b; = v; +id;. O termod, € excluido porque o seu
coeficiente na expansédo (4.4) é nulo. Os termos §; sdo, também, excluidos pois
representam termos de corpo rigido que ja sdo tidos em consideracao através dos termos

a7y} eﬁo.

A expresséo (4.4) pode assumir a forma matricial (4.2) com

N,=|[Nog Ny -+ N, ],
T=lco & - en],
N, = 1 1|, Ny = ! 2
o—ﬂ[ﬂﬂy }7 1—@[7]7
Nk:i“z%(okl P3O RQY SO ]

C02[040 Bo 70]7012[061],

cp = [ ar Br M Ok } conder? =22 +4*ek=2,3...m.
O numero de termos emé igual adm.
Os primeiros termos da expanséao da solucdo homogénea seréo
wy, =z + yBo + 0 + (¥ +¥°) an + (2% + )
—y (@ +9%) B+ (2% — %) 72 — 22902 + (2° +9°) (2 = v*) s
—2zy (2° +y°) Bs + (2 — 3ay®) v3 + (v* — 32%y) 5
+ (2% + 7)) (2° = 32y®) au + (27 + 7)) (v* — 32%y) Bu
+ (2" — 62°y" + y*) ya + (day® — 42°y) b4
+ (a:2 +y2) (2:4 - 6x2y2 +y4) s+ (x2 +y2) (4:63/3 _ 42:33/) 55
+ (:c5 — 102y + 5a:y4) vs + (10:623/3 — 5aty — y5) d5 4+ ....

Representacdes de superficie dos termqﬁ’)’“ e —%(C)’“ parak = 2,3...5
encontram-se nas figuras 4.2 e 4.3, respectivamente.

As derivadas necessérias para a implementagcdo do método constam d@anexo

Solugdes particulares

A solucao particular para untarga uniformemente distribuidg, é:

=4
o pr
= —. 4.5
YT 64D (45)
Para umaarga concentradaP, aplicada enfzp, yp), tem-se
o P
w = 87TDT% Inrp, (4.6)
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Figura 4.2: Representagao grafica do tefir@)* da solugdo homogénea usando funcdes
regulares.
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Figura 4.3: Representacéo grafica do termd (¢)" da solugdo homogénea usando
fungdes regulares.
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onderd = (x — xp)° + (y — yr)™

No ponto de aplicagéo da carga tem-se:

lim w =0
rp—0
A desvantagem de (4.6), que representa a conhecida solucéo da teoria da elasticidade
para uma laje infinita, € o facto daquela solucao ser inconsistente com a teoria de lajes
finas na vizinhanca d&. De facto, quanda — zp ey — yp as deformacgdes e conse-
guentemente os momentos na laje tendem para infinito. Dado que as tensé&s da
ordem de grandeza das tensdes normais, a segunda hipétese de Kirchhoff ndo é aceitavel.

Na pratica, uma carga concentrada é aplicada numa pequena superficie da laje. Uma
abordagem mais realista consiste em assumirijesta distribuida sobre um circulo de
raio b. Sendod uma constante opciongl, = 7 e 8 = g, a solucao para a laje infinita
sujeita a umaarga uniformemente distribuida em zona circutaja resultante &, é:

para p < (3
o [P 1 p? o, P ] P&
= |= (4B - — + 2 (4mp- - 4.7
w= |5y B =3)+ 5+ o5 (A=) + 5| T (4.72)
para p > 3
0__i 2 _ 2 1o 2 E
w—_32(2—|—ﬁ)(1 )+ 15 (B +20°) Inp| —- (4.7b)

As solucdes particulares pacarga constante e linearmente variavel distribuidas em
superficies de forma poligonal e em segmentos de fiectan obtidas por integracéo
analitica (sobre a respectiva zona de aplicacdo da carga) da funcdo de carga e da solucéo
fundamental para uma laje infinita submetida a uma carga pontual unitaria.

Alguns trabalhos foram realizados neste dominio, mas, porque inseridos em contextos
diferentes e serem desprovidos da generalidade pretendida, ndo foi possivel utilizar os
resultados publicados. Destacam-se as seguintes contribui¢des:

e Costa e Brebbia [18] e Hartmann [38] apresentam resultados sob a forma de
equacdes integrais, visto que os seus trabalhos séo direccionadoBjdvi o

e Burgess e Mahajerin [9] apenas consideram cargas uniformemente distribuidas em
superficies de forma poligonal,

e Abdel-Akher e Hartley [1] apenas consideram cargas uniformemente distribuidas
em superficies de forma poligonal, além de nao ser possivel calduleom a
informagéo apresentada;

e \enkatesh e JirouSek [89] ndo consideram cargas linearmente vargaweector
de traccOes generalizadas do elemento hibrido-Trefftz contém agena¥,, e
M.
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Tendo em conta as limitag6es dos trabalhos acima referidos foi necessario proceder ao
desenvolvimento de uma metodologia para a determinagéo das solucdes particulares pre-
tendidas. Este procedimento segue de perto o sugerido por Abdel-Akher e Hartley [1].

Para determinar o efeito no ponfdde uma carga distribuida que actua sobre uma
superficie de forma poligonal é necessério avaliar integrais da forma:

w = K/deA, (4.8)

em quep é a carga por unidade de area aplicada na supedic~ € a solugéo funda-
mental.

A utilizacdo de um pacote de manipulacdo de matematica simbdlica, neste caso o
Mathematica [93], sistematiza o processo de célculo.

A integracdo numérica nao foi utilizada por duas razdes:

1. aintegracgéo de fungdes singulares poderia dar origem a erros inaceitaveis;
2. a avaliacao das expressfes que resultam da integracdo analitica é computacional-
mente mais rapida que a integracdo numeérica.
Admite-se que @arga aplicadap(z, y), pode ser representada algebricamente por
p(z,y) = a’ +a'z + a’y, (4.9)

onde as constantes$, a' e a? sdo dadas por

-1 _
CLO 1 rr U P1
al =11 29 9o Dy ,
a? 1 x3 ys D3

em que os subscritos identificam as coordesada \alor da carga em trés pontos nao
colineares.

A integracao sobre o poligono com lados representado na figura 4.4 é expressa
como a soma sobr® triangulos com o vértice comum no pontb Cada tridngulo tem
neste ponto um vertice, fazendo os restantes dois parte de um lado do poligono.

Assim, o integral na equacao (4.8) é dado por

o o

Wi23..N = Wp1a + ?ZPQ?) + 511334 + -+ 131PN2- (4.10)

Se aos veértices da area poligonal carregada for atribuida uma numeracao num determinado
sentido, por exemplo, no sentido contrario ao dos ponteiros do relégio, e se 0s vértices
de cada triangulo forem numerados de modo a que o lado do poligono continue a ser
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Figura 4.4: Area poligonal con lados.

direccionado no sentido anti-horario, entdo alguns termos de (4.10) vao assumir valores
negativos.

Considere-se o sistema de coordenadas representado na figura 4.5 cujos; eiXos
sdo, respectivamente, normal e perpendicular & base do triangulo

Atendendo a (4.10), a expressao (4.8) pode ser escrita na forma

w = //ﬁ(ﬂw) G(z,y)dA

N niptE; Cia(ni—nip)+tip (411)
- Z / / p(niti) G (ni,t;) dt; dng,
=1

nip Cir(ni—nip)+tip

onde

n;p €t;p S0 as coordenadas do poftmo referencialn;, t;)

CiieCp  s@oiguais & e Z2, respectivamente, e

Zin =t — tip,
Zip = tip — tip,

E; = njo — nip = ni; — n;p.

Nas definicdes anteriores os subscritos 1 e 2 referem-se ads @ds, respectivamente.

a7
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Figura 4.5: Area triangular Referencial e notac&o.

Colocando a origem do sistema local ém(4.11) vem
W = Z/ / P (niti) G (ng, t;) dt; dn;. (4.12)

Note-se que a cargae a funcdo fundamental estdo igualmente expressas no sistema

de coordenadas local do triangulo A expressao da carganeste referencial € obtida
através de uma translaccao e de uma rotacao de coordenadas do eixo global para o local.
Assim

com

0 0 1 2
b =a" +a xp+a‘yp,
1 1 2
b =a agn, — a“agy,,

2 1 2
b* = a az, + a"ayp,.

em quea,,,, a,; Sa0 0S cosenos dos angulos formados pelos eixos em subscrito e
(xp,yp) SA0 as coordenadas #eno referencialz, y).
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Substituindo (4.13) em (4.12) vem

E; Ciony

/ / G (ng, ;) + bingG (ng, t;) + b24:G (g, l)} dt; dn;

0 Cuam (4.14)

Mz

=1

(0017 + b I + b7I}) .

M-

i=1

A solucéo fundamental para uma laje infinita submetida a uma carga pontual unitaria &

G(z,y) =

D’ r?lnr;, (4.15)

onde

r? = (ni —nip)’ + (ti — tip)?

2 2
=(@—zp)" +(y—wr) .
A determinacgdo de rotagbes, momentos, esforgos transversos e 0s termos correspondentes

a flexao das vigas de bordadura envolve a integracao das respectivas derivadas da solugcéo
fundamental.

Paracargas linearmente variaveis ao longo de segmentos de oa@eiocinio é anal-
0go. A integracao é feita ao longo de cada segmento, e os resultados séo adicionados.
Admite-se que @arga aplicada no segmento de rect&(t;), pode ser representada al-
gebricamente por
p(ts) = b0+ bt (4.16)

onde as constanta$ e a! sdo dadas por

0 P2 D1 Z'
b — pl L2 Zzl il
bl P2—P1 )
Zia—Zi1

em que os subscritos identificam as coordenadas e o valor da carga nos dois pontos ex-
tremos do segmento de recta.

A influéncia da carga eny segmentos no pontB é dada por

()

w:/ﬁ(x,y) G(z,y)dL. (4.17)

L

Atendendo a figura 4.5 tem-se

Zi2 N

N
w=7) / (B + b} t:) G (&) dt; =Y (W10 +b}T}) . (4.18)

i=1 Zi =1
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Os resultados obtidos para o deslocamento, as derivadas de primeira, segunda e terceira
ordem para as duas solicitagOes descritas anteriormente constam d@anéate-se que

as rotacbes, momentos e esforcos transversos obtidos com base nestes resultados estéo
expressos no referencial local do triangulo. Apenas para a carga aplicada em segmento
de recta foi possivel determinar expressdes analiticas para as integracdes das derivadas de
guarta ordem, Uteis para o0 caso da existéncia de vigas de bordadura no contorno da laje.

As representacdes de carga (4.9) e (4.16) sao lineares. Um processo idéntico ao
seguido poderia ser utilizado para determinar a solugéo particular para outros casos de
carga (eventualmente n&o polinomiais). No entanto, para funcdes de carga mais com-
plicadas a area {segmento de recta} em que actua o carregamento pode ser dividida em
subregibes {segmentos}, nas quais a carga pode ser considerada como variando linear-
mente.

4.3.2 Lajes enviesadas

Na andlise de lajes enviesadas as condi¢des de fronteira junto aos cantos sédo satisfeitas
localmente. Um resumo do modo como estas solu¢des sao obtidas é apresentado.

Solugdo homogénea

Assume-se que os bordase 2 (ver figura 4.6) sao rectos e as que as suas CF sdo ho-
mogéneas.

As tensdes junto ao canto sao, essencialmente, determinadas pelas CF dos éordos
2. Os restantes lados tém uma reduzida influéncia no comportamento junto a@ponto
desde que o comprimento total dos primeiros seja superior a varias vezes a espessura da
laje. A solucdo homogéneay;, pode entdo assumir a forma [92]

w = r**{Csin(A + 1) + Cy cos(A + 1)6

. (4.19)
+ Cssin(A — 1)0 + Cycos(A — 1)6},

em queCt, Cy, C3, Cy e X sdo constantes que dependem unicamenteukzso CF dos

bordos junto ao canto. Da substituicdo de (4.19) nestas resulta um sistema de quatro

equacdes as quatro constanigsa C,.

SolugBes diferentes da trivial sdo obtidas através do anulamento do determinante
do sistema, ou seja, quandoé raiz da equacédo transcendente para o caso em estudo.
As equacdes transcendentes que sdo obtidas para os seis casos possiveis constam da
tabela 4.1.

Para cada caso os vectores proprios associados a cada raiz constituem a base que ira
formar o conjunto de funcbes proprias, ou seja, as solu¢des a empregar para modelar o
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)
)
Figura 4.6: Laje com canto. Referencial e notacéo utilizados
Condicdes de Fronteira Equacéo
Caso 0= -0, 0 =106, Transcendente
1  Encastrado Encastradain? 20y = A\?sin? 26,

2 Livre Livre (3 +v)%sin? 20\ = (1 — v)2\? sin? 26,

3  Encastrado Livie (34 v)(1 —v)sin?2M = 4 — (1 — v)2\?sin? 26
4 Encastrado  Simp Ap. sin4\fy = Asin 46,

5 Simp Ap. Livre (34 v)sind\dy = —(1 — v)Asin 46,

6 Simp Ap.  Simp Ap. sin% 2\, = sin? 26,

Tabela 4.1: Equacdes Transcendentes
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campo de deslocamentos transversal. Dado que o nimero de raizes associadas a cada
equacdao transcendente € infinito, este conjunto de fungdes também é infinito. Tal como
para a solucédo regular, a série € truncada.

A natureza das raize’s depende nao s6 das CF, mas também do angulorrés
situacfes sao possiveis para as solu¢des: complexas, reais e reais e complexas. No caso
das soluctes complexas a funcao propria é decomposta nas partes real e imaginaria, sendo
as suas raizes ordenadas por ordem crescente da respectiva parte real.

A definicao das fun¢Bes trigonométricas e exponencial de varidvel complexa é [64]:

cos z = cos x cosh y — i sin z sinh y,
sin z = sin z cosh y 4 2 cos x sinh y,

az — ezlna’

ondea pode ser complexo. Nos casos 2 e 5 € necessario acrescentar a solucdo homogénea
os deslocamentos de corpo rigido que sédo possiveis. No caso 2 trata-se de um deslo-

camento e duas rotacdes e no caso 5 de uma rotacao (em torno do bordo simplesmente

apoiado), dada porsin (6 + 0) .

Solucéo particular
As solucdes particulares, para uggrga uniformemente distribuigda, sdo obtidas im-
pondo as CF na expressao

—_
W= {A1cosd(8+6y) + Axsin4(6 + 6,)

64D (4.20)
+A3 COS 2(0 + 90) —+ A4 SiIl 2(9 + 00) + 1} .

As funcdes proprias e as solugdes particulares para uma carga uniformemente distribuida
encontram-se no apéndice A.

Assim, o campo de deslocamentos obtido satisfaz exactamente as CF nos bordos 1 e
2, bem como a equacéo diferencial do problema.

4.3.3 Abertura circular

Em lajes com aberturas circulares € possivel, tal como para o caso de elasticidade plana,
deduzir representacdes matematicas precisas para campos de tensdes junto a estas zonas.
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Figura 4.7: Laje com abertura circular. Referencial e notacao utilizados

Solugdo homogénea

A solucdo para a laje infinita com uma abertura de forma circular representada na
figura 4.7 pode assumir a forma [47]

w=w+Y [F(r)sink0 + Gy(r)cosk]  (k=0,1,2,...). (4.21)
k

Substituindo (4.21) na equacao governativa do problema vem

4 4
j=1 Jj=1

onde f;, gr; Sao solugdes fundamentais conhecidat. g By; sdo constantes indeter-
minadas das quais metade podem ser eliminadas pois satisfazem (para quelgapr
aradamente para os termos associados darkd e cos kf) as condicdes de fronteira
homogéneas para= a. As restantes constantes vao fazer parte da expansdo assumida
para a solucéo do problema.

A concentracdo de momentos junto a aberturas sem qualquer suporte reveste-se de
interesse particular. Nesta situacao as duas condicdes de fronteira ensdo estaticas
(V, = 0e M, = 0), logo é necessario acrescentar a solu¢gbes homogénea um desloca-
mento e duas rotacdes de corpo rigido.

A solucdo homogénea é apresentada no apéndice B.
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Solucao particular

A solucéao particulary, é determinada expandindo a capggue actua na laje e/ou eventu-
ais condicdes de fronteira ndo homogéneas para: em séries trignomeétricas din k0
ecos kb.

A solucdo particular parearga uniformemente distribuidancontra-se no anexo B.
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Capitulo 5

Implementacéao

5.1 Considerac0es iniciais

O éxito da aplicacdo de modelos numéricos na resolucéo de problemas de Engenharia
depende em grande parte das ferramentas de calculo colocadas a disposic¢ao do utilizador.
Estas devem ser adequadas as suas necessidades, possuir uma interface simples de utilizar
e uma constituicao robusta e fiavel.

Um programa de calculo automatico foi criado para testar a formulacédo apresentada
no capitulo 4. Este ndo foi concebido para uma utilizagé@o pratica, mas sim para analisar
de uma forma sistematica diversos casos e, consequentemente, extrair conclusdes acerca
das possibilidades do método.

A linguagem de programacao empregue f6i@RTRAN 7728].

O objectivo deste capitulo € fazer uma breve referéncia as principais unidades que
constituem o programa, enumerar alguns dos procedimentos utilizados e indicar as limi-
tacoes existentes.

Os dados necessarios a resolucédo de um problema incluem a definicdo da geometria
(nés, lados e regides), propriedades dos materiais, CF, solicitagdes, modo de imposi¢do
das CF (no caso discreto é necessario indicar o nimero e o modo de distribuicdo dos
pontos de colocacao), pesos (para cada tipo de CF), singularidades, método utilizado para
a resolucéo do sistema de equacdes e diversas opcdes para a apresentacdo de resultados.
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A

Y

| . B @y
(a) linear.

NG

| L @y

5(1) (2) ~_ 7 1 1
(b) quadratico.

yh 2)

S RORCINCICN.

: \/ 1 1

:_1 (3) —1 503 1

(c) cubico.
Figura 5.1: Tipos de lados utilizados.

5.2 Aproximagao da geometria
As regifes podem ter um namero arbitrario de lados. Estes podem ser rectos, quadraticos
ou cubicos. Outras possibilidades poderiam ser consideradas.

A geometria dos lados é definida de forma aproximada, utilizando-se péragaes
de formaapropriadas. Sao definidos os tipos de lados representados na figura 5.1,

O lado: é definido de forma paramétrica por:

{ y } - %%(5){ " } (5.2)

i=1
ondex; ey, representa a coordenada doirgegundo a direccéoe y, respectivamente,
N,ss indica o nimero de noés utilizado na definicdo da geometria do ladigée é a
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funcdo de formaassociada ao nd As expressbes das funcdes, para lados lineares,
guadraticos e cubicos sao apresentadas em seguida.

V(&) =456 +9 55641
Wy(€) =4.56% — 45624+ ¢

Ws(€) = 13563 — 22562+ 9¢

Wy (€) = —1356 + 1862 —4.5¢

5.3 Sistema de coordenadas locais

A aproximacao da solucdo homogénea para campos regulares é descrita num referencial
local da regido, localizado no seu centro de gravidade, CG, e orientado segundo 0s eixos
geomeétricos principais. Deste modo € preservada a invariancia desta solucdo em relacao
aos eixos globais utilizados.

A utilizacdo do teorema de Green [3] permite que a realiza¢do dos célculos que estédo
implicitos a determinacdo da localizacdo e orientacao dos eixos locais seja reduzida a
integragdes no contorno de cada regido.

As expressOes para a areh, momentos estaticos em relacéo ay, S, e S,, mo-
mentos de inércia em relacda @ y, I, e [, e produto de inércid,,,, podem, entéo, ser
reescritas na forma

57



CaPiTULO 5 IMPLEMENTACAO

1

Az—%—yd:)&%—l’dy;
2 Jr
1 1

S, == ¢ —=y*d dy;
27{ 2y T+ xydy
1 1

S, = §]€—xydx—l— §x2 dy;
1 1

I,==-¢ —=y°d % dy;
2%% 3y T+ xy” dy;
1 23

Iyzéé—aﬁydx%—gdy;
1

I, =~ j{ —zy? do + 22y dy.
4 Jr

As coordenadas do CG da regido em considerdqa@oy ), € a orientacao dos eixos
principais da geometria séo dados por

g =

I

Yy = )
21

tan?2 = ——_*ce¥¢
an ] _[

rG e

| 2 |

onde, usando o teorema dos eixos paralelos,
L. =1, —y4 A;
TG x yG )
2 4.
‘[yG — ]y - (L’G A7

1 = I:ch — QY A.

exle

Atendendo a que o contorno de cada regido € definida por um nimero arbitrario de

lados,Ni,40s, t€M-se
Nlados
()= /(...).

Todos os calculos sdo efectuados ao nivel dos lados representados na figura 5.1. E
necessario ter em consideracéo o jacobiano da transformacao de coordenadas que rela-
ciona os referenciais global e local. Assim,

$ renae= [ 7.6 S e
$ ranay= [ fea@uo Y a
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Para as integracfes nas expressoées (5.2) recorreu-se a integracdo numerica. A regra
de quadratura de Gauss-Legendre foi utilizada, ou seja,

Ngauss

/_ FOUE= 3 Gl w

ondeN¢g..ss € 0 NUmero de pontos de integracape w; sao, respectivamente, a coorde-
nada e o peso associados ao ponto de integragdgeracao destes valores é feita com
recurso aos polinomios de Legendre [36].

5.4 Sistemas de escalas locais

Para evitar dificuldades numéricas resultantes do valor dos expoentes que estdo associados
as funcbes T, duas escalas sao utilizadas; uma para coordenadas e outra para forgas.

O sistema de coordenadas local € adimensional e dado por:

_ _Y
gfda 7] d,

onded foi tomado como o comprimento do maior lado da regido. O comprimento do lado
i de uma regido é dado por:

o [ e

O integral que ocorre na expressao (5.3) também é avaliado numericamente. Note-se que,
no caso de lados nao lineares, a integracado néo é exacta pois a expressao integranda nao
€ polinomial.

O factor utilizado para escalar todas as grandezas que envolvem dimensdes de forca,
para cada regiéo, B d?.

Em consequéncia da utilizacdo destas escalas, as condi¢des de fronteira (2.23) e (2.24)
sdo reescritas na forma

m]

wl = d_J tely, (5.4a)

%_f — aa_f: te F{)T (5.4b)

M+ GJ gt 2;; - M;’;jd? tely, (5.4¢)
VI + Bl a;;jj - %ﬂdf tery (5.4d)
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e
w’ dj — Tt dj+1 =0, (553.)
owl  Owitt

—_— =0 5.5b
on + on ’ ( )

Ej 8311)9 E; i+1
M +GJ I M =0 5.5¢c
P ( nt 8t28n> e (5:5¢)
— \Vi+EI + Syt = g, (5.5d)

7 8t4 dj+1

respectivamente.

5.5 Sistema global

5.5.1 Normais exteriores

Para a imposicao de CF do tipo rotacdo, momento e esfor¢o transverso efectivo normal
€ necessario determinar as componentes da normal exterior unitarRara um lado
definido por (5.1), esta é dada por

1 (dy(éﬁ ~de(g) )

_\/(dzf)>2+(dﬂ—§)>2 d¢ €z d¢

dz(§) Nnss d\Ij(f) { 2 }
d¢ — v i
{ e } ; g L

As expressoes das derivadas das fun¢des de forma foram determinadas analiticamente.

onde

5.5.2 Condicdes de fronteira

Tanto para as CF do tipo estatico como cinemético a Unica restricdo imposta para 0s
valores prescritos € que estes possuam uma variagao polinomial.

Os valores das CF séo dados emontos igualmente espacados ao longo do lado. Os
coeficientes do polindbmio resultante sdo determinados com recurso goaitoa[36] e
sdo utilizados posteriormente para calcular os valores das grandezas prescritas na fronteira
nos pontos de colocacao {integracao} para o caso discreto {continuo}.
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5.5.3 Resolucao de equacgdes transcendentes

Como foi visto no capitulo 4, para obter a solucdo homogénea em lajes enviesadas é
necessario a resolucéo de equacdes transcendentes.

O método de Mullef36], que resulta da generalizacao m¢todo da secantdoi o
escolhido. Em lugar da interpolacao linear entre dois pontos, uma interpolacédo quadratica
usando trés pontos é utilizada, permitindo-se, assim, a deteccao de eventuais raizes com-
plexas. Dados trés pontas_», z;_; € x; € 0 valor da fun¢ad’(z) nesses pontos, a
aproximacao seguinte,,;, € dada por

2C

Tiy1 = Ty — (xz - xi—l) B+ \/m (56)

onde

Li — Tij—1

q];(l’z) —761 (14 ¢q) P (vim1) + ¢*P (2i-2)
(2¢+1) P (x;) = (1 + 9)2 P (1) + ¢*P (zi-2)
(1+q) P (x;)

q
A
B
C

e o sinal no segundo termo do segundo membro do denominador de (5.6) € escolhido de
modo a maximizar o seu valor absoluto ou moédulo.

5.5.4 Montagem do sistema
Caso discreto

A matriz do sistera e 0 \ector devido as solicitacdes sdo montados através de sucessivos
ciclos as regides, lados, pontos de colocacgédo, grau e CF.

Dois esquemas de distribuicdo dos pontos de colocacéo ao longo da fronteira sao
admitidos. Em ambos, os pontos sao dispostos simetricamente em relacéo ao centro do
lado.

A posicao dos pontos é determinada nos lados tipo, sendo as suas coordenadas no
sistema global calculadas através de (5.1).

O primeiro esquema corresponde a distribuicdo de pontos segundo a regra de integra-
¢ao de Gauss-Legendre.

No segundo esquema os lados sao divididos numa série de segmentos de comprimento
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variavel. Duas variacdes sdo admitidas, de acordo com as seguintes séries:

1
1+2+3+...+n:%
149224324 +n? _”(”+1)(2”+1)
= c

O comprimento dos segmentos aumenta dos extremos para o centro dos lados. Os pontos
de colocacgao séo dispostos no ponto central de cada segmento.

Ao concentrar os pontos de colocacdo nos extremos dos lados aumenta-se 0 peso
das CF que lhes estédo associadas nas extremidades. Este procedimento pode beneficiar
a qualidade da solucédo, tendo em conta que € junto aos limites dos lados que ocorrem,
geralmente, os maiores gradientes de tensdes.

Caso continuo

As integracOes apenas sdo determinadas exactamente nos casos em que a regidao em
analise é regular, as regides adjacentes sao regulares, e a carga aplicada € uniformemente
distribuida. Em todos os outros casos a integracdo numérica apenas fornece uma estima-
tiva do valor correcto.

As solicitacBes devido a cargas circulares, de faca ou poligonais podem, em geral,
actuar em varias regides. Uma pesquisa das regiées onde estas cargas actuam é feita,
sendo a solugéo particular respectiva confinada a estas.

A formacao da matriz e do vector independente do sistema é substancialmente difer-
endo relativamente ao caso anterior no que respeita aos termos de interface, pois existem
integracdes a efectuar onde € necessario fornecer informacao de ambas as regides envolvi-
das simultaneamente.

5.6 Métodos de resolucao de sistemas lineares

Dado que os sistemas de equacdes originados pelos casos analisados sado de dimenséo
reduzida, o armazenamento dos sistemas de equacdes lineares foi realizado em matrizes
cheias. Todas as operacdes séo realizadas em dupla precisdo. Apesar destes dois factores,
o tempo utilizado para a resolucéo do sistema é reduzido.

A formacéo, para o caso discreto, @& C na equacéo (3.12) pode revelar-se uma
opcao pouco ajustada devido ao aumento de erros numeéricos que impBoagla Value
DecompositionSVD, € uma alternativa viavel.

Os métodos testados foram:
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gradientes conjugados [36];

MA44AD (baseado na SVD) [25];

routinadsvdcmg36] (outra implementacéo do SVD);

Gauss [36];

Cholesky [36].

O numero de condicada matriz do sistema € determinado. Pode, assim, avaliar-se ime-
diatamente a fiabilidade da solucéo obtida.

5.7 Apresentacao de resultados

Os resultados obtidos sédo acedidos através de dois proctdsglas numéricasu visu-
alizacéao gréfica

A elaboracéo das tabelas numéricas € realizada através da determinacao das grandezas
pretendidas numa malha de pontos definida no interior das regides. Os resultados podem
ser obtidos no referencial global ou local. Em cada ponto sdo calculados os resultados
para as seguintes grandezas:

e deslocamento transversal,

e momentos flectores\/,, e M,,, € momento torsot}/,,,

e momentos)M; e M, e direccdes principaig; e d;;, de flexao,
e esforcos transversog,, e @,

e rotacoesy, ed,,

e densidade de energia de deformagéo,

A visualizacdo dos resultados obtidos € essencial, pois sintetiza uma apreciavel quan-
tidade de informacao, permitindo uma rapida analise dos resultados.

As representacdes de contorno e de direcgdes principais apresentadas neste trabalho
foram elaboradas com recurso packagede rotinas graficas Janela [2]. Os resultados
nao sofreram qualquer processo de tratamento. Este procedimento tem o inconveniente
de ser necessario disponibilizar as bibliotecas com as varias solu¢cfes na fase de avaliacao
de resultados. Esta opcéo é preferivel ao recurso a técnicas de suasragaihning da
solugéo, visto que estas implicam a introducao de erros adicionais.
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Capitulo 6

Exemplos de aplicacao

6.1 Introducéao

Por forma a validar a formulacdo exposta anteriormente foram analisados uma série de ca-
sos de lajes finas. Julga-se que a amostra apresentada é representativa das potencialidades
reveladas pelo método.

Os diversos exemplos estudados foram escolhidos de forma a variar algumas das
variaveis fundamentais, como sejam: forma do dominio (para determinadas formas
procurou-se, ainda, variar um parametro como seja a relagéo entre vdos ou um angulo
entre bordos), tipo de solicitacdo, modelacdo adoptada para o mesmo problema, eventual
existéncia de vigas de bordadura e consideracéo de diversas condi¢des de fronteira.

Foram utilizadas ambas as abordagens apresentadas, discreta e continua, variando-se
0 numero de pontos de colocacao ou integracdo, conforme o caso, e o0 grau maximo da
expansaoin.

N&o foram incluidos neste trabalho casos de rigidez de flexado variavel de regiao para
regido, vigas interiores, vigas com rigidez de flexdo e/ou torcéo variavel e condi¢des de

fronteira do tipow # 0, 2% £ 0eV,, # 0.

O numero de pontos de colocacao {integracao} utilizados na abordagem discreta
{continua} € igual para as diversas condi¢des de fronteira.

E dado especial énfase a lajes rectangulares (pagina 67), especialmente a laje simples-
mente apoiada. Alguns casos de lajes circulares séo analisados (pagina 118) seguindo-se
as lajes em viés (pagina 131). Casossdperconvergéncigerdo indicados para lajes
triangulares (pagina 155).

A comparacao de resultados é feita com solucdes obtidas a partir da expansdo em série
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Solicitagéo
D P M
deslocamento | w®m = % wrdim — L 52 wadim — %5’2
rotagf’)es H?dim — @Di eqdim — HL'D eqdim _ HL‘D
par ? Pa ? M a
momentos M%dim _ ﬁ/fz% Mgdim _ ]\%j Miajdim — A%j
pa
adim __ Qi adim __ Qia adim __ Qia
esforgos transversgs Q™ = =t | Q™™ =<5 | Q" =3¢

Tabela 6.1: Definicdo de grandezas adimensionais.

de Fourier ou Lévy, do método dos elementos finitos e do método das diferencas finitas
(recorrendo a resultados publicados na literatura).

Em todos os testes os pesos utilizados sao unitarios, i$t§, é+ 1.0, Waw = 1.0,
Wy, = 1.0 e Wy, = 1.0. A inclusao de um programa de optimizag&o "o linear no
algoritmo para a determinacgéo plesos optimofoi investigada pelo autor e Leitdo [30].

Os pontos de colocacao localizam-se nos pontos de Gauss dos lados, de acordo com o
exposto no capitulo 5, caso ndo seja expressamente indicado um posicionamento distinto.

Os valores utilizados para a realizacao dos testes foFam:1.0, a« = 1.0 (dimenséo

caracteristica de cada problema)s <, 5 = 1.0, P = 1.0 e M"*(¢) = 1.0, excepto
guando outros forem indicados.

a
10’

O valor para o coeficiente de Poisson &, em geral,0.3, exceptuando o exemplo de
laje enviesada simplesmente apoiada-livre, pagina 137, em gue.2 a fim de facilitar
a comparacao com resultados publicados na literatura.

Os resultados apresentados nas tabelas e representacdes bidimensionais foram esca-
lados e sé&o apresentados sob a forma adimensional. Assim, sao definidas as entidades
wrdim, gedim  pfadim e Qudim, (i, j = x,y), na tabela 6.1 em fungéo do tipo de carrega-
mento.

Os resultados apresentados sob a forma de diagramas de contorno ndo foram escala-
dos.

A escolha dos limites de variagao para as grandezas que se pretende representar grafi-
camente exige, por vezes, alguns compromissos em nome da legibilidade. Os valores
extremos para o intervalo ndo sao 6bvios nos casos em que o gradiente da fungéo a repre-
sentar € elevado, como por exemplo, os diagramas de esforcos em lajes enviesadas. Neste
caso o intervalo de variagédo da funcao é convenientemente truncado.

O numero de equacdes a empregar na abordagem discreta foi escolhido de modo a ser

igual ao dobro do numero de coeficientes indeterminados, excepto quando forem ambos
indicados.
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| b |
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Figura 6.1: Laje rectangular simplesmente apoiada.

Supbe-se ainda que é utilizada a expanséao de funcdes regulares (4.4), pagina 41, para
aproximar o campo de deslocamentos, excepto quando esta for indicada explicitamente.

6.2 Lajes rectangulares

6.2.1 Simplesmente apoiada

Considere-se a laje rectangular simplesmente apoiada representada na figura 6.1.

Esta estrutura foi analisada para os casos de carga uniformemente distribuida (pagi-
na 69), carga uniformemente distribuida em duas zonas rectangulares (pagina 71), carga
linearmemente distribuida ao longo de um segmento de recta (pagina 77), carga concen-
trada no centro (pagina 82), distribuicéo parabdlica de momentos ao longo de dois bordos
paralelos (pagina 91) e carga bilinear (pagina 97).

Em todos os exemplos foi empregue a solucéo regular. A possibilidade de considerar
a solucao para lajes enviesadas (aym= 45°, ver figura 4.6, pagina 51 para definicdo
de 6,) foi concretizada em dois exemplos: lajes quadradas encastrada (pagina 100) e
simplesmente apoiada (pagina 131).

Os resultados apresentados séo determinados nos pontos indicados na figdra 6.1:
(centro da laje) B (meio do menor bordo),’ (meio do maior bordo) &(canto). Outros
pontos de interesse para exemplos especificos sdo analisados, sendo a sua localizacéo
indicada em cada caso.

Para a estrutura em analise € possivel obter solu¢gdes, sob a forma de série, para o
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campo de deslocamentos. Os diversos carregamentos actuantes podem ser conveniente-
mente modelados através da expanséo em série de Fourier.

Os resultados obtidos foram comparados com a solugcéo de Navier ou Lévy no caso
de solicitagdes no dominio ou fronteira, respectivamente.

A utilizacdo de séries simples de Lévy [86], em principio mais econOmica, revelou-
se impossivel para o calculo de esforcos transversos com a precisdo desejada devido a
problemas numéricos.

A convergéncia destas séries diminui com o aumento da ordem de diferenciacéo. As-
sim é necessario utilizar um nimero crescente de termos para a obtencéo de rotagées,
momentos e esforgos transversos.

Junto a determinados pontos, para carregamentos particulares, o método de Navier
€ proibitivo devido a baixa taxa de convergéncia. Nestes casos, outras solugcdes serdo
apresentadas.

Solucao de Navier

Um carregamento genérico actuando no domis(io, y ), pode ser representado na forma

. mwx . nmny
E g oy, SIN 2 smT,

m=1,2,3,...n=1,2,3,.

ondea,, ,, S0 coeficientes que dependem da solicitacdo. Um coeficiente partigula/,
determina-se atraves de

4 b pra ’ ’
=— / / p(w,y) sin = sin 2 dy du. (6.1)
bJo Jo b a

Como a solucdo exacta para um carregamento sinusoidal é conhecida, o campo de deslo-
camentos pode ser obtido pela sobreposi¢céo dos termos em que a solicitagéo foi decom-
posta, resultando [86]

1 o0 [e.@]
w(x,y) = _D Z Z " )2 sin m;rx sin n;ry. (6.2)
1,2,3,..n=1,2,3,... b2 P

Para o célculo de rotagcdes, momentos flectores e torsores e esfor¢cos transversos
recorre-se a diferenciacédo simbdlica do campo de deslocamentos, apds o que se utilizam
as definicdes (2.4), (2.10) e (2.11), respectivamente.

Para cada caso de estudo sera apresentada a solucdo dos coefigigritbtdos a
partir da expansao do carregamento em série de Fourier.
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b

| 2 | 1 @ 1 2 i

| b
4 [1] 2

% 3
} b
L 4 3 3
ni E vt vy
(a) Geometria e dimensfes (b) Discretizag&o adoptada

Figura 6.2: Laje fina rectangular simplesmente apoiada com dupla simplificacéo de sime-
tria.

Carga uniformemente distribuida

Os resultados obtidos para uma carga uniformemente distrib@idaonstam das
tabelas 6.2 e 6.3. Considerou{se= 2a. As duas abordagens discutidas no capitulo 4
foram utilizadas.

As solugdes discreta e continua sdo confrontadas com a solugéo de Navier. Impondo
p(z,y) = pem (6.1) vem

.
0, = 5P (6.3)

m™2mn

ondem =1,3,5,...en=1,3,5,....
A solucao é, entéo, obtida substituindo (6.3) em (6.2).

Apenas um quarto da laje foi analisada, ou seja, foi considerada a dupla simplificacéo
de simetria, ver figura 6.2(a). A discretizacédo adoptada consta da figura 6.2(b).

As condicdes de fronteira, no sistema de coordenadas representado na figura 6.2, sdo:

i. eixos de simetria

ii. lados simplesmente apoiados
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10 dim A —Q@mB — disz
m Disc. Cont. Disc. Cont. | Disc. Cont.
6 0.103029 0.1045080.3425 0.3164 0.4694 0.4767
8 0.101157 0.1012460.3787 0.3793 0.4629 0.4609
10 0.101237 0.1012910.3727 0.374Q 0.4649 0.4664
12 0.101280 0.1012860.3672 0.367Q 0.4645 0.4638
Navier 0.101287 0.3696 0.4650

Tabela 6.2: Valores de** ™4, Q%P e Q%" para laje simplesmente apoiada sujeita
a carga uniforme.

10 Mgdm A Mdm A —10 MgdmD
m Disc. Cont. Disc. Cont. Disc. Cont.
6 0.47312 0.47417 0.10355 0.10508 0.48884 0.52893
8 0.46149 0.46435%0.10165 0.10180 0.48206 0.47881
10 0.46342 0.463850.10164 0.10171 0.46945 0.46869
12 0.46349 0.46354 0.10168 0.10169 0.46579 0.46574

Navier 0.46350 0.10168 0.46267

Tabela 6.3: Valores d&/2/ 4, M4 e Md™ P para laje simplesmente apoiada su-
jeita a carga uniforme.

w b,
; lo<a<t y=2

0,
0.

’ M"|0§xs§,y:%

A solugéo de Navier apresentada foi obtida utilizando 5000 termos em cada direc¢ao.
Este elevado numero justifica-se apenas no presente contexto de afericdo da qualidade da
solucéo, sendo irrelevante para efeitos praticos.

Todos os teste foram realizados num processador Pentium 11-333Mhz. Para ambas as
analises o tempo de CPU consumido na formagé&o da matriz do sistema foi cronometrado,
encontrando-se os resultados na tabela 6.4.

Observa-se que a abordagem discreta € significativamente mais rapida que a continua,
como era de esperar tendo em conta que nao existem integracoes a efectuar.

| m | Disc. | Cont. |
6 || 0.05| 0.6
8 || 0.06 | 1.15
10 0.11 | 1.81
12 ] 0.17 | 1.98

Tabela 6.4: Valores do tempo de ClP4dg) consumido na formag&o da matriz do sistema.
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Representacdes de contorno da solugéo obtida utilizando a abordagem discreta com
10 pontos de colocacao/ladae = 10 séo apresentadas nas figuras 6.3 e 6.4.

Os resultados no centro sdo mais precisos que o0s obtidos na fronteira, onde foram
feitas as aproximacoes.

N&o existem diferencas significativas nos resultados fornecidos entre as duas aborda-
gens.

Carga uniformemente distribuida em zona rectangular

Considere-se a laje representada na figura 6.5, bnde2a, submetida a duas cargas
uniformemente distribuidas em zona rectangular cuja resultafte @ valor da carga
uniforme actuante €, entdp— i—fj.

A solucéo de Navier para o caso representado na figura 6.6 € dada por (6.2), com [86]
16 P . mné | nam . mmu . nwv

mn = — — i 6.4
a Chpy SR sin——sin — = sin 7 (6.4)

ondem=1,2,3,...en=1,2,3,....

O significado das constantesv, § en € evidenciado na figura 6.6ledesigna a carga
total, P = uvp.

Sobrepondo a solucdo de Navier para cada zona rectangular da figura 6.5 obtém-se
uma expressao analitica que permite obter aproximagdes numéricas da solugcdo do pro-
blema.

A discretizacao utilizada consistiu numa Unica regido com quatro lados rectos, idén-
tica a do exemplo precedente. Nas tabelas 6.5 e 6.6 encontram-se os resultados obtidos.
O ponto E encontra-se indicado na figura 6.5.

Note-se que a obtencdo dos termos correspondentes a carga aplicada envolve a inte-
gracao de funcbes nao polinomiais. Para que a comparacéao entre os resultados das duas
abordagens seja possivel optou-se por utilizar um nimero de pontos de integracao igual
ao numero de pontos de colocacao.

Representacdes de contorno da solucéo obtida utilizando a abordagem discreta com
20 pontos de colocacéao/ladae = 20 sdo apresentadas nas figuras 6.7 e 6.8.

Este caso foi estudado por Venkatesh e JirouSek [89] utilizando elementos hibridos
de Trefftz. Os diagramas de esfor¢o transverso entéo obtidos sdo semelhantes aos agora
apresentados.
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w
ﬂ D 1.11 .102

0.00

M:L‘:U

- D N
0.00

Myy

5 D -
0.00

M,,

n D 0.00
—4.69-10~7

Figura 6.3: Campo de deslocamentos e diagramas de momentos em laje rectangular
simplesmente apoiada sujeita a carga uniforme.
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_ S

—2.16 - 107
Qy
n D 0'00
—3.56 - 107
Qz
m D 0.00
—3.73 - 1071
Qy
B D 0'00
—4.65 101

Figura 6.4: Campos de rotacdes e diagramas de esforgo transverso em laje rectangular
simplesmente apoiada sujeita a carga uniforme.
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Y=

vy E vt

Figura 6.5: Laje rectangular simplesmente apoiada sujeita a carga uniformemente dis-
tribuida em duas zonas rectangulares.

| b |
| -
e
| | u | |
| n |
| —_ |
a | \ i[;v v |
! v !
| |
< | |
§ |
gy E vt

Figura 6.6: Laje rectangular simplesmente apoiada sujeita a carga uniformemente dis-
tribuida em zona rectangular. Notagdo da expressao (6.4).

100 wadzmA 100 M;z;lsz

m Disc. Cont. Disc. Cont.

10 0.139705 0.1349970.73549 0.72029

14 0.134859 0.1346750.75186 0.75121
D
D

18 | 0.134665 0.1346590.75783 0.7584%
22 | 0.134657 0.1346590.75715 0.75726
Navier 0.134659 0.75727

Tabela 6.5: Valores de“*"* e M2/ para laje simplesmente apoiada sujeita a carga
uniforme em zona rectangular.
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w
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! - : E -
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Figura 6.7: Campo de deslocamento e diagramas de momentos em laje rectangular
simplesmente apoiada sujeita a carga uniforme em superficies rectangulares.
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Figura 6.8: Campos de rotacOes e diagramas de esforgo transverso em laje rectangular
simplesmente apoiada sujeita a carga uniforme em superficies rectangulares.
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10 ModmE 10MgTmE

m Disc. Cont. Disc. Cont.
10 0.49685 0.50000 0.78522 0.77242
14 0.49590 0.49531 0.80496 0.80427
18 0.49570 0.49567 0.80591 0.80603
22 0.49585 0.49586 0.80604 0.80603
Navier 0.49593 0.80601

Tabela 6.6: Valores d&/2/"* e M4 * para laje simplesmente apoiada sujeita a carga
uniforme em zona rectangular.
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Figura 6.9: Direccdes principais de flexdo em laje rectangular simplesmente apoiada su-
jeita a carga uniforme em superficies rectangulares.

As direcc¢des principais de flexdo séo apresentadas na figura 6.9.

Atente-se na elevada precisédo do presente método: € possivel obter solu¢cdes com 6
algarismos significativos (para deslocamentos) com 72 graus de liberdade.

Carga linearmente distribuida em segmento de recta

Considere-se a laje representada na figura @10 2 a) submetida a uma carga linear-
mente variavel no segmento de reftél .

A resultante do carregamentd® O valor da carga el e H é pr e py;, respectiva-
mente.

A solucédo de Navier para o presente caso pode ser obtida, tal como anteriormente,
através da expressao (6.2).
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Y=

e

vy E vt

Figura 6.10: Laje rectangular simplesmente apoiada sujeita a carga de faca.

Considere-se que a carga € expressa no referencial globplapor= py + p1x. Os
coeficientesi,,,, sdo dados por

4 &3 mrx nm
Ay = — (po + p17) sin sin nry dz.
a b 5_%

(6.5)

a

onde as constantes ¢ e n tem o significado indicado na figura 6.6. Para a presente
situacaow = 0.

A avaliacéo de (6.5) conduza, ,, = a¥°, + aP!, com

0 8po . nmny . mw& . mmu
ak = sin sin sin
e mb a b 2b
4pr . nmy mré | mmu
abt = sin 2b cos sin
e m2m2a a b 2b
iy .m . MmTu mmé mnu
mm sin sin — UM T COS cos ——
b 2b b 2b

ondem =1,2,3,...en=1,2,3,....

A fim de aferir o efeito da distor¢cdo da forma do dominio na solugc&o considere-se a
discretizacdo em duas regides representada na figura 6.11.

A distorcdo das regibes depende do parametr@ujo significado € exposto na
figura 6.12.

Os valores utilizados para a carga de faca foragm= 0 e py = ?%.
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y=

vy

Figura 6.11: Discretizacdo utilizada para laje rectangular simplesmente apoiada sujeita a
carga de faca.

y=

vy

Figura 6.12: Laje rectangular simplesmente apoiada sujeita a carga de faca. Parametro de
distorcao;y.
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v 10 edim A M;xdlm A Madzm A dizm A
0.05 || 0.136023| 0.106680 0203068 0.364910
0.10 | 0.136015| 0.106626| 0.203047| 0.364553
0.15 || 0.136015| 0.106626| 0.203046| 0.364560
0.20 | 0.136016| 0.106630| 0.203048| 0.364594
0.25 | 0.136016| 0.106632| 0.203050| 0.364632
0.30 || 0.136015| 0.106630| 0.203048| 0.364602
0.35 | 0.136016| 0.106629| 0.203048| 0.364585
0.40 | 0.136016| 0.106631 0.203049| 0.364613
0.45 | 0.136015| 0.106629| 0.203048| 0.364584
0.50 || 0.136015| 0.106630| 0.203048| 0.364606
Exacto| 0.136015| 0.106630| 0.203048| 0.364603

Tabela 6.7: Valores dey*™4, NodimA = ppodimA -QadimA para a regido 1 em laje
simplesmente apoiada sujeita a carga de faca Ilnear

Os resultados apresentados nas tabelas 6.7 e 6.8 foram calculados no ponto central

(A).

Dado que este ponto é partilhado por ambas as regifes (para todos os vatgres de
os resultados sao indicados para ambas.

Foi utilizada a abordagem discreta com 10 pontos de colocacao/lade-€l5 nas
duas regifes. O sistema obtido contém, consequentemente, 160 equacdes e 120 incogni-
tas.

O resultado exacto apresentado foi determinado utilizando a abordagem discreta com
uma unica regido. Observando a convergéncia dos resultados, concluiu-se que, para a
precisdo apresentada, 80 pontos de colocacdo/lade-e30 é suficiente. A utlizacdo da
série derivada anteriormente revelou-se excelente para a obtencao de deslocamentos, mas
de convergéncia lenta para esfor¢os.

Da comparacéo das duas tabelas conclui-se que os erros obtidos na compatibilizacao
dos deslocamentos generalizados e no equilibrio dos esfor¢os ao longo da fronteira entre
as duas regides sdo desprezaveis.

Saliente-se que estes resultados sao obtidos no ponto central do lado, onde néo existe
gualquer ponto de colocacgéo (o numero de pontos de colocacéo € par).

A figura 6.13 representa graficamente os valores das tabelas 6.7 e 6.8. Os valores
foram escalados ao valor exacto.

A figura 6.13 sugere 0s seguintes comentarios:

e 0S erros sdo, para efeitos praticos, nulos para qualquer valpr desolucéo é
praticamente independente deste valor para0.15;
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Figura 6.13: Efeito da distorcdo das regides na solucéo (ponto A) em laje rectangular
simplesmente apoiada sujeita a carga de faca linear.
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v 10 edim A M;xdlm A Madzm A dizm A
0.05 | 0.136021| 0.106665 0203053 0.364395
0.10 | 0.136014| 0.106621 0.203045| 0.364678
0.15 || 0.136015| 0.106624| 0.203044| 0.364667
0.20 || 0.136016| 0.106628| 0.203046| 0.364632
0.25 | 0.136015| 0.106629| 0.203047| 0.364606
0.30 || 0.136015| 0.106631| 0.203049| 0.364591
0.35 | 0.136016| 0.106632| 0.203049| 0.364591
0.40 | 0.136016| 0.106630| 0.203048| 0.364601
0.45 || 0.136015| 0.106632| 0.203049| 0.364566
0.50 || 0.136015| 0.106630| 0.203048| 0.364616
Exacto| 0.136015| 0.106630| 0.203048| 0.364603

Tabela 6.8: Valores dey*™4, NodimA = ppodimA -QadimA para a regido 2 em laje
simplesmente apoiada sujeita a carga de faca Ilnear

e com 0 aumento da ordem de diferenciacao, os erros aumentam,;

e adiferenca na solucao obtida através de cada uma das duas regides € reduzida.

Na figura 6.14 sdo comparadas as solugdes obtidas]\{ﬁé?a% e QZ:% a partir da
dupla série de Navier (com 50 termos em cada direc¢ao) e da abordagem discreta com
10 pontos de colocacao/lade, = 15 nas duas regides ¢ = 0.1. Para esta ultima
situacao sdo, também, mostrados os diagramas de contorno de deslocamentos e momentos
e rotacOes e esforcos tranversos nas figuras 6.15 e 6.16, respectivamente.

Se por um lado a obtencéao de valores com elevada precisao, para esforcos, utilizando
séries de Navier é penosa, aproximagdes razoaveis para efeitos praticos podem ser obtidas
com, relativamente, poucos termos, como se pode observar a partir da figura 6.14.

Dada a descontinuidade imposta pela carga de faca, a aproximacéo obtidh, gara
claramente pior que pard,,.

E de salientar a semelhanca de andamento entre os diagramas representados na
figura 6.14 e os obtidos para uma viga simplesmente apoiada sujeita a uma carga cen-
tral concentrada.

De referir ainda que tempo de calculo exigido pelas séries € bastante superior ao do
presente método.

Carga central concentrada

A concentracdo de tensdes junto a cargas pontuais é usualmente menosprezada. No ex-
emplo que segue uma carga central concentriddé modelada de diferentes formas e os
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(b) Esforco transversa;,

Figura 6.14: Solucéo de Navies Trefftz em laje rectangular simplesmente apoiada su-
jeita a carga de faca linear para= g
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Figura 6.15: Campo de deslocamentos e diagramas de momentos em laje rectangular
simplesmente apoiada sujeita a carga de faca linear.
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Figura 6.16: Campos de rotacdes e diagramas de esforgo transverso em laje rectangular
simplesmente apoiada sujeita a carga de faca linear.
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Figura 6.17: Modelacdes utilizadas para a carga central.

resultados sdo comparados. Tal como nos exemplos antetiereks;.

A representacao grafica das cargas utilizadas e a sua denominag&o nos testes encontra-
se nafigura 6.17.

As cargas pontuais foram modeladas utilizando quatro solucdes particulares distin-
tas: solucdo classica da teoria da elasticidade para uma laje infinita sujeita a carga pon-
tual (4.6), solugéo para carga uniformemente distribuida em zona circular (4.7), solucéao
para carga uniformemente distribuida em zona hexag8@pk(solucédo para carga uni-
formemente distribuida em segmento de recta (4.18).

Foi ainda considerada a utilizagéo de quatro cargas pontuais, habitualmente utilizada
no FEM quando a malha n&o posssui um né no ponto de aplicacdo da carga (no caso de
elementos de quatro nos).

A equivaléncia estatica entre todas os carregamentos foi preservada.

Nao foi utilizada qualquer simplificacdo de simetria, pois tal implicaria uma descon-
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tinuidade na fronteira, com ébvios prejuizos na solucgéo.

Os resultados obtidos utilizando a abordagem discreta Kompontos de coloca-
caol/lado en = 10 séo apresentadas na figura 6.18.

Estes resultados suscitam 0s seguintes comentarios:

e as solucdes obtidas utilizando a carga circular e hexagonal sdo idénticas. Este facto
resulta da semelhanca da zona de aplicacdo da carga, ver figuras 6.17(c) e 6.17(d),
nas duas modelacoes;

e 0s deslocamentos sdo tanto maiores quanto maior for a concentracéo da carga;

e a modelacéo através de quatro cargas pontuais conduz sistematicamente a resul-
tados inferiores aos obtidos pelas restantes modelacdes, tanto em deslocamentos
como esforgos.

Na tabela 6.9 sdo apresentados os resultados para os deslocamentos Aogiinto
dos para diversas relac;ﬁesgdatravés das duas abordagens no caso da soliciragdoal
1. O nimero de pontos de integracdo (no caso da abordagem continua) utilizados para
a determinac&o do vector que representa a solicitacdo € igual ao numero de pontos de
colocacao (no caso da abordagem discreta).

A solucao de Navier para este caso pode ser obtida fazendo os valaresuden-
derem para zero na expresssao (6.4), obtendo-se a seguinte expressao para os coeficientes
que descrevem a carga [86]:
4P | mmé nmn

Umn = — Sin—= sin —= (6.6)

ondem=1,2,3,...en=1,2,3,....

Os resultados designados avier na tabela 6.9 foram obtidos utilizando 5000 ter-
mos em cada uma das duas direc¢des da série (6.2),gcordado por (6.6).

Apesar de ndo constituir objectivo do presente trabalho a investigacao da taxa de con-
vergéncia de séries trigopnométricas, apresentam-se nas tabelas 6.10 e 6.11 os resultados
obtidos utilizando os métodos de Navier e Lévy, respectivamente, e 0os correspondentes
tempos médios de calculo.

A série de Lévy para este caso encontra-se na referéncia [86], em conjunto com uma
listagem de valores que é reproduzida na tabela 6.11. Alguns dos valores ai publicados,
determinados com um numero desconhecido de termos, séo ligeiramente diferentes dos
agora obtidos com 10 a 5000 termos (em cada direc¢do) no caso da série de Naviere 5 a
50 no caso da série de Lévy.

A determinacao de esforcos no port@ partir das séries mencionadas anteriormente
nao é possivel devido a baixa taxa de convergéncia que estas apresentam.
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Figura 6.18: Laje simplesmente apoiada sujeita a carga concentrada. Resultados para

— b
56—2.
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Mpisc.

Mcont.

3

10

15

20

10

15

20

Navier

10
11
1.2
13
1.4
15
16
17
18
1.9
2.0

0.115837
0.126458
0.135290
0.142491
0.148252
0.152768
0.156215
0.158739
0.160448
0.161408
0.161637

0.116010
0.126682
0.135563
0.142821
0.148668
0.153325
0.157001
0.159882
0.162127
0.163871
0.165225

0.116008
0.126679
0.135560
0.142818
0.148667
0.153328
0.157010
0.159896
0.162146
0.163890
0.165236

0.115987
0.126656
0.135538
0.142798
0.148645
0.153294
0.156950
0.159794
0.161983
0.163656
0.164936

0.116008
0.126679
0.135560
0.142818
0.148666
0.153326
0.157007
0.159892
0.162141
0.163885
0.165231

0.116008
0.126679
0.135560
0.142818
0.148667
0.153328
0.157010
0.159896
0.162146
0.163891
0.165239

0.1160084
0.1266795
0.1355599
0.1428180
0.1486671
0.1533283
0.1570096
0.1598962
0.1621462
0.1638914
0.1652395

Tabela 6.9: Valores de&dw*@™ 4 para laje simplesmente apoiada sujeita a carga pontual

central.

namero de termos eme y

[

10

50

500

1000

5000

10
11
1.2
13
1.4
15
16
17
18
1.9
2.0

0.1153559
0.1259571
0.1347587
0.1419290
0.1476813
0.1522367
0.1558036
0.1585669
0.1606851
0.1622898
0.1634889

0.1159821
0.1266503
0.1355275
0.1427821
0.1486273
0.1532842
0.1569609
0.1598425
0.1620872
0.1638266
0.1651688

0.1160082
0.1266792
0.1355595
0.1428177
0.1486668
0.1533278
0.1570092
0.1598957
0.1621456
0.1638908
0.1652388

0.1160083
0.1266794
0.1355598
0.1428179
0.1486670
0.1533281
0.1558036
0.1570095
0.1621461
0.1638912
0.1652393

0.1160084
0.1266795
0.1355599
0.1428180
0.1486671
0.1533283
0.1570096
0.1598962
0.1621462
0.1638914
0.1652395

Tempo(seg.

2.01

4.01

160.50

647.63

26571.74

Tabela 6.10: Valores obtidos parau®®™ 4 em laje simplesmente apoiada sujeita a carga

pontual central utilizando a série de Navier.
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namero de termos em(Lévy)

L 5 25 50 Ref. [86]
1.0 0.1156092| 0.1159923| 0.1160044| 0.1160
1.1 0.1262802| 0.1266634| 0.1266755 0.1265
1.2 0.1351606| 0.1355438| 0.1355559| 0.1353
1.3 0.1424189 0.1428019 0.1428140, —
1.4 0.1482679| 0.1486510 0.1486631 0.1484
1.5 0.1529290| 0.1533122| 0.1533243 —
1.6 0.1566104| 0.1569935| 0.1570056| 0.1570
1.7 0.1594970) 0.1598800 0.1598921 —
1.8 0.1617470] 0.1621300| 0.1621421] 0.1620
1.9 0.1634922 0.1638753| 0.1638874 —
2.0 0.1648403| 0.1652234] 0.1652354| 0.1651
Tempo(seg. 1.92 2.31 2.53 —

Tabela 6.11: Valores obtidos paraw®®™ 4 em laje simplesmente apoiada sujeita a carga
pontual central utilizando a série de Lévy e Ref. [86].

Uma abordagem alternativa para calcular momentos flectores na vizinhanga do ponto
de aplicacdo da carga é sugerida por Timoshenko e Woinowsky-Krieger. Consiste em
assumir que as tensdes dentro de um circulo de raio pegyesdm(dadas por dois termos:

0 primeiro representa uma laje circular submetida a uma carga central e o segundo envolve
a diferenca entre esta e a laje rectangular.

Os momentos assim obtidos s&o dados por [86]

P
M:ca::_
47
P
Mo =17

(1+v)In

(1+v)In

2a sin —

2a sin —

uss

a_l_l
N

uss

a_l_l
N

P
— (1 -y — -
( v 72)47r’
P
+47r'

(6.7a)

(6.7b)

onde os factores; e v, dependem da relagédo entre os vaos da laje. Em 2.0,

v = —0.042 ey, = 0.023.

Dado que esta abordagem é tanto mais valida quanto menor for odaiaplicacao
da carga, novos testes foram realizados. Os resultados obtidos, para uma fefagao
1.0-107°, sdo apresentados na tabela 6.12.

Para que a comparacédo entre os resultados da abordagem discreta e continua seja
possivel optou-se por utilizar um nimero de pontos de integracédo igual ao numero de

pontos de colocacéo.

Databela 6.12 conclui-se que a solucéo obtida utilizando o presente método apresenta

excelente concordancia com os obtidos pelas expressoées (6.7a) e (6.7b).
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Ml M
m Disc. i Cont. Disc. i Cont.
10 0.116687| 0.116948| 0.121802| 0.122032
15 0.116991| 0.116995| 0.122053| 0.122053
20 0.117001| 0.117001| 0.122050| 0.122051
expressao (6.7 0.117001 0.122054

Tabela 6.12: Valores de/2¢™ 4 e M 4™ 4 para laje simplesmente apoiada sujeita a carga

. o
circular central de raio = 5%.

Representacdes de contorno da solucéo obtida para momentos e densidade de energia
de deformacéo no caso da carga circular utilizando a abordagem continua eoif
séo apresentadas na figura 6.19. As integracdes requeridas para a formagéao do vector que
representa a solicitacdo foram determinadas utilizando 10 pontos de Gauss.

Distribuic&o parabdlica de momentos ao longo de dois bordos paralelos

Considere-se novamente a laje representada na figura 6.1. Admita-se que esta é submetida
a accédo de momentos distribuidas,, (x), ao longo dos dois bordos paralelos ao eixo

Por simplicidade, admite-se que esta ac¢do € simétrica em relacdo ao eixo definido por
y =3

A representacao da distribuicdo de momentos ao longo dos bgrdog ey = a
pode ser feita através da série trignométrica:

> . mrXx
M,,(z) = Z E,, sin 7, (6.8)
m=1,2,3,...
onde ,
2
En =2 / M,, () sin ——dz. (6.9)
0

Neste caso, a solucdo de Lévy é dada por [86]:

mmnx

b? > sin 27
w(x = — ———F,, | o, tanh ay,, cosh
() 272D m—;?) m? cosh (

/

mmy

mmy/

/
N sinh mzy ) (6.10)

b

ondey' =y — § eaq,, = "5*.
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MZL‘CL‘
n l -
0.00
Myy
m U -
0.00
M,
3.92- 1077
- E )
—3.92-107%
dU
- l -
0.00

Figura 6.19: Diagramas de momentos e densidade de energia de deformacéo em laje rec-
tangular simplesmente apoiada sujeita a carga circular central uniforme.
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m || 10wAdmA | ppAdima M?ﬁ/dimA B Mé/dimD _Qﬁi;mB Q.Z‘jg”“
8 0.300215| 0.330539| 0.204071| 0.425258| 0.128990| 0.291163
12 0.300013| 0.329459| 0.204357| 0.437619| 0.129904| 0.266718
16 0.300012| 0.329469| 0.204350| 0.439278| 0.129930| 0.270950
20 0.300012| 0.329469| 0.204350| 0.439753| 0.129830| 0.269863
24 0.300012| 0.329469| 0.204349| 0.439960| 0.129894| 0.270235
Lévy 0.300012| 0.329469| 0.204349| 0.440141| 0.129874| 0.270125

Tabela 6.13: Resultados para laje simplesmente apoiada sujeita a distribuicdo parabdlica

de momentos para = 1.0.

m 10 wAdimA | ppAdim A MﬁdimA _ MgdimD _Q;Z“i;mB Qé‘i;’”“
8 0.601104| 0.377613| 0.460615| 0.431780| 0.134951| 0.150677
12 0.599690| 0.373435| 0.460665| 0.445404| 0.137667| 0.146979
16 0.599717| 0.373601| 0.460618| 0.447569| 0.137078| 0.151923
20 0.599716| 0.373590| 0.460623| 0.448208| 0.137306| 0.150208
24 0.599716| 0.373590| 0.460622| 0.448454| 0.137209| 0.150860
Lévy 0.599715| 0.373590| 0.460622| 0.448689| 0.137241| 0.150677

Tabela 6.14: Resultados para laje simplesmente apoiada sujeita a distribuicdo parabdlica
de momentos para= 1.5.

Impondo quel,,(z) = My + Mz + Msa?, isto é, que a distribuicdo de momentos
tem uma variacdo quadratica, e usando (6.9), obtém-se os seguintes resultados para os
coeficientes da expansao (6.8):

4 M,
O — m=1,3,5,...
mi
, 2b
EM: — L (sinmm — mm cos mm m=1,2,3,...
m 2.2
mam
2b2 M.
E%Q =— 32 (2m7rsinm7r — m?m? cosmm + 2 cos mm — 2) m=1,2,3,...
m3m

Os resultados apresentados nas tabelas 6.13, 6.14 e 6.15 referem-se a uma distribuicao
parabdlica em que o valor do moment), parax = £ vale M e é nulo nas extremidades.

Os testes foram realizados para trés relagﬁegﬁ d& abordagem continua foi a uti-
lizada.

A solucdo de Lévy apresentada foi determinada usando 400 termos. Este numero,
aparentemente elevado, justifica-se devido a lenta convergéndjggde ch. N&o foi
possivel utilizar mais termos devido a problemas numeéricos com as funcdes hiperbdlicas
envolvidas.
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m 10 Adim A [ g Adim A M;;dimA B MﬂgdimD _Qﬁj;mB Q?j;’”"
8 0.888146| 0.373601| 0.638916] 0.418175| 0.126057| 0.930055
12 0.883942| 0.366340| 0.637269| 0.414570| 0.126037| 0.901601
16 0.884046| 0.366745| 0.637205| 0.417208| 0.126078| 0.936805
20 0.884041| 0.366719| 0.637214| 0.417907| 0.125993| 0.929351
24 0.884041| 0.366720| 0.637213] 0.418056| 0.126092| 0.929530
Lévy | 0.884042| 0.366720| 0.637213| 0.418175| 0.126057| 0.930055

Tabela 6.15: Resultados para laje simplesmente apoiada sujeita a distribuicdo parabdlica
de momentos para = 2.0.

Mais uma vez se pode constatar o excelente desempenho da solucdo homogénea poli-
nomial na modelagcédo do campo de deslocamentos e esforcos em problemas de lajes finas.

Representacdes de contorno da solucao obtida utilizando a abordagem continua com
m = 10 eg = 1.5 sao apresentadas nas figuras 6.20 e 6.21.
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Carga bilinear

Atente-se na laje rectangular simplesmente apoiada submetida a carga bilinear represen-
tada na figura 6.22.

Considere-se a carga,é expressa no referencial global pot, y) = po + p1z + p2y.
Os coeficientes,, ,, que descrevem a carga no método de Navier sdao dados por

4 §+3 n+g
Ay = — / (po + p17 + pay) sin mre sin Yy dy dz, (6.11)
Clb 5_% 77_% b a

onde as constantes v, £ en tem o significado indicado na figura 6.6.

A avaliacdo de (6.11) conduza,, = al?,, + ah:,, + a2, ondeal?, € dado por (6.4)
comP = uwvpy. Os restantes termos séo dados por:

ab! Sp1 sin 2 gin Y 19p cos me sin Y
mn T 3.2
mm2n a 2a b 20
. mmé | mTu mmé mmu
+2&m sin sin — UM cos coS ,
b 2b b 2b

ab? = f b2 5 sin mmé sin 1Y [Qa cos T i Y

T mn b 2b a 2a

. nmn . nmav nmw nmwv
+2nnm sin — sin —— — v NI COS —— COS — | .
a 2a a 2a

Na tabela 6.16 encontram-se os resultados obtidos no centro da laje para diversas
relacdes de vaos. A discretizacdo utilizada consistiu numa Unica regidao com quatro lados
rectos, figura 6.2(b).

A solugcéo de Navier foi determinada utilizando 500 termos em cada direcgdo. A
abordagem discreta foi utilizada com dois valores para o grau maximo da expansao:
10 em = 30.

A solicitacdo foi modelada através de duas cargas linearmente variaveis distribuidas
em superficie poligonal, neste caso rectangular.
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8

E vt

Figura 6.22: Laje rectangular simplesmente apoiada submetida a carga bilinear.
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_ N
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Figura 6.23: Geometria para laje rectangular encastrada.

Os resultados obtidos utilizando o presente método mostram uma perfeita concordan-
cia com os obtidos pela série de Navier tanto em deslocamentos como em momentos
flectores.

6.2.2 Encastrada

Carga uniformemente distribuida

Considere-se a laje encastrada representada na figura 6.23,-endésta foi analisada
com funcbesegularese singulares cujas discretizacdes se encontram nas figuras 6.24(a)
e 6.24(b), respectivamente. Tirou-se partido da dupla {simples} simplificacdo de sime-
tria nos casos de utilizacdo de func@egulares{ singulare$ ao nivel da geometria da
estrutura.

Na realidade o termsingularindica, neste caso, que foi utilizado uma solucao ho-
mogénea que satisfaz a equacéo diferencial governativa bem como algumas das condi¢des
de fronteira (neste caso as dos bordos adjacentes ao ponto onde € cestradas-
dade do problema. Esta solu¢do ndao contém, no entanto, nenhum termo singular como
se poder& concluir a partir do valor da primeira raiz da equacao transcendente associada
a este caso.

Para a segunda discretizacéo é necessario determinar as raizes da equacao transcen-
dente (caso 1) que consta da tabela 4.1, pagina 51. Dado que apenas os modos de defor-
macao simétricos sdo relevantes para o caso em estudo é conveniente colocar a referida
equacéo na forma (6.12):
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1 1 2 x x
@® :
4 2
¢ O
4 3 3
A vy
(a) Discretizacao usando fun¢des regula- (b) Discretizagédo usando fungBes singu-
res lares

Figura 6.24: Laje rectangular encastrada. Discretizac¢des utilizadas.

(sin 2A\0y + Asin 26y) (sin 206y — Asin 26,) = 0. (6.12)

As raizes extraidas do primeiro {segundo} termo originam modos de deformacao simétri-
cos {antisimétricos}. Estes ultimos foram excluidos da expansao do campo de desloca-
mentos, sendo assim imposta a simetria em relacéo ad elxdigura 6.23.

Neste caso as raizes ndo dependem do valor do coeficiente de Poisson pois apenas
estdo envolvidas condi¢des de fronteira cinematicas.

As referidas raizes sdo determinadas usando o método de Muller, de acordo com o
exposto no capitulo 5, subsecc¢éo 5.5.3, pagina 61.

Na tabela 6.17 encontram-se listadas as primeiras 12 raizes para cada modo, neste
caso todas complexas.

As raizes\ = 0 e A = 1 séo excluidas pois ndo satisfazem a limitacao fisica que
determina quev e %—1: permanecam finitos quanao— 0.

As integrac6es na abordagem continua utilizando fungdes regulares séo determinadas
exactamente, para a precisdo numéerica utilizada.

Ao utilizar a abordagem continua, na segunda analise, € necessario integrar as
solucbes homogénea e particular. O numero de pontos de integracao utilizados foi 50.
Testes efectuados indicam que este valor é suficiente para determinar excelentes aproxi-
mac0Oes dos integrais a efectuar, para a precisao pretendida.

Nas tabelas 6.18 e 6.19 encontram-se 0s resultados obtidos para a discretizacdo usando
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Modo de deformacéao
Simétrico Antisimétrico
Ry Sk R S
2.739593356324596 1.11902453434241V 4.808250761274225 1.46392812169833
6.845135158415644 1.681634695817452 8.868825977288248 1.84238398891404
10.885552350111791.97019949704472512.89809091110336 2.07641581291255
14.90789080321011 2.167332596071205 16.91579046255449 2.24682803434650
18.92231199067750 2.317464557906288 20.92779902985394 2.38102585419159
22.93248780049759 2.438804427472491 24.93654646921208 2.49176728587699
26.94009826411157 2.540657033975491 28.94323570150318 2.58605646493947
30.94602969173512 2.628431430087338 32.94853556387525 2.66816021386032
34.95079716681093 2.705554217058773 36.95284973073052 2.74087286604508
38.954721907375592.774334582167356 40.95643725287214 2.80612499931756
42.95801532397595 2.836403219258446 44.95947250101218 2.86530664184122
46.96082261423251 2.892954743051349 48.96207742655331 2.919452064634231

©CO~NOOOADWNROT

[EEN
o

= 01V UOroyr oOroo o O N/ N

[EEN
[EEN

Tabela 6.17: Primeiras raizes da equacéo transcendente para o caso encastrado-encastrado
parad, = 45°.

fungdes regulares e singulares, respectivamente. Para facilitar a comparagéo de resultados
€ indicado o numero de graus de liberdade (G. L.) em cada teste.

As funcdessingularestém um desempenho bastante superior aoreasares De
salientar que em ambasi %™ 4 converge para um valor ligeiramente inferior ao de
referéncia (Timoshenko e Woinowsky-Krieger) que por sua vez foi confirmado com uma
solucao utilizando o FEM com uma malha suficientemente refinada. Note-se que, devido
a simplificacéo de simetria, os resultados sdo determinados em pontos localizados na
fronteira, onde os erros sao, em geral, superiores.

Representacdes de contorno da solucao obtida utilizando a abordagem continua com
fungdessingularese m = 6 sdo apresentadas nas figuras 6.25, 6.26 e 6.27.
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100 wAdimA 10 MﬁdimA _10 fodimB
m | G.L.| Cont. Disc. Cont. Disc. Cont. Disc.
7 28| 0.14166| 0.14497| 0.23814| 0.24877| 0.60115| 0.61162
8 32| 0.13072| 0.12878| 0.25262| 0.24381| 0.52125| 0.51859
9 36| 0.12693| 0.12746| 0.22907| 0.23121| 0.51048| 0.51197
10 40| 0.12636| 0.12648| 0.22803| 0.22838| 0.51201| 0.51214
11 441 0.12653| 0.12636| 0.22953| 0.22899| 0.51202| 0.51138
12 48 | 0.12645| 0.12644| 0.22850| 0.22876| 0.51254| 0.51232
13 52| 0.12653| 0.12651| 0.22928| 0.22905| 0.51426| 0.51397
14 56 | 0.12652| 0.12653| 0.22893| 0.22902| 0.51406| 0.51408
15 60 | 0.12653| 0.12653| 0.22909| 0.22903| 0.51323| 0.51340
Ref. [86] 0.126 0.231 0.513

Tabela 6.18: Resultados para laje quadrada encastrada utilizando fungdes regulares.

100 wAdzmA

10 MAdzm A

—10 MAdzm B

G.L.

Cont.

Disc.

Cont.

Disc.

Cont.

Disc.

oA wN3

6
8
10
12
14

0.11577
0.12627
0.12623
0.12648
0.12648

0.12816
0.12664
0.12625
0.12676
0.12637

0.20358
0.23431
0.22591
0.23012
0.22842

0.23776
0.22421
0.23130
0.22835
0.22882

0.48047
0.50926
0.51294
0.51305
0.51320

0.51374
0.51398
0.51331
0.51327
0.51336

Ref. [86]

0.126

0.231

0.513

Tabela 6.19: Resultados para laje quadrada encastrada utilizando fung@es singulares.
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Laje com abertura circular

Considere-se uma laje semelhante a representada na figura 6.23=cPme uma aber-

tura central circular de raiesubmetida a carga uniformemente distribufdalal como
discutido no capitulo 4, a abertura induz o aparecimento de uma singularidade na fronteira
interior da peca.

A discretizacdo adoptada na analise efecu@d indicada na figura 6.2(b), onde o
campo de deslocamentos especifico para este tipo de problemas é dado no apéndice B.
Né&o foi utilizada qualquer simplificacéo de simetria da estrutura.

A comparacao com a solucao obtida empregando um programa comercial de elemen-
tos finitos foi realizada. Para esta foi utilizado o elemento de laje que é disponibilizado
pelo programa de calculo automatico de estruturas SAP 2000 [13], o DKQ [6].

Duas discretizagbes de (malha A) e12 500 (malha B) elementos finitos DKQ com
36 e 37550 graus de liberdade (GL), respectivamente, foram elaboradas para o caso de
c = {5- Nestas duas analises foi efectuada dupla simplificacdo de simetria.

Os resultados obtidos para = g encontram-se nas figuras 6.28 e 6.29. Para os
esforcos, no caso dos resultados fornecidos pelo FEM, a média nodal foi determinada. A
solucdo do presente método foi determinada atraveés abordagem discreta o),
originando um problema codV graus de liberdade.

A solucéo obtida com a malha A afasta-se significativamente das restantes. A solucéo
obtida com a malha B é semelhante a obtida pelo presente método, excepto para esfor¢os
transversos. Note-se que em ambas as solucdes obtidas pelo FEM o esforco transverso
Q. ndo é nulo no eixo de simetria. Para= &, y = T5a tem-se:100 wiid, = 0.25366 e
100 wedim - = (0.25377.

A solucao obtida utilizando a abordagem discreta cors 10 ec = ‘j—g € represen-
tada nas figuras 6.30 e 6.31.

6.2.3 Encastrada-apoiada-livre-apoiada

Considere-se a laje encastrada-apoiada-livre-apoiada representada na figura 6.32 sub-
metida a carga uniformemente distribuigia,A discretizacao adoptada € a indicada na
figura 6.2(b). Nao foi utilizada qualquer simplificacéo de simetria da estrutura.

Apenas a abordagem continua, utilizando funcdes regulares, foi empregue.

Os valores expostos na tabela 6.20 foram obtidosipatralb (resultando, entdo, um
sistema com 60 graus de liberdade) e foram comparados com a referéncia [86]. Note-se
que a fim de facilitar a referida comparacé&o nao foi utilizada a adimensionalizac&o habit-
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0.30 0.35 0.40
£
3
3
3

o :
S 0.20 +

0.25 + — DKQ(37550GL)

g — DKQ(36GL)
0.30 — Trefftzm = 10, 10 PC
0.35 +
(a) Deslocamento transversai?@.
]
a
0.0 0.05 0.10 0.15 0.2 0.25 0.30 0.35 0.4

—0.4 T

—0.2
£ i
S i
S § 0.0 T

M

10

— DKQ(37550GL)

o4 I — DKQ(36GL)
[ — Trefftzm = 10, 10 PC
0.6 1
(b) Momento flector segundg M2d™,
y
a
0.0 0.05 0.10 0.15 0.2 0.25 0.30 0.35 0.4
-1.0 T
s T —— DKQ(37550GL) '
§ —06 L — DKQ(36GL)
RE : — Trefftzm = 10, 10 PC
2 —0.4 |
@) r
o2
0.0
0.2 +

(c) Momento flector segundo, M &,

Figura 6.28: Campo de deslocamento e diagramas de momentos flectores :paga
em laje rectangulafb = 2 a) encastrada com abertura circular cen(r:aJ: %) Sujeita a
carga uniformemente distribuida.
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0.03T
0.021 —— DKQ(37550GL)
g — DKQ(36GL)
e 0.01F — Trefftzm = 10, 10 PC
s / L
38 o.o0—+74+-—+-—+-—+—+—+—-—"++—+—+=+—+—+—"p4—r———————
<
—0.014
—0A02f /
—O.O?rE
0.00 0.05 0.10 0.15 :[}).20 0.25 0.30 0.35 0.40
a
(a) Esforco transversa@),.
0.6 T
o \
0.2 1
£ i
S i
S O<07“““““““‘“““““““““
& i
—0.2 1 —— DKQ(37550GL)
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Figura 6.29: Diagramas de esforco transverso paﬁag em laje rectangulafh = 2a)
encastrada com abertura circular cen(r(alz %) sujeita a carga uniformemente dis-

tribuida.
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2.27 - 101
0.00
M:L‘:D
1.63-10~72
0.00
—5.63-107%
Myy
T —— 4.18-107%
—5.85 107
M,
1.05-10~72
0.00
—1.05-107%

Figura 6.30: Campo de deslocamentos e diagramas de momentos em laje rectangular
(b = 2a) encastrada com abertura circular cenfa= 2¢) sujeita a carga uniforme-
mente distribuida.
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O
4.90 - 101
0.00
—4.90 - 101
6.60 - 107
0.00
—6.60 - 107
Qq
4.75 - 1071
s
0.00
—4.75 - 101
Qy
Vel
( 0.00
| . |
—4.26 - 101

Figura 6.31: Campos de rotacdes e diagramas de esforgo transverso em laje rectangular
(b = 2a) encastrada com abertura circular cenfra= 2¢) sujeita a carga uniforme-
mente distribuida.
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N

yv E,V,t

Figura 6.32: Laje rectangular encastrada-apoiada-livre-apoiada.

ual neste trabalho.

Os resultados obtidos mostram que a combinacao de diversas condi¢des de fronteira
nao efectam significativamente a qualidade dos resultados.

O resultado obtido para/,, e 7 = 3 € uma fraca aproximagéo do resultado exacto.
Este facto deve-se a elevada relacéo entre vaos. Este valor pode ser melhorado utilizando
um maior nimero de funcées, por exemplo, para: 25 obtém-sel/,,, = 0.124799 pb°.

Nas figuras 6.33 e 6.34 encontram-se representadas, para diversas relacdes de vaos
7, as solugdes par#/,., e M,,, respectivamente. Os valores extremos utilizados nestes
diagramas encontram-se na tabela 6.21. Como habitual, as céres azul e vermelho indicam
o valor maximo e minimo, respectivamente.

De uma forma grafica pretende-se mostrar a influéncia das extremidades na flexao
da laje. Os limites da flexdo cilindrica sdo particularmente visiveis na representacédo do
diagrama de momentos torsores. Destaque-se a maior influéncia do bordo encastrado no
comportamento global da estrutura, relativamente ao bordo livre.

As diregoes principais de flea® a deformada para o case- 2 sdo apresentadas nas
figuras 6.35 e 6.36, respectivamente. No primeiro caso a peca € representada com uma
rotagcao em torno do eixode —90°.

6.2.4 Vigas de bordadura

Considere-se a laje representada na figura 6.37, brde:, submetida a carga unifor-
memente distribuidgg. O apoio elastico uniformemente distribuido tem propriedades
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P T N7
7 Trefftz Ref. [86] Trefftz Ref. [86] Trefftz Ref. [86]
0 — 0.125 22 — 0 — 0.500 pa’
1 10.09398 72" 009472 | 0.007837b> 0.0078b? | 0.42788a>  0.428 pa?
11 0.0582222°  0.0582 22 | 0.02930p0%  0.02903702 | 0.318927a>  0.319pa?
2 1 0.03354 22" 0.0335 22 | 0.055877b% 0.0558pb* | 0.22693pa>  0.227 pa?
100112322 0.011322° | 0.09704pb> 0.09727b* | 0.11836pa2  0.119 pa’
310014152 0.0141 2% | 0.12340p6% 0.123p6% | 0.12307pb>  0.124 5
2 | 0.014942%  0.0150 2% | 0.13058b> 0.131p6% | 0.12301p62  0.125pb?
3 10.015202%  0.01522 | 01319970 0.1337b* | 0.11634p0>  0.125 b
00 — 0.0152 2 — 0.133 502 — 0.125 pb?

Tabela 6.20: Resultados para laje rectangular encastrada-apoiada-livre-apoiada sujeita a
carga uniformemente distribuida.

M, (Figura 6.33) M,, (Figura 6.34)
7 Max. Min. Max. Min.
$1954-107% —143-1072[1.17-1072 —1.17-107°
£1559-107% —3.03-1072 | 2811072 —2.81-10"2
119.70-107% —3.55-10"%|3.18-1072 —3.18-1072
21123-100" —3.69-1072|3.31-107 —3.31-1072
2(131-107" —3.68-1072|3.30-1072 —3.30-1072
3/1.32-107" —349-107%(2.95-107% —2.95-102

Tabela 6.21: Valores extremos utilizados nos diagramas de momeihtodigura 6.33)
e M,, (figura 6.34).
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3
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[SIs]

Figura 6.33: Diagrama de momentbs,, em laje rectangular encastrada-apoiada-livre-
apoiada sujeita a carga uniformemente distribuida para diversas relagGes ge vaos
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T
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Figura 6.34: Diagrama de momentos,, em laje rectangular encastrada-apoiada-livre-
apoiada sujeita a carga uniformemente distribuida para diversas relagdes ge vaos
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S+ x XX X N N N Y Yy
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——— - v+t PP E PR
o e TARE IR ST S TS SIS T TS S S S S S S O
o AN S S S S S S S S S S S S
e A2 2 T S S S S SN S SR S S S
T S S S A A S A S S N S A S A S

Figura 6.35: Direcc¢Oes principais de flexdo em laje rectangular encastrada-apoiada-livre-
apoiada sujeita a carga uniformemente distribuida pare.

Figura 6.36: Deformada em laje rectangular encastrada-apoiada-livre-apoiada sujeita a
carga uniformemente distribuida pdra= 2.
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E’U7 V’U) I’U) J’U

EU? V’U? I’U? J’U

I
|
|
:
|
a ! Al‘ E vt
|
|
|
|
|

7Y

Figura 6.37: Laje rectangular com dois bordos simplesmente apoiados e dois bordos
apoiados elasticamente.

E,=FE,v,=v,J,=0el, = %. O factor adimensional € proporcional a rigidez
de flexdo da viga. Para= 0 {\ = oc} obtém-se a laje apoiada-livre-apoiada-livre {laje
simplesmente apoiada em todos os bordos}.

A solucéo para esta situacao é dada na referéncia [86]. Verificou-se que alguns dos val-
ores numericos ai publicados apresentam erros significativos. Os resultados apresentados
na tabela 6.22 foram calculados utilizando os primeiros 110 termos da expressao (6.13):

/ /

_b4 [e.e] 4 /
w=2 Z (ﬁ + A,, cosh mry + B, MY sinh 7Y ) sin 0% (6.13)
AL \Tmm b

D < b b b
onde
4 = 4 v(1+v)sinha,, —v(l —v)a, cosh a,,, — mm (2 cosh vy, + vy, sinh )
™ dmb (3 +v)(1 — v)sinh oy, cosh a,, — (1 — )20, + 2ma\ cosh? a,,
B — 4 v(1 — v)sinh a,, + mm A cosh ay,

7™m® (3 4+ v)(1 — v) sinh a,, cosh oy, — (1 — 1)2a,, + 2m7A cosh? ayy,

coma,, = "5 ey =y — 3.

Os valores expostos na tabela 6.22 foram obtidos empregando a abordagem discreta
comm = 80 (resultando um sistema de 640 equacdes a 320 incognitas). Este valor,
aparentemente elevado, foi escolhido para testar a robustez do algoritmo.

Os valores apresentados para oo foram, tanto para &ériecomo para o método
deTrefftz determinados para uma laje com todos os bordos simplesmente apoiados.
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10 w @A MeTmA 10 Mg A
A Trefftz Série Trefftz Série Trefftz Série
oo | 0.0406235 0.04062350.0478864 0.04788640.4788638 0.478863
100.0| 0.0409014 0.04090960.0481166 0.048123R20.4782206 0.478202
80.0| 0.0410204 0.04098090.0482143 0.04818220.4779507 0.478037
60.0| 0.0410785 0.04109940.0482634 0.04828080.4778101 0.477764
40.0| 0.0413001 0.04133540.0484471 0.048475[70.4772965 0.477218
20.0| 0.0420246 0.04203610.0490465 0.04905590.4756243 0.475598
10.0| 0.0433936 0.043405B80.0501798 0.05018930.4724605 0.472434
6.0 | 0.0451519 0.04516650.0516355 0.05164730.4683967 0.468364
4.0 0.0472658 0.04727080.0533853 0.05338930.4635128 0.463501
2.0| 0.0530008 0.053006[70.0581326 0.05813740.4502612 0.450248
1.0 | 0.0623994 0.06240380.0659115 0.065915[10.4285509 0.428541
0.5| 0.0757169 0.0757200.0769314 0.07693440.3978038 0.397795
0.0] 0.1309368 0.13093680.1225454 0.12254540.2707821 0.270782

P OTIOINN N OO 0r o o or o

Tabela 6.22: Resultados no centro para laje quadrada com apoios elasticos em dois bordos
paralelos sujeita a carga uniformemente distribuida.

Observando a tabela 6.22 conclui-se que o desempenho neste exemplo é excelente.
Este facto advém da utilizagéo de = 80. Note-se que para os dois testes onde o
parametro\ estd ausente (ou € considerado indirectamente) os valores obtidos pelos dois
métodos sdo iguais (para a precisdo mostrada).

Na figura 6.38 representam-se graficamente os resultados da tabela 6.22.

6.3 Lajes circulares

Apesar da sua reduzida aplicacdo pratica, os seguintes testes em lajes circulares séo real-
izados devido a dois factores:

e averiguacao do desempenho das fungdes-T na modelagéo de fronteiras curvas;

e existéncia de solugdes analiticas sob a forma de expressdes algébricas simples, o
gue facilita a comparacao com os resultados exactos.

6.3.1 Encastrada

Considere-se a laje circular encastrada deaagspessura= ;, médulo de elasticidade
E e coeficiente de Poissanrepresentada na figura 6.39.
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0.15 T
X
—Trefftz (m = 80)
< 0.10
-§ + Série-expressao (6.13)
[S]
3
o 0.05 1
i r K
000 b !
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
A
(a) Deslocamento transversai?®m™ 4,
0.14 T
0.12 X
—<Trefftz (m = 80)
0.10 , . ~ A
; + Série-expressao (6.13)
ég 0.08
0.06 &‘k
04047“"?“"?‘“‘?““?‘“‘?‘“‘?““?““?““?““?
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
A
(b) Momento flector segundg Madim A,
0.50 T
045 £
- —<Trefftz (m = 80)
E 0.40 o ~ ,
8 5 + Série-expressao (6.13)
IS]
Em 0.35
)
—
0.30
X
0.25 B e B B e ) B |
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
A

(c) Momento flector segundng, Mgg“nA_

Figura 6.38: Resultados no centro para laje quadrada com apoios elasticos em dois bordos
paralelos sujeita a carga uniformemente distribuida.
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E vt

Yy

Figura 6.39: Laje circular encastrada.

As condicdes de fronteira (no sistema local de coordenadas) sao:

w|,_, =0, (6.14a)
dul - _y (6.14b)
an r=a

Carga uniformemente distribuida

A solucéo exacta para o deslocamento transversal para o caso de uma carga uniforme-
mente distribuidgy é [86]:

wP = ——(a® —r?)?, (6.15)
onder? = 2% + 12,

Tratando-se de flexdo simétrica em laje circular os esfal¢gse )y sao nulos, bem
como a rotacaé,.

Os momentos flectore®!/, e My sdo, dados pela substituicdo de (6.15) em (2.27a)
e (2.27b), respectivamente.

[@*(1+v)—r*(3+v)], (6.16a)

[@*(1+v) —r*(1+3v)]. (6.16b)
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VH

Figura 6.40: Laje circular encastrada. Discretizacdo para carga uniformemente dis-
tribuida.

A discretizagdo utilizada consiste numa unica regido com 3 lados, dois rectos e um
splinecubico. Tal como indicado na figura 6.40 tirou-se partido da simplificacéo de sime-
tria.

Os testes apresentados foram realizadospata10. Os resultados obtidos para os
trés tipos de esquemas de colocacao descritos no capitulo 5, seccéo 5.5.4, pagina 61 sao
confrontados. A tabela 6.23 resume os resultados.

E notdrio que a precisdo da solugdecrescesignificativamente com aumentodo
namero de equacdes. Este facto esta relacionado com 0 aumento do niumero de condicéo
da matriz do sistema quando se aumenta o numero de equacdes.

N&o existem diferencas relevantes entre os resultados obtidos para os diversos esque-
mas de colocacéo.

Na figura 6.41 sdo comparados os resultados para 10 com 10 pontos de co-
locacéo por lado com a solugcédo exacta. A colocacéao foi imposta nos pontos de Gauss.
Constata-se que as solugdes sdo muito semelhantes.

Abertura circular central

Considere-se agora que a laje circular encastrada possui uma abertura circular central de
raiob < a. A solicitacdo é a mesma do exemplo anterior e, de resto, a Unica que foi
apresentada no capitulo 4 para esta situagao.

A solucdo exacta para este caso é dada pela sobreposicdo de trés termos: a
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r
a
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
0.00 + |
0.02 T
004 =
;§ 0.06 -
@S 0.08 -+
o o010 —+
o2
' E — expressao (6.15)
0.14
0.16 — Trefftzm = 10, 10 PC/lado |
018 +
(a) Deslocamento transversai?@”,
—0.14
—0.12 o
—0.10 7 —— expressao (6.16a)
—0.08
—0.06 - — Trefftzm = 10, 10 PC/lado
—0.04
S ooz
S
S« 0.00
E 0.02
0.04
0.06 ’_’—/
0.08
0.10
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
T
a
(b) Momento flector segundty Madim,
—0.6
—0.4 —— expressao (6.16h)
—0.2 —— Trefftzm = 10, 10 PC/lado /
0.0 1 1 |

SRS

(c) Momento flector segundg Mg,

Figura 6.41: Resultados para laje circular encastrada sujeita a carga uniformemente dis-
tribuida.
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Esquema Col. | n.y 7717;9““(:":5 10wedmA | 10MedmA [ — pfadim B _10Mg4m B
7 1.05| 0.15681 0.815 0.128 0.370

9 1.35| 0.15460 0.803 0.125 0.365

Gauss 11 1.65| 0.14318 0.707 0.109 0.321

13 1.95| 0.11789 0.542 0.086 0.435

15 2.25| 0.11647 0.530 0.093 0.259

7 1.05| 0.15671 0.814 0.127 0.366

9 1.35| 0.15582 0.809 0.127 0.374

1+42+...+n 11 1.65| 0.15280 0.766 0.118 0.323
13 1.95| 0.13454 0.643 0.106 0.290

15 2.25 0.12901 0.606 0.101 0.279

7 1.05| 0.15661 0.814 0.128 0.370

9 1.35| 0.15211 0.787 0.124 0.343

1+224+...+n%| 11 1.65| 0.12103 0.572 0.087 0.235
13 1.95| 0.11723 0.556 0.088 0.242

15 2.25| 0.09934 0.442 0.079 0.225

Exacta 0.15625 0.813 0.125 0.375

Tabela 6.23: Resultados para laje circular encastrada sujeita a carga uniformemente dis-
tribuida.

solucéo para laje circular encastrada sem abertura submetida a carga uniformemente dis-
tribuida (6.15) e solu¢Bes para laje circular encastrada com abertura circular submetida a
momento flector uniformé/, e esforgo transverso unifornig no contorno da abertura
circular.

Este método foi utilizado por Timoshenko e Woinowsky-Krieger [86] em laje circu-
lar simplesmente apoiada com abertura circular submetida a carga uniformemente dis-
tribuida. Aplicando a mesma metodologia para a presente situacao conclui-se (6.17):

w = wP 4+ wo 4+ w, (6.17)

ondew? é dado pela expresséo (6.15),

2
W= _S e ey (6.18)
4 a
com
b2
Cy = 2M,
! "DR2(1+v)+a2(1—v)]
b2

= —a’M,
Co= =M e T T = o)
03 _ CL2M0 b2

2 DP*(1+v)+a*(1l—v)
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Figura 6.42: Discretizacao para laje circular encastrada com abertura circular.

e
bQor? r Cyr? r
Qo _— _ _ — — .
w = (m - 1) = Caln= + Gy, (6.19)
com
20°In 2(1 +v) + (b —a®) (1 — v
C = b0 a(z )+ ( : ) ( )7
2D 0*(1+v) 4+ a?(1 —v)]
m2(1+v)+1
— _b3 2 a
¢ TS BRI+ 0] + 2 = )
s — ba2Q0b2(3 +v)+a?(1—v)+20*In2(1+v)
8D [B?(1 +v) + a?(1 —v)]
O valor do momento flector uniformed, = —£ [a*(1 +v) — v*(3 + )] e para o es-
forco transverso uniforme tem-§g = —%b.

A discretizacao utilizada esta representada na figura 6.42. A solucao especifica para
aberturas circulares, tal como descrito no capitulo 4, subseccéo 4.3.3, pagina 52, foi em-
pregue.

Nas tabelas 6.24 e 6.25 sdo apresentados os resultados obtidos nos pontos A e B
localizados nas fronteiras estatica e cinematica (ver figura 6.42), respectivamente, para

b — 0.3. O nimero de pontos de colocacao {integracéo} por lado utilizados na abordagem

a

discreta {continua} é igual au.

Os resultados estédo de acordo com a solugéo exacta, apesar de exibirem uma qualidade
inferior a revelada em lajes de forma rectangular.

Tal como anteriormente, ndo foram encontradas diferencas significativas entre os re-
sultados das duas abordagens.
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10 edim A 10 Mgdim A
m | Nequagses| G.L. | Cont. Disc. | Cont. Disc.
2 16 10| 0.1330 0.1330 0.7830 0.7830
4 32 18| 0.1321 0.1321 0.7806 0.7806
6 48 26| 0.1321 0.132Q0 0.7809 0.7803
8 64 341 0.1321 0.1321 0.7808 0.7806
10 80 42 1 0.1321 0.1321 0.7808 0.7806
Exacto 0.1316 0.7776

Tabela 6.24: Valores de*™4 e Mg%mA para laje circular encastrada com abertura
circular sujeita a carga uniforme.

_M;zdsz _10 Mgdsz
m | Nequagses] G.L. | Cont. Disc. | Cont. Disc.
2 16 10| 0.1133 0.1133 0.3376 0.3376
4 32 18| 0.1118 0.1118 0.3331 0.3331
6 48 26| 0.1114 0.1118 0.3316 0.3333
8 64 34| 0.1133 0.1138 0.3382 0.3400
10 80 421 0.1133 0.1139 0.3381 0.3403
Exacto 0.1135 0.3405

Tabela 6.25: Valores d&/e@m? e Mg¥m B para laje circular encastrada com abertura
circular sujeita a carga uniforme.

Na figura 6.43 encontra-se os resultados para- 10 com 10 pontos de colocacao
por lado para diferentes valores da relagéio

Pode observar-se que quando a rela§€ctecresce o0 momento flectdr, aumenta
consideravelmente.

Representacdes de contorno da solugéo obtidag:)afeﬂ.?) utilizando a abordagem
discreta coml0 pontos de colocagao/ladore = 10 sao apresentadas na figura 6.44.
Nesta figura pode avaliar-se a excelente qualidade da aproximacaosplmescubicos
proporcionam na modelacéo da fronteira.

Tratando-se de flexdo simétrica em torno do centro da estrutura, t¢m=sé, para
y=20,0p =0, M, = M,, paray = 0, My = M,, paraxr = 0, M, = 0, ), = @), para
y=0eQy=0.
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Figura 6.43: Resultados para laje circular encastrada sujeita a carga uniformemente dis-

(c) Momento flector segundg Mg,

tribuida para diferentes valores da rela¢éo
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Carga concentrada

A solucéo exacta para o deslocamento transversal para o caso de uma carga concentrada,

P, aactuar no centro é [86]:

—— 7o f+ P
“ 8D %4 16D

. 7 . P 2
O deslocamento na origem € dado fpor, o w = 5 5a”.

w

(a®>=71%). (6.20)

Os momentos flectore¥,. e M, para pontos afastados do ponto de aplicacao da carga
séo, assim, dados por:

[(1 + ) ln; - 1} (6.21a)

[(1 +)m - y] (6.21b)

r

No centro da laje os momentos flectores podem ser calculados, assumindo que a carga
se encontra distribuida dentro de um circulo de raio pequénpa [86]:

P a (1-v)?
Mmdm = H |:(]. + V) hlg - T:| . (622)
O esforco transversQ, é obtido substituindo (6.20) em (2.28a).
P
Q= —— (6.23)
27r

A laje foi discretizada numa Unica regido com quatro lados iguais. Estes sao definidos
por splinescubicos. Nao foram utilizadas simplificac6es de simetria.

Duas modelacdes para a carga foram utilizadas:

1. carga pontual;

2. carga uniformemente distribuida em zona circular de raio pequeno

A segunda foi apenas utilizada para calcular momentos flectores no centro da laje.

Os resultados obtidos usando a primeira modelacdo encontram-se nas tabelas 6.26
e 6.27.
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10 wadzm A _ Qadzm B
Nequacses| G.L. | Cont. Disc. | Cont. Disc.
8 410.19826 0.19826 0.15915 0.1591%

24 12| 0.19923 0.19942 0.15915 0.15915
40 20| 0.19925 0.19921 0.15268 0.15374
Exacto 0.19894 0.15915

O w RS

Tabela 6.26: Valores de*™4 e Q™5 para laje circular encastrada sujeita a carga
central pontual.

—10 Mgdsz _10Mézdsz
Nequagses| G.L. | Cont. Disc. | Cont. Disc.
8 410.79756 0.79756 0.24052 0.24052

24 121 0.79502 0.79452 0.23798 0.23748
40 20| 0.78015 0.78269 0.23171 0.23279
Exacto 0.79577 0.23873

O w RS

Tabela 6.27: Valores d&/¢%m 5B e MgdmB para laje circular encastrada sujeita a carga
central pontual.

Saliente-se a boa aproximacao conseguida com apenas quatro graus de liberdade (os
trés termos de corpo rigida, = e y e o termor?). Na realidade as rotacdes de corpo
rigido ndo contribuem para a solucao (o referencial local onde sao efectuados os calculos
tem origem no centro de gravidade) e os pesos associados que resultam na solugdo séao
apenas residuos numericos, logo na realidade trata-se de dois graus de liberdade.

Os resultados obtidos usando a segunda modelacdo encontram-se na tabela 6.28, onde
o resultado exacto foi determinado por 6.22. Tal como no caso da laje rectangular os
valores obtidos para os momentos flectores estdo de acordo com a solucao analitica.

A perfeita concordancia entre as solucdes exacta e numeérica ao longo de um raio &
evidente na figura 6.45. Estes foram determinados utilizando a abordagem discreta com

10 pontos de colocacgéo/ladone = 10. A primeira modelacdo para a solicitacao foi
empregue.

M;zdim A - MgdzmA
10 10
nequagaes G. L. Cont. DISC.
8 41 0.119084 0.11908:¢

24 12| 0.119110 0.119114%
40 20| 0.119110 0.11910¢
Exacto 0.119102

G w RS
O U 4=

Tabela 6.28: Valores d&/@m4 e Mg4mA4 para laje circular encastrada sujeita a carga

central distribuida num circulo de raic= To505 -
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& 0.20 A
0.25 / — Trefftzm = 10, 10 PC/lado
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0.35 */

0.40

adim

M

Qlﬁp

(b) Momento flector segundy M adim,

< 020 / ——expressao (6.21b)
0.25 / — Trefftzm = 10, 10 PC/lado

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

ISH e

(c) Momento flector segundg Mg,

Figura 6.45: Resultados para laje circular encastrada sujeita a carga central concentrada.
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(a) Geometria e dimensodes. (b) Discretizacdo adop-
tada.

Figura 6.46: Laje enviesada simplesmente apoiada.

6.4 Lajes enviesadas

Em seguida sdo apresentados trés exemplos que visam testar o desempenho do método
descrito para lajes com diversas condicdes de fronteira e angulos de viés.

6.4.1 Laje simplesmente apoiada

Considere-se a laje simplesmente apoiada representada na figura 6.46(a). A discretizacéo
adoptada esta representada na figura 6.46(b).

As condi¢des a imp6ér no bordo 2 séo as de rotacéo e esforco transverso efectivo nulos.

As raizes da equacéo transcendente, caso 6 da tabela 4.1, pagina 51, séo reais para
qualquer valor dé,.

A simetria em relacdo ao eixq figura 6.46, € imposta utilizando apenas a parcela
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6y (graus)

m 45 50 60 70 75

4 4.063030 2.496213 2.559708 0.878252 0.164060
6 4.062419 3.400495 2.560105 0.956677 0.397[1154
8 4.062381 3.824832 2.560099 0.958229 0.407788
10 4.060042 3.861860 2.560096 0.958263 0.407[765
12 4.062190 3.884341 2.561288 0.958135 0.407813

Referéncia 4.062353 3.870 2.560 0.958 0.408

Tabela 6.29: Resultados paral0®we®™4 em laje enviesada simplesmente apoiada.

0y (graus)

m 45 50 60 70 75

4 0.480170 0.230510 0.425858 0.254281 0.034549
6 0.479158 0.401886 0.425371 0.280678 0.185565
8 0.478975 0.479364 0.425342 0.280649 0.190739
10 0.488346 0.517959 0.425298 0.280504 0.190707
12 0.479529 0.376266 0.423416 0.280996 0.190612

Referéncia 0.478864 0.486 0.425 0.281 0.191

Tabela 6.30: Resultados par@\/2%m4 em laje enviesada simplesmente apoiada.

simétrica da solugdo complementar.

Nas tabelas 6.29, 6.30 e 6.31 sdo apresentados os resultados obtidos para diversos
valores do angulé, no ponto A, centro da laje, ver figura 6.46(a) em termos de desloca-
mentos e momentos flectores. Foi utilizada a abordagem discreta com 20 PC em todos os
testes.

Parad, = 45° recupera-se a laje quadrada simplesmente apoiada.

A solucao designada p&eferéncianas tabelas indica que pata= 45° se utilizou a
série de Navier (6.2) com,, ,, dado por (6.3) com 1000 termos. Para os restantes valores
ded, recorreu-se ao trabalho de Morley [72].

Tabela 6.31: Resultados pai:@M;j”mA em laje enviesada simplesmente apoiada.

0y (graus)

m 45 50 60 70 75

4 0.480190 0.280607 0.333445 0.169771 0.028904
6 0.479175 0.394249 0.332937 0.180722 0.106657
8 0.479085 0.441664 0.332913 0.180449 0.108460
10 0.464448 0.415637 0.332889 0.180558 0.108377
12 0.477789 0.520176 0.338676 0.180148 0.108534

Referéncia 0.478864 0.448 0.333 0.180 0.108
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Os resultados obtidos estéo, em geral, de acordo com as solu¢des conhecidas.

Note-se que par@, = 45° tem-seM” # M;‘;J. Esta falta de simetria nos resultados &

€T

natural atendendo ao tipo de fungbes empregues.

A comparacdo com os resultados obtidos empregando o programa de calculo au-
tomatico de estruturas SAP 2000 [13] foi realizada a fim de extrair conclusGes acerca
da importancia do campo singular induzido pelo angulo de viés.

Analises utilizando malhas regulares g 64 e 2500 elementos finitos DKQ com
59, 211 e 7603 graus de liberdade (GL), respectivamente, foram elaboradas para o caso
d990 = 75°.

A comparacao com os resultados obtidos pelo presente métodapara, a que
correspondems8 GL é efectuada na figura 6.47. Para o calculo dos momentos flectores,
no caso dd-EM, foi feita a média dos valores nodais.

Representacdes de contorno da solucéo obtida utilizando a abordagem discreta com
20 pontos de colocacdoe = 8 sdo apresentadas nas figuras 6.48 e 6.49. De notar a
convergéncia das solucdes obtidas com o elemento DKQ e a concordancia com o método
proposto para a malha mais refinada. Existe, contudo, uma discrepancia em relagao ao
momento flectorV/,.,, a qual se nota numa faixa de cerca de 20% do vao na vizinhanca
do canto obtuso. Nessa zona o presente método consegue captar a inversao da curvatura
associada eeacc¢ao de cantao longo da diagonal com origem no canto e que € ignorada
pelo SAP 2000.
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1. 103 wadim

N T
051 —=—DKQ(7603GL)

061 —>*DKQ(211GL)
DKQ(59GL)

0.7 A
Trefftz com colocacéo (18 GL)
0.8
(a) Deslocamento transversali,
—0.8
o) ——DKQ(7603GL)
F —>—DKQ(211GL)

g DKQ(59GL)
éﬁ —o0.2f Trefftz com colocagéo (18 GL)
oo,of‘/‘%ﬁ -

0. 7/ <2 e —

0.4§

0.6

0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25
T
a cos Oy
(b) Momento flector segundg M.,
£
KR
2 —>—DKQ(7603GL)
2 —*—DKQ(211GL)
DKQ(59GL)
Trefftz com colocagéo (18 GL)

0.05 0.10 0.15 0.20 0.25

a cos by

(c) Momento flector segundg, M,,,.

Figura 6.47: Resultados pafg= 75° em laje enviesada simplesmente apoiada.
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}
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(a) Geometria e dimensdes. (b) Discretizacdo adoptada.

Figura 6.50: Laje enviesada apoiada-livre.
6.4.2 Laje simplesmente apoiada-livre
Carga uniformemente distribuida

Considere-se a laje e a sua discretizacao representadas na figura 6.50. Esta laje, que
pode ser considerada uma situacao tipica em tabuleiros de pontes, apresenta duas zonas
singulares associadas a dois cantos obtusos. Cada um desses cantos devera pertencer a
uma unica regido, dai que se tenham considerado duas regifes. A colocacéo é feita apenas
na interface. Nos restantes bordos as condicfes de fronteira sdo satsfeitas

A fim de comparar o resultado com uma solugcéo existente na literatura considere-se
v=0.2.

Torna-se necessario determinar as raizes da equacao transcendente (caso 5) que consta
da tabela 4.1, pagina 51.

Neste caso as raizes dependem do valor do coeficiente de Poisson pois também estao
envolvidas condi¢des de fronteira de natureza estatica.

Na tabela 6.32 encontram-se listadas as primeiras 20 raizes. As primeiras 5 séo reais
e as restantes complexas.

O termok = 0 é reservado para a rotacéao de corpo rigido em torno do bordo simples-
mente apoiada.

Os resultados adimensionais obtidos pelo presente mélegendemdo valor
numérico empregue para as constantes do problema. As escalas efectuadas nao elimi-
nam totalmente esta dependéncia, constatando-se que sao atribuidos involuntariamente
pesos artificiaisas condicdes de fronteira estéticas.

Em particular, no caso das fungbes para cantos surge o tgrmmvector que rep-
resenta as solicitacfes que origina algumas diferencas de magnitude de valores entre a
matrizK e o vectorf.
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N

Ry

NES

OCoOoO~NOOThWNPRE

0.71299919303709
1.58354348957446
2.13526846098323
3.18139400705804
3.54140907748233
4.86287362241346
6.36401312210232
7.86492632638852
9.36567763867352
10.8663086074555
12.3668473653048
13.8673137094172
15.3677220167751
16.8680830053966
18.3684048447206
19.8686938811608
21.3689551268985
22.8691925979680
24.3694095535454
25.8696086687767

NN O

~

10.078251820483202
10.201865176146775
20.268900989875285
30.318396858722090
00.358297562417900
10.391952686369897
20.421155367907203
10.446997726930248
70.470201917552680
20.491273678727475
30.510582598909362
30.528407820899400
70.544965803602829
10.560428060322221
00.574932964738432

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

Tabela 6.32: Raizes da equacéo transcendente para o caso simplesmente apoiado-livre

parad, = 60° erv = 0.2.
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m GL wedmA - adim A 10M;ydsz“ widim
6 16 | 0.115232| 0.306970] 0.494164| 0.127360
8 241 0.113743| 0.317167| 0.480833| 0.124829
10 32| 0.113940| 0.314278| 0.516912| 0.125418
12 40 | 0.113951| 0.313282| 0.522959| 0.125442
14 48 | 0.113939| 0.313882| 0.525791| 0.125437
16 56 | 0.113936| 0.313974| 0.527628| 0.125438
18 64 | 0.113936| 0.313952| 0.529221| 0.125438
20 72| 0.113936| 0.313964| 0.528796| 0.125438

FEM 7701| 0.113919| 0.314040[ 0.528310| 0.125388

FEM | 29 241| 0.113937| 0.313959| 0.528786| 0.125444
Ref. [86] 0.1183 — — 0.1302

Tabela 6.33: Resultados para laje enviesada com cantos obtusos simplesmente apoiados-
livre.

Com vista a melhorar o condicionamento da matriz foi atribuido um médulo de elas-
ticidade que torna unitario a relag&go mantendo as outras constantes o valor usual, isto

—V2 . . . ~ ’ T
e Fr = 12(1157,)7’ ou seja,l = 11520. A rigidez de flexaaD torna-se, também, unitaria.

A tabela 6.33 expde os resultados obtidos utilizando a abordagem discreta com 20
pontos de colocacéo no lado onde a colocacao é efectuada, o que origina um sistema com
80 equacdes. A comparacdo com valores extraidos da referéncia [86] e com recurso ao
FEM é efectuada. Para este ultimo foi utilizado o programa SAP 2000 com duas malhas
regulares de 500 e 9600 elementos DKQ totalizandd 701 e 29241 GL, respectiva-
mente. Os valores da referéncia [86] foram calculados através do método das diferencas
finitas.

O deslocamento maximo ocorre sempre ao longo do bordo livre.

A concordancia entre o presente método e o FEM € evidente. Em virtude desta pode
concluir-se que a solucdo determinada pelo método das diferencas finitas € de menor
qualidade.

Nas figuras 6.51 e 6.52 comparam-se os valores normalizados do deslocamento, ro-
tacOes e momentos flectores e torsores ao longo do bordo 1, figura 6.50(b), pelo presente
método e com recurso ao programa SAP 2000 com a malha reguldi0deslementos
DKQ.

De notar a concordancia das duas soluc¢des no que diz respeito ao deslocamento trans-
versal e rotacdes, figura 6.51.

No que diz respeito a esforcos, as solucdes sdo semelhantes, excepto junto ao canto
obtuso:
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e 0s momentos/,, e M,, tendem para-oco segundo o método de Trefftz (este valor
foi truncado nas figuras 6.52(a) e 6.52(c)) enquanto o elemento DKQ tem um valor
finito;

e 0 momentol),, € exacto segundo o metodo de Trefftz, pois expanséo utilizada
satisfaz essa condicao de frontearariori. O elemento DKQ origina erros signi-
ficativos;

Destaque-se que, apesar de nao se tratar de uma estrutura simétrica, seria possivel
tirar partido do seguinte facto: os coeficientes da expressédo que descrevem o campos de
deslocamento e consequentemente de rotacdes e diagramas de esfor¢os para cada regiao
séo idénticos, pois as regides tém as mesmas propriedades geométricas e materiais e 0
mesmo carregamento. Note-se que as quatro condi¢cdes de continuidade teriam de ser
impostas, ao contrario do exemplo anterior em que duas séo identicamente satisfeitas.
Assim bastaria a determinacéo de apenas uma série finita de coeficientes para a expansao.
Este facto nao foi tomado em consideracéo na resolugcao do problemasmestréafoi
verificada observando a igualdade entre coeficientes do mesmo grau nas duas expansoes.

Nas figuras 6.51(b) e 6.51(c) as rotacdes seguem a definicdo (2.4), dada no capitulo 2,
pagina 12 e nao a habitualmente utilizada no FEM.

Representacfes de contorno da solucéo obtida utilizando a abordagem discreta com
20 pontos de colocacéore = 10 sdo apresentadas nas figuras 6.53 e 6.54.

Carga central concentrada

O facto de apenas ser conhecida a solucao particular para carga uniformemente distribuida
para os campos de deslocamento transversal singulares apresentados ndo deve ser tido
como uma limitacdo a analise de outras solicita¢des.

O efeito das singularidades no campo de tensdes €, em geral, importante numa zona
confinada. Fora desta zona pode utilizar-se a solugéo regular e consequentemente, todas
as solucdes derivadas para essa situacdo. As condi¢cdes de continuidade de deslocamentos
e esforcos generalizados devem ser impostas na interface.

Considere-se a mesma laje do exemplo anterior, figura 6.50(a), submetida a uma
carga central uniformemente distribuida numa zona rectangular cujas dimensfes séo
0.1a x 0.06 e segundo as direc¢dase y, respectivamente. A resultante desta carga €
P.

A discretizacdo adoptada encontra-se indicada na figura 6.55. Trés regides foram con-
sideradas, sendo a nume&roegular e as restantes duas singulares. As fun¢des incluidas
na solucdo homogénea para estas Ukigna mesma do exemplo anterior, sendo as raizes
da respectiva equacao transcendente as que constam da tabela 6.32.
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Figura 6.51: Campos de deslocamento e rotacdes em laje enviesada com dois cantos
simplesmente apoiado-livre sujeita a carga uniforme patald na figura 6.50(a). Com-
paracao com FEM.
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Figura 6.52: Diagramas de momentos em laje enviesada com dois cantos simplesmente
apoiado-livre sujeita a carga uniforme pgra= 0 na figura 6.50(a). Comparagdo com
FEM.
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Figura 6.53: Campo de deslocamentos e diagramas de momentos em laje enviesada com
dois cantos simplesmente apoiados-livre sujeita a carga uniforme.
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0
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Figura 6.54: Campos de rota¢cOes e diagramas de esforgo transverso em laje enviesada
com dois cantos simplesmente apoiados-livre sujeita a carga uniforme.
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Figura 6.55: Discretizacdo adoptada para laje enviesada apoiada-livre sujeita a carga cen-
tral concentrada.

A analise foi efectuada utilizando a abordagem discreta topontos de colocacéo
(nos bordos onde as condi¢cfes de fronteira ndo sao satistgitagi) e m = 20 para as
trés regides, resultando um sistema de 240 equacigsiacognitas.

A comparacéo dos resultados com uma malha reguldibde elementos DKQ com
13821 graus de liberdade ao longo do eixe- § € feita nas figuras 6.56 e 6.57. A solici-
tacdo foi modelada através de cargas concentradas nos nés contidos na zona de aplicacao
do carregamento.

A concordancia para deslocamentos e momentos € evidente. Os desvios obtidos nos
esforgos transversos ficam a dever-se a posi¢céao assimétrica dos nos que foram carregados
no FEM.

Representacdes de contorno da solucdo obtida constam das figuras 6.58 e 6.59. A
concentracdo de esforcos junto a zona carregada é evidente.

6.4.3 Laje encastrada-livre

Considere-se a laje enviesada com dois cantos obtusos do tipo encastrado-livre represen-
tada na figura 6.60. O angulo de vié$35°.

A discretizacdo adoptact a mesma do exemplo anterior, figura 6.50(b).

Pelas mesmas razdes apontadas anteriormente o médulo de elasticidade foi conside-
rado igual aF = 10920. O coeficiente de Poissone= 0.3.

Na tabela 6.34 encontram-se listadas as primeiras 26 raizes da equacao transcendente
(caso 3) que consta da tabela 4.1, pagina 51.

Foram realizados testes empregando a abordagem discreta e continua, cujos resultados
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(c) Esforgo transversa,,,.

Figura 6.56: Campo de deslocamentos e diagramas de esfor¢o transverso em laje envie-
sada com dois cantos simplesmente apoiados-livre sujeita a carga central concentrada para
y = 5. Comparagdo com FEM.
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Figura 6.57: Diagramas de momentos em laje enviesada com dois cantos simplesmente
apoiados-livre sujeita a carga central concentradagparg. Comparagao com FEM.
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9.84 107

0.00

4.93 - 1071
\ ! oo
—-9.89-10~7

Myy
—1.64-10~%

M,,

—1.30 - 101

Figura 6.58: Campo de deslocamentos e diagramas de momentos em laje enviesada com
dois cantos simplesmente apoiados-livre sujeita a carga central concentrada.
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0
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Figura 6.59: Campos de rota¢cOes e diagramas de esforgo transverso em laje enviesada
com dois cantos simplesmente apoiados-livre sujeita a carga central concentrada.
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o
A
+

E vt /

Figura 6.60: Laje enviesada encastrada-livre. Geometria e dimensoes.
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25.31309567231474 1.18606643988065
26.64711739659098 1.20821280710056
27.98108705275116 1.22924305800006
29.31501070031714 1.24926580674684
30.64889345620776 1.26837436703629
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Tabela 6.34: Primeiras raizes da equacéo transcendente para o caso encastrado-livre com
0y = 67.5°ev = 0.3.
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m GL | npc | nequagses| 10°w*™™ 4 | 10Med™ A [ 102 Mg A [ 107w
15 58| 29 116| 0.758092 0.139099| 0.950622| 0.126580
20 78| 39 156| 0.766520 0.147709| 0.870667| 0.128890
25 98| 49 196| 0.767325 0.143167 0.931172 0.128920
30 118| 59 236| 0.760410] 0.125786| 0.935428| 0.128910

FEM | 4797| — 4797 0.771478] 0.143423| 0.917173] 0.129162
FEM | 24297| — 24297 0.767589| 0.142603| 0.922252| 0.128938

Tabela 6.35: Resultados para laje enviesada com cantos obtusos encastrado-livre. Abor-
dagem discreta.

m GL | 110%™ A [ 10MZF A T 1 102MP™ A [ 1 107w
15| 58 0.766789 0.141851 0.930907| 0.128910
20| 78 0.766778| 0.142540 0.921881  0.128920
25| 98 0.766824| 0.142454 0.923580|  0.128922

SAP 2000| 4797 0.771478 0.143423 0.917173] 0.129162
SAP 2000| 24297 0.767589| 0.142603 0.922252|  0.128938

Tabela 6.36: Resultados para laje enviesada com cantos obtusos encastrado-livre. Abor-
dagem continua.

se encontram nas tabelas 6.35 e 6.36, respectivamente.

Os testes relativos a abordagem continua foram levados a cabo realizando integracoes
com70 pontos de Gauss.

Comparacdes com o programa SAP 2000 foram efectuadas utilizando duas malhas re-
gulares com 600 e8 100 elementos, a que correspond®7 e 24 297 graus de liberdade,
respectivamente.

O deslocamento maximo ocorre sempre ao longo dos bordos livres. Note-se que este
deslocamento € calculado em pontos diferentes nos dois métodos. No FEM apenas se
localizou 0 n6 com deslocamento maximo. Os resultados obtidos, em termos de distancia
ao canto agudo, forant.60000 ¢ €0.61111 a para as malhas com600 e 8 100 elemen-
tos, respectivamente ®@608888 a utilizando o programa desenvolvido para o presente
método.

Os comentéarios tecidos acercagilmetriada solu¢cdo no exemplo anterior sdo igual-
mente aplicaveis a este caso.

Nas figuras 6.61, 6.62 e 6.63 comparam-se os valores normalizados do deslocamento,
rotacdes, momentos flectores e torsores e esforcos transversos ao longo do segmento de
rectay = a%, figura 6.60, pelo presente método e com recurso ao programa SAP 2000
com a malha regular d&100 elementos DKQ. Para os esfor¢os sao indicados os valores
nodais para cada elemento, ndo sendo efectuada a média entre elementos adjacentes.

151



CAPITULO 6 EXEMPLOS DE APLICAGCAO
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(c) Rotagéo eny, 0,

Figura 6.61: Campos de deslocamento e rotacGes em laje enviesada com dois cantos

encastrado-livre sujeita a carga uniforme para a‘/g na figura 6.50(a). Comparacao
com FEM.

152



LAJES ENVIESADAS

SECCA06.4
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Figura 6.62: Diagramas de momentos em laje enviesada com dois cantos encastrado-livre

(c) Momento torsorM,,,.

Sujeita a carga uniforme payga= a% na figura 6.50(a). Comparagao com FEM.
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(b) Esforgo transversa@,,.
Figura 6.63: Diagramas de esforcos transversos em laje enviesada com dois cantos

encastrado-livre sujeita a carga uniforme para a? na figura 6.50(a). Comparacao
com FEM.
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Representac¢des de contorno da solugéo obtida utilizando a abordagem continua com
70 pontos de integracaore = 25 sao apresentadas nas figuras 6.64 e 6.65.

Dos resultados obtidos conclui-se que o desempenho do método proposto, face ao
elemento DKQ, é excelente.

Verifica-se para os esforcos transversos algumas diferencas significativas entre os dois
métodos. O andamento obtido pelo FEM é atipico para esta situacao.

6.5 Lajes triangulares
Em seguida sao apresentados dois exemplos que visam testar o desempenho do método
descrito para lajes triangulares simplesmente apoiadas.

Considere-se a laje simplesmente apoiada cuja forma é a de um tridngulo equilatero
representada na figura 6.66.

6.5.1 Carga uniformemente distribuida

Considere-se que a laje se encontra submetida a uma carga uniformemente disfribuida,
A solucéo analitica para o campo de deslocamentos € dada por [86]
3 4 2

4
3 —3y*r —a (:1:2 + yQ) + 2—7a3] (§a  — y2) . (6.24)

As duas discretizagOes utilizadas estao representadas na figura 6.67. A primeira uti-
liza funcbegegularese a segundaingulares canto simplesmente apoiado em ambos os
bordos.

A primeira discretizacao fornece a solugi@ctapara valores den > 4 utilizando
gualquer uma das abordagens. No caso da abordagem discreta deve-se utilizar um nimero
de pontos de colocacao que origine um sistema, no minimo, determinado. Na abordagem
continua as integracfes séxactagpara a precisdo numérica utilizada).

O facto da solugéo exacta ser obtida explica-se facilmente tendo em conta que todos
0s termos da expressao (6.24) estdo contidos na expansao do campo de deslocamentos
param = 4.

Os resultados obtidos com a discretizacdo que utiliza fungdes singulares €, também,
exactopara qualquer das abordagens (para a precisao numérica utilizada). Verifica-se que
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w
0.00
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2.84 1077
—4.06-10~7
Myy
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Figura 6.64: Campo de deslocamentos e diagramas de momentos em laje enviesada com
bordos encastrado-livre paig= 67.5°.
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O
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Figura 6.65: Campos de rota¢cOes e diagramas de esforgo transverso em laje enviesada
com bordos encastrado-livre paa= 67.5°.
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Figura 6.66: Laje triangular simplesmente apoiada.
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(a) Discretizagdo usando funcdes regulares (b) Discretizacéo usando fungdes singula-
res

Figura 6.67: Laje triangular simplesmente apoiada. Discretiza¢des utilizadas.
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apenas aos termos de grau 0 da parcela simétrica da solugdo homogénea é atribuido um
peso diferente de zero (numérico), isto €, com 6 GL € obtida uma excelente aproximacéo
da solucéo exacta.

Os resultados obtidos para = 0 utilizando a abordagem continua com 10 pontos
de integracao por lado para a discretizacao singular estao representados nas figuras 6.68
e 6.69.
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6.5.2 Momento normal uniformemente distribuido no contorno

Considere-se que a laje se encontra submetida a uma distribuicdo uniforme de momentos
flectores normaid/,, ao longo de todo o seu contorno.

A solucao analitica para o campo de deslocamentos € dada por [86]
— M” 3 2 2 2 4 3
w(z,y) = D |® 3y’ —a(2® +y°) + 579 |- (6.25)

Usando a primeira discretizacao utilizada no exemplo anterior obtém-se, novamente
e pelas mesmas razdes, a solucéo exacta. Desta vez é suficients pois a carga no
dominio é nula.

Os resultados obtidos para = 3 utilizando a abordagem discreta com 3 pontos de
colocacao por lado estao representados na figura 6.70.

Os esforgos transversos séo nulos em todo o dominio do problema.
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Capitulo 7

Conclusodes e desenvolvimentos futuros

7.1 Conclusoes

A utilizacdo e desenvolvimento de uma formulagéo indirecta do método de Trefftz na
analise de lajes finas constituiu o principal objectivo deste trabalho. Um aliciante suple-
mentar foi a obtencao da solucfes tendo como critéisd, e ndo os teoremas energéti-

cos, tdo vulgarizados na formulacéo e resolucéo de problemas de Mecanica Computa-
cional.

A consistente fundamentacéo dos métodos apresentados, aliada a qualidade dos resul-
tados obtidos, permite inferir conclusdes acerca da versatilidade e possibilidades que lhes
estdo associadas.

As principais caracteristicas dos métodos utilizados séo discutidas de uma forma
sumaria em seguida. Uma confrontacdo entre o caso continuo e disct&Mdofeita.

Os beneficios que advém da utilizacéo de formulacdes indirectas do método de Trefftz
associadas aloSM podem ser sumarizados nos seguintes aspectos essenciais:

e a discretizacdo do dominio é realizada por regides com um numero genérico de
lados em que a qualidade da aproximacdo pode ser ajustada a custa de grau
(limitado pela estabilidade numérica das expansdes em série consideradas), aumen-
tando as possibilidades de discretizacdo. Em geral, um reduzido nimero destas €
suficiente, o que facilita as operacfes de pré-processamento. A topologia da malha
€ consideravelmente mais simples que a requeridafieM, sendo, apesar disso,
ajustavel a dominios de forma arbitraria. Lados lineares, quadraticos e cubicos
foram considerados;

e aeliminacdo do conceito dieterpolacéo nodalvulgar nas formulagdes de elemen-
tos finitos, expande o leque de opc¢Bes no que respeita as funcdes de aproximacao
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a utilizar para o campo de deslocamentos. Foram utilizadas funcdes polinomiais,
trigonométricas, logaritmicas e exponenciais. Em relagéo a formulagéo directa do
BEM, é enfraquecido o requerimento de utilizar funcdes singulares;

e as solicitacfes sao tratadas de um modo natural, ndo sendo introduzidas relaxacfes
no seu efeito sobre as regides (como é feitd-Bd ao nivel dos elementos). Néo
existe o conceito déorga generalizada nodal equivalentd solugéo classica da
Teoria da Elasticidade para carga concentrada é utilizada, fornecendo resultados
de qualidade. Dentro da vizinhanca do seu ponto de aplicacdo podem obter-se
resultados para os esforcos distribuindo a carga num pequeno circulo. Solugces
para cargas uniformes e lineares distribuidas em areas poligonais ou segmentos de
recta foram obtidas e utilizadas para modelar uma série de situacdes;

e a topologia da malha é independente das solicitacées a que a estrutura é sujeita, o
gue vem de encontro as necessidades do utilizador: utilizar a mesma malha para as
diversas acc¢oes;

e ¢ facilitada a incorporacéo de solucdes classicas da Teoria da Elasticidade para o
campo de deslocamentos nos casos em que a geometria induz o aparecimento de
singularidades nos campos de tensdes. Deste modo um substancial aumento de
preciséo e eficacia € conseguido na modelacao destes campos;

¢ 0 refinamento da solucdo pode ser concretizado implementando propessos
h- adaptativos. Malhas com um reduzido numero de regides diminuem o trabalho
de pré-processamento, reduzindo, porém, a esparsidade do sistema global, o que
nao deve ser visto como uma desvantagem, tal como acontece para as formulacoes
tradicionais de elementos finitos, uma vez que os sistemas ja sdo de muito pequena
dimenséo. De referir, no entanto, que um elevado nimero de GL numa regiao
conduz, eventualmente, a instabilidades numéricas;

e evitando-se as integracdes no dominio, a eficacia do processo de calculo € incre-
mentada. O confinamento da solucdo do problema a imposi¢cdo das CF origina
sistemas de equacfes de ordem mais baixa, quando comparados com outros méto-
dos.

e as solugdes sdo muito pouco sensiveis a distor¢do da malha;

e as formulacgdes de elementos finitos aproximam o campo de deslocamentos e/ou de
tensdes, resultando dai elementos de compatibilidade, equilibrio ou hibridos. Em
gualquer destes casos ndo sdo satisfeitas, simultdneamente, as equacfes de equi-
librio e compatibilidade. A aplicacdo do método de Trefftz possibilita a satisfacéo
do equilibrio e da compatibilidade no dominio, de uma forma natural, restringindo-
se a aproximacao a fronteira;

e as operacgdes de pos-processamento séo facilitadas devido a dois factos: a topologia
simples da malha e a utilizacdo dos mesmos coeficientes para a determinacéo de
todas as grandezas estaticas e cinematicas (ao contrario do que acontece para as
formulacdes hibridas de elementos finitos);
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e a influéncia dos pesos que permitem estabelecer a indispensavel homogeneidade
dimensional entre as diversas grandezas fisicas € reduzida se escalas apropriadas
forem utilizadas;

e a inclusdo de vigas a custa da generalizacdo das CF estéaticas € eficiente e con-
duz a resultados precisos. Este procedimento, em relac&&/do traduz-se na
diminuicdo da informag&o a armazenar e tratar.

Apesar das vantagens apontadas serem significativas, limitacbes existem que devem ser
apontadas. Os inconvenientes encontrados séo listados em seguida:

e para que a eliminacdo dos termos no dominio seja possivel, ver expressao (3.5) na
pagina 23, € necessario dispor de um conjunto completo de funcbes que verifique
localmente as condicfes de equilibrio, compatibilidade e elasticidade do problema.
Se por um lado a remocao do conceitointerpolacdo nodapermite uma maior
liberdade a escolha das funcfes de aproximacao, o facto apontado anteriormente
constitui uma limitag&o significativa a escolha destas fungdes.

e asincognitas do problema (a excepcéao dos termos de corpo rigido) nao tém signifi-
cado fisico, séo pesos de funcdes. As fungdes utilizadas nas expansdes em série sao
pouco intuitivas quando comparadas cofREM;

¢ aliberdade oferecida em termos de discretizagéo e o facto de ser necessério fornecer
mais informacéao que a estritamente necesséria para a resolucao do problema, exige,
por parte do utilizador, conhecimentos adicionais;

e 0 sistema de equacdes normal pode ser mal condicionado se o grau da expanséo for
demasiado elevado.

e nao é possivel estabelecer estimativas deapmaori;

e a precisao obtida para os resultados das grandezas cinematicas € ligeiramente su-
perior & das estaticas. Este facto resulta da aproximacao directa que é feita do
campo de deslocamentos. Os campos de esfor¢os sdo determinados pelas relacdes
esforgcos-deslocamentos, que envolvem operacgdes de diferenciacdo de segunda e
terceira ordem.

As duas vertentes doSM analisadas permitem concluir que a utilizacdo da coloca-
¢ao é mais conveniente que a integracao na fronteira. Em termos de tempo de execugéo
a diferenca é substancial. A integracdo no contorno de dominios irregulares modelados
com lados néo lineares exige um elevado nimero de pontos de integracdo e ndo € exacta.
Sob o ponto de vista conceptual e de execucéo a formulagcéo discreta €, também, mais
simples.
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CAPiTULO 7 CONCLUSOES E DESENVOLVIMENTOS FUTUROS

7.2 Desenvolvimentos futuros

As possibilidades do método de Trefftz estdo longe de terem sido totalmente investigadas.
A vitalidade da investigacdo neste campo tem-se traduzido, até aqui, na publicacdo de
numerosos artigos acerca do tema.

Neste trabalho mostrou-se que a analise de lajes finas utilizando uma formulagéo in-
directa de Trefftz, baseada m&M, constitui uma alternativa eficaz aos métodos tradi-
cionais.

Com ligeiras modificacdes ao programa desenvolvido, sera possivel determinar linhas
de influéncia pelo método directo. A parcela homogénea da solucao sera constante, dado
gue nao havera necessidade de modificar a discretiza¢do. No caso particular de tabuleiros
de pontes em laje enviesada o método podera ser especialmente eficaz.

A implementacao de solugdes particulares especificas para outros casos, como sejam
variacoes diferenciais de temperatura na espessura da laje para campos regulares e cargas
pontuais para campos singulares, é outro dos desenvolvimentos que se pode vir a fazer
num futuro préximo.

A extensdo a lajes moderadamente espessas é imediata. Trabalho analitico neste
dominio foi realizado e formulacdes hibridas de elementos finitos foram desenvolvi-
das [56], pelo que a sua implementacdo ndo devera apresentar dificuldades de maior.

O tratamento de lajes moderadamente espessas em fundacao elastica (para fundacéo
de Winkler e Pasternak) é, também, possivel. Um campo de funcdes T para este caso foi
apresentado [54].

A utilizacdo de campos especificos e gerais numa mesma regido € possivel [70].
Aproveitando apenas os termos singulares da expansdo e combinando-a com os ter-
mos regulares é de esperar uma qualidade superior para os resultados. Note-se que sera
necessario proceder a colocagao ou integragdo nos bordos adjacentes ao canto.

O desenvolvimento dos algoritmos numéricos, especialmente no que diz respeito ao
armazenamento da informacéo e a solucéo do sistema de equacdes é outro dos pontos a
desenvolver.
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Apéndice A

SolucOes para cantos

As solucdes homogéneas e particulares para o campo de deslocamesamspresen-
tadas em seguida para os seis casos da tabela 4.1.

A.1 Parcela homogénea

A.1.1 Encastrado-encastrado

A solucao pode ser decomposta nos modos de deformacao simétricos e anti-simétricos.

Parcela simétrica

Nk’l = |: FI(T,9> :|

com

cos(Ag1 + 1)6

Fi(r,0) = phat? A 1) — —————
i(r6) =r cos(Aa + 1) cos(Ak1 — 1)6

cos(Agp — 1)0] k1=0,1,2...
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Parcela anti-simétrica

ng = [ FQ(?“, 9) ]

com

Sin()\kz + 1)90

Fy(r,0) = r¥2 T fsin( A + 1) — ———=
o(r,0) =r sin(Age + 1) S00ve — 100

sin(\e — 1)0|, k2=0,1,2...

A.1.2 Livre-Livre

A solucéo, tal como no caso de condigbes de fronteira Encastrado-Encastrado, pode ser
dividida nos modos de deformacédo simétricos e anti-simétricos.

Parcela simétrica

Nkl = [ F1<T,9) ]

com

(Me1 + 1) (1 —v) cos(Ag1 + 1)6

2 Akt 1
1(7~7 0) r COS()\kl + )6 + {V +3- )\kl(l — ]/)} COS()\kl - 1)(90

cos(Ag1 — 1)

ondekl =0,1,2....

Parcela anti-simétrica

ng = [ FQ(?“, 9) ]
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com

(Akg -+ 1)(1 — l/) Sin()\kg + 1)90
{v+3 = X2(1 —v)}sin(Ap2 — 1)

Fy(r,0) = r™2* sin(\ge + 1)0 + sin(Age — 1)0

ondek2 =0,1,2....

A.1.3 Encastrado-Livre

Ny, = [ F(Ta 0) j|
com
F(r,0) = (sin(\, + 1)(0 + 6) + Rcos(N, + 1)(0 + 6))
Ly —
k=0,1,2...e

Ak + 1) [(As — 1)(1 = v) cos(Ag + 1)20p — Rcos(Ay, — 1)26,]
(A — 1) [(Ae + 1)(1 — v) sin(Ag + 1)20p — Rsin(\, — 1)26,]
R={\(1-v)+3+v}

R:

A.1.4 Encastrado-simplesmente apoiado

Para20, = Z todas as raizes sao reais. Assim destinguem-se 0s dois casos.
2

Raizes complexas26, # 3
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F(r,0) = v (sin(\g + 1)(0 + 0) + Rcos(Ax + 1)(0 + 6p)
A+ 1
L —
_)\k + 1sin(A, — 1)26q
A — Lcos(Ap — 1)26,

R:

ek=0,1,2....

Raizes reais6, = 7

Nk,1 = [ Fl(r,Q) FQ(T,Q) :|

Fi(r,0) = r?* |sin2(k — 1)(0 + 6,) —

sin 2k(0 + 6y)
Fy(r,0) = r** [cos(2k + 1)(0 + 6y) — cos(2k — 1)(0 + 6p)]
ek=1,2,3...

Note-se que o primeiro termo anula-se para 1.

A.1.5 Simplesmente apoiado-livre

Para2f, = 7 todas as raizes sdo reais. Assim destinguem-se os dois casos.

Raizes complexas26, # 5

Nk:[F(T,H)}

F(r,0) = v (sin(\; + 1)(0 + 0) + Rsin(A\x — 1)(0 + 6y))
{3 = M1 —v)}sin(Ax — 1)26,

ek=0,1,2....
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Raizes reais26, = 5

N1 = [ Fi(r,0) Fa(r,0) ]

Fi(r,0) = r** [sin 2k(0 + 0p) + Rsin2(k — 1)(6 + 6,)]

Fy(r,0) = v [sin(2k + 1)(0 + 0p) + Rsin(2k — 1)(0 + 6p)] ,

2k(1 —v) Yo (2k+1)(1 —v)
11—

R:(Qk;—l)( V) +3+v 2%(1—v)—3—v

ek=1,23...

A.1.6 Simplesmente apoiado-simplesmente apoiado

As raizes da equacdo transcendente sdo sempre reais.

klm

Npio1 = [ 2% sin k2197r6’ } ; k1=1,2,3...

k2w 2
Npg1 = [W%Jr sm% : k2=1,2,3...

Os modos de deformagao simétricos e anti-simétricos séo obtidos para valores impares
e pares dé1 e k2, respectivamente.

A.2 Parcela particular

A.2.1 Encastrado-encastrado

— 4

w=L" {— (1 + %) cos4(0 + 6y) + %sin4(9 + b))
—i—% cos2(6 +6y) — 2% sin2(0 + 0y) + 1}

S = — 4+ 4 cos 46, + sin 46, sin 86,

S1 = — 2sin 86, cos 46y + cos 80 sin 40y + 2 sin 86y — sin 46,

SQ =4 SiH2 400(1 — COS 490)
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A.2.2 Livre-Livre

i
0 = pr 1 Sl 3—v SQ .
w=o5 {3(1—y) |:3VS +(1+3u)} cos4(6 + 0y) 20-0) S sin4(0 + 6;)

—i—% cos2(0 + 6y) + %sin 2(0 + 0o) + 1}

S=9{4v(3 —v)+ [4° + (3 — v)*] sin 46, sin 86y — 4v/(3 — v) cos 46, cos 80, }
S1=2(1+3v){3(3 — v) [cos 8y — cos 46, + cos 86, cos 46y — 1| — 4v sin 46, sin 86, }
Sy = 6(1 + 3v) {2vsin 80 [cos 40y — 1] + (3 — v) sin 46, [cos 80y — 1]}

A.2.3 Encastrado-Livre

=4
AL B P g
w_64D{ (1—|— S)cos4(9+t90)+ Ssm4(9—|—00)

—I—% cos 2(0 + 0y) — 2% sin2(0 + 60y) + 1}

S =3(5v — 3)(1 — v)sindbysin 80y + 6 {(1 — v)* —v(3 —v)}
+ 6(1 — v)(2v — 3) cos 46, cos 86,

S1=2(1 —v)(1+3v)sin8y — (3 — v)(1 + 3v) sin 46,
—3(1 —v)(3 — v)sin4b, cos 86y — 6v(1 — v) sin 86, cos 46,

Sy = — 12v(1 — v) sin 46y sin 86y — 6(1 — v)? — 2(1 + 3v)(1 — v) cos 86,
+2(3 —v)(1 4 3v)cos40y + 6(3 — v)(1 — v) cos 86, cos 46,

A.2.4 Encastrado-simplesmente apoiado

Para2f, = 7 a solugao é singular, tornando-se necessario distinguir os dois casos.
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200 #

= .4

W= % {— (1 + %sinzw()) cos 4(0 + ) + %sinél(@ +6,)
S S

S = sin® 46,

S) = 2cos 46y — 3 cos 46, sin® 40, + 4 sin® 46, — 2

Sy =2 (2 — 3sin” 46, — 2 cos 46,)

—|—é sin 46y cos 2(6 + 6y) — 2i sin2(0 + 6y) + 1}

290 —

b

_prt
64D
+;_6 [l (25in2(8 + 6) — sind(8 + 6)) + (6 + o) (2 cos 2(6 + o)

e

—cos4(f0+6y))] + 1}

So

{3 cos4(0 + 6y) — 4cos2(0 + 6y) — 3§ sin2(0 + 6y)
m

A.2.5 Simplesmente apoiado-livre

6 # 7
o _T4 1 S . 4
w :(il—D 3 cos 4(0 + 6y) + §2 sin4(0 + 0y) — 3 cos 2(60 + 60o)+
(1-v)S1

S sin2(0 + 6p) + 1

S =3(1 —v)[(3 —v)cosdbysin 86y + 2v sin 46, cos 80|
S1 =2(1 —v) — 4(3 — v) sin 86 sin 46y + 8v cos 46, cos 86y — 2(1 + 3v) cos 86,
So =2v(1 — v)sin 80y sin 46y — 4v(3 — v) — (3 — v)(1 — v) cos 86, cos 46,

+ (14 3v)(3 — v) cos 46,
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-7
6o =T

o _T4 1 4 Su(l+ v .
w :—6;04D 50084(9+6’o) — g cos 2(0+6y) + Wsnﬁ(@—k@o)
16 v 3—v )
371034 V(lnrsmél(ﬁ +6y) + (0 + 0y) cos4(0 + 0y))
32 7 )

(In7sin2(0 + 6o) + (6 + 6p) cos 2(6 + 6p)) + 1

3_7T3—|—V

A.2.6 Simplesmente apoiado-simplesmente apoiado

1 2 3
00 # gﬂ', gﬂ', gﬂ'

o prd n 1 cos46 4 cos26
nw = —— — - —
64D 3cosdbty 3 cos26,
0o = %7’1’, gﬂ'
o prt 0 sin40 4 cos?20 1 cos40
W= — — - = - — nr
64D 30psin46y 3cos20, 36, sin 46,
00 = iﬂ'
o prt 1 cos40 40 sin26 4 cos?26
w=_—— 11+ — ot 5= nr
64D 3cosdfy  30psin20y 304 sin 26,
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Apéndice B

Solucao para abertura circular

As solucdes para uma laje infinita com uma abertura circular livre sdo apresentadas em
seguida.

B.1 Parcela homogénea

1 rcosf rsinf ]

—v
= |1 - 2
[p+21+ p}
:[ (p)cost f(p)sin |,
Nis1=| filp)coskl fi(p)sinkd fo(p)coskd fo(p)sink |
com
13+v
S
f(p) = pE
134w, 1 k—11
fl(p) ]’Cl—l/p pk_Q L pk
kE+1 13+v 1
_ k2 k1 L
ek=234...
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B.2 Parcela particular

o _a4 3+ v
w = é)él_D{ 4+21+—Vp2—8p21np}

178



Bibliografia

[1] Ahmed Abdel-Akher e Gilbert A. Hartley. Domain integration for plate bending
analysis by the boundary element methGdmmunications in Applied Numerical
Methods 5:23-28, 1989.

[2] J. P. B. M. Almeida. Janela: uma interface grafica destinada a aplicacdo em pro-
blemas de mecéanica computacional. Relatorio, Instituto Superior Técnico, Lisboa,
Portugal, 1992.

[3] Tom M. Apostol. Calculos: multi-variable calculos and linear algebra, with ap-
plications to differential equations and probabilityolume 1l. John Wiley & Sons,
2¢ edicéo, 1969.

[4] Richard BareSTablas para el calculo de placas y vigas parédlitorial Gustavo
Gili, S. A., Barcelona24 edicdo ampliada, 1981.

[5] J. Barta. Uber die naherungsweise Losung einiger zweidimensionaler Elastiz-
itatsaufgabenZeitschrift fur angewandte Mathematik und Mechanik84-185,
1937.

[6] J. L. Batoz e M. B. Tahar. Evaluation of a new quadrilateral thin plate bending
element.International Journal for Numerical Methods in Engineerjrig3:1655—
ul1677, 1982.

[7] M. Bonnet, G. Maier e C. Polizzotto. Symmetric Galerkin boundary element
method.Applied Mechanics Reviews998, (em publicacdo).

[8] C. A.Brebbia, J. C. F. Telles e L. C. Wrob8oundary element techniques. Theory
and applications in engineeringpringer-Verlag, 1984.

[9] Gary Burgess e Enayat Mahajerin. A numerical method for laterally loaded thin
plates.Computer Methods in Applied Mechanics and Engineed®yl1-15, 1985.

[10] L. M. S. S. CastroWavelets e Séries de Walsh em Elementos Finflese de
Doutoramento, Instituto Superior Técnico, Universidade Técnica de Lisboa, 1996.

[11] Y. K. Cheung, W. G. Jin e O. C. Zienkiewicz. Direct solution procedure for solution
of harmonic problems using complete, non-singular, Trefftz functiG@asamuni-
cations in Applied Numerical Methods:159-169, 1989.

179



BIBLIOGRAFIA

[12] C. Cismaju e J. A. Teixeira de Freitas. Hybrid-Trefftz Finite Element Formulation
for Spectral Elastodynamic Analysi2nd Int. PhD Symposium in Civil Engineer-
ing, Budapest, 1998.

[13] Inc. Computers & StructureSAP 2000-Three dimensional static and dynamic fi-
nite element analysis and design of stuctures, versionBebkeley, California,
1998.

[14] H. D. Conway. The approximate analysis of certain boundary-value problems.
Journal of Applied Mechani¢®7:275-277, 1960.

[15] H. D. Conway. The bending, buckling and flexural vibration of simply supported
polygonal plates by point-matchindournal of Applied Mechani¢28:288-291,
1961.

[16] H. D. Conway e K. A. Farnham. Deflections of uniformly loaded circular plates
with combinations of clamped, simply supported and free boundary conditions.
International Journal of Mechanical Scienc&s661-671, 1967.

[17] H. D. Conway e A. W. Leissa. Application of the point-matching method to
shallow-spherical shell theoryournal of Applied Mechani¢c®9:745-747, 1962.

[18] Jesus Adjalma Costa e C. A. Brebbia. Plate bending problems using B&iid-
ary Elements Vlpaginas 3.43-3.63, Berlin, 1984. CML Publications, Springer-
Verlag.

[19] A. R. Cusens e R. P. Pantaridge deck analysislohn Wiley & Sons, 1975.

[20] J. P. B. Moitinho de AlmeidaModelos de Elementos Finitos para a Analise Elasto-
plastica Tese de Doutoramento, Instituto Superior Técnico, Universidade Técnica
de Lisboa, 1989.

[21] J. A. Teixeira de Freitas. Duality and symmetry in mixed integral methods of elas-
tostatics.International Journal for Numerical Methods in Engineerjri&:1161—
1179, 1989.

[22] J. A. Teixeira de Freitas. Formulation of elastostatic hybrid-Trefftz stress elements.
Computer Methods in Applied Mechanics and Engineeriii:127-151, 1998.

[23] J. A. Teixeira de Freitas e Z.-Y. Ji. Hybrid-Trefftz equilibrium model for crack
problems.International Journal for Numerical Methods in Engineerjrgp:569—
584, 1996.

[24] J. A. Teixeira de Freitas e Z.-Y. Ji. Hybrid-Trefftz finite element formulation for
simulation of singular stress fielditernational Journal for Numerical Methods
in Engineering 39:281-308, 1996.

[25] Advanced Computing Department. Harwell subroutine library. Relatério, Harwell
Laboratory, Oxfordshire, 1990.

180



BIBLIOGRAFIA

[26] L. I. Deverall. Discussion of: the approximate analysis of certain boundary-value
problemsJournal of Applied Mechani¢28:156-157, 1961.

[27] E.D. Eason. Areview of least-squares methods for solving partial differential equa-
tions.International journal for numerical methods in engineerii®:1021-1046,
1976.

[28] T. M. R. Ellis. Fortran 77 ProgrammingAddison-Wesley2¢ edicdo, 1991.

[29] Carlos Fernandes e Vitor Leitdo. Andlise de lajes enviesddasadas Portugue-
sas de Engenharia de Estruturasditores: S. Pompeu Santos e Manuel Pipa ,
Lisboa, Portugal, 25-28 Novembro 1998. Grupo Portugués de Engenharia de Es-
truturas e Grupo Portugués do Betao Estrutural.

[30] Carlos Fernandes e Vitor Leitdo. On a least squares trefftz collocation method for
plate bending. Editores: Viadimir Kompi$, Milan Zmindak e BranislagktyNu-
merical Methods in Continuum Mechaniggginas 7-12, High Tatras, Républica
Eslovaca, 6-9 Outubro 1998.Universidade de Zilina.

[31] Carlos Fernandes e Vitor Leitdo. On a multi-region trefftz collocation method for
plate bending. Editores: Sergio R. Idelsohn, Eugenio Ofate e Eduardo N. Dvorkin,
IV World Congress on Computational Mechani&ienos Aires, Argentina, 29
Junho-2 Julho 1998.

[32] J. A. T. Freitas. Hybrid-Trefftz displacement and stress elements for elastodynamic
analysis in the frequency doma@omputer Assisted Mechanics and Engineering
Science4:345-368, 1997.

[33] J. A. T. Freitas, C. Cisnsy e Z.M. Wang. Numerical applications with hybrid-
Trefftz stress and displacement elements. Editores: Vladimir Kompis, Milan
Zmindéak e Branislav Htko, Numerical Methods in Continuum Mechaniqs-
ginas 35-44, High Tatras, Républica Eslovaca, 6-9 Outubro 1998. Universidade de
Zilina.

[34] J. A. Teixeira Freitas e Z.-M. Wang. Hybrid-Trefftz stress elements for elastoplas-
ticity. International Journal of Numerical Methods in Engineerjir:655—-683,
1998.

[35] Y. Guyon. Calcul des ponts larges a poutres multiples solidarisées par les entre-
toises. Annales des Ponts et Chaussésy9-10):553-612, 1946.

[36] William H. Press et alNumerical recipes in FORTRAN: the art of scientific com-
puting Press Syndicate of the University of Cambridgfeedicdo, 1994.

[37] Edmund C. HamblyBridge deck behavioilChapman and Hall, 1976.

[38] Friedel Hartmann. A note on the domain force integral of Kirchhoff plaEes)i-
neering Analysis2(2):111-112, 1985.

181



BIBLIOGRAFIA

[39] Arne Hillerborg.Strip method of desigrviewpoint, 1975.

[40] M. M. Hrabok e T. M. Hrudey. A review and catalogue of plate bending finite
elementsComputers & Structured.9(3):479-495, 1984.

[41] J. R. Hutchinson e A. Houmat. A boundary method for free vibration of solids of
revolution.Advances in Boundary Elements Methods in Japan and, [g8ginas
121-135, 1990.

[42] J. R. Hutchinson. Analysis of plates and shells by boundary colloc&immdary
Element Analysis of Plates and Shedlditor: D. F. Beskos, Springer-Verlag, pagi-
nas 341-368, 1991.

[43] G.J. BurgessThe numerical treatment of body forces, dislocation fields and arrays
of cracks in plane elastostatics problenigse de Doutoramento, Michigan State
University, 1981.

[44] W. G. Jin, Y. K. Cheung e O. C. Zienkiewicz. Application of the Trefftz method
in plane elasticity problemdnternational Journal for Numerical Methods in En-
gineering 30:1147-1161, 1990.

[45] W. G. Jin, Y. K. Cheung e O. C. Zienkiewicz. Solution of Helmholtz equation
by Trefftz methodInternational Journal for Numerical Methods in Engineerjng
32:63-78, 1991.

[46] W. G. Jin, Y. K. Cheung e O. C. Zienkiewicz. Trefftz method for Kirchhoff plate
bending problemsnternational Journal for Numerical Methods in Engineering
36:765-781, 1993.

[47] J. JirouSek e L. Guex. The hybrid-Trefftz finite element model and its application
to plate bendinginternational Journal for Numerical Methods in Engineerjng
23:651-693, 1986.

[48] J.JirouSek e N. Leon. A powerful finite element for plate bend@@nputer Meth-
ods in Applied Mechanics and Engineerjd@:77-96, 1977.

[49] J. JirouSek e M. N'Diaye. Solution of orthotropic plates baseg-ertension of the
hybrid-Trefftz finite element modeComputer & Structures34(1):51-62, 1990.

[50] J. JirouSek e Q. H. Qin. Application of hybrid-Trefftz element approach to transient
heat conduction analysis. Relatério LSC 94/10, Swiss Federal Institute of Technol-
ogy, Lausanne, Suica, 1994.

[51] J. JirouSek e P. Teodorescu. Large finite elements method for the solution of prob-
lems in the theory of elasticitComputers & Structured5:575-587, 1982.

[52] J. JirouSek e A. Wrbblewski. Least-squares T-elements: equivalent FE and BE
forms of a substructure-oriented boundary solution apprd@ommunications in
Numerical Methods in Engineerin§0:21-32, 1994.

182



BIBLIOGRAFIA

[53] J.JirouSek e A. Wréblewski. T-elements: a finite element approach with advantages
of boundary solution method&dvances in Engineering Softwag4:71-88, 1995.

[54] J. JirouSek e A. Wréblewski. T-elements: state of the art and future trardsves
of Computational Methods in Engineerirg(4):323-434, 1996.

[55] J. JirouSek, A. Wroblewski, Q. H. Qin e X. Q. He. A family of quadrilateral hybrid-
Trefftz p-elements for thick plate analysiSomputer Methods in Applied Mechan-
ics and Engineeringl27:315-344, 1995.

[56] J. JirouSek, A. Wroblewski, Q. H. Qin e X. Q. He. A family of quadrilateral hybrid-
trefftz p-elements for thick plate analysiS8omputer Methods in Applied Mechan-
ics and Engineeringl27:315-344, 1995.

[57] J. JirouSek, A. Wréblewski e B. Szytsiki. A new 12DOF quadrilateral element
for analysis of thick and thin plateBiternational Journal for Numerical Methods
in Engineering 38:2619-2638, 1995.

[58] J. JirouSek e A. P. Zidiski. Survey of Trefftz-type element formulatiofomput-
ers & Structures63(2):225-242, 1997.

[59] D. Johnson. Plate bending by a boundary point met@aputers & Structures
26:673-680, 1987.

[60] G. Kirchhoff. Uber das Gleichgewich und die Bewegung einer elastischen scheibe.
J. Reine und Angewandte Mathema#i6:51-88, 1850.

[61] Eisuke Kita, Norio Kamiya e Youichi Ikeda. First- and second-order sensitivity
analysis schemes by collocation-type Trefftz meth@omputer Assisted Mechan-
ics and Engineering Sciencet477-489, 1997.

[62] J. A. Kolodziej e A. scilowska. Trefftz-type procedure for Laplace equation on
domains with circular holes, circular inclusions, corners, slits, and symn&zsim-
puter Assisted Mechanics and Engineering Scient®91-519, 1997.

[63] J. A. Kolodziej. Review of application of boundary collocation methods in me-
chanics of continuous medi&olid Mechanics Archived42:187-231, 1987.

[64] Erwin Kreyszig. Advanced Engineering Mathematic®john Wiley & Sons,7*
edicao, 1993.

[65] A.W. Leissa e W. E. Clausen. Deflection of a circular plate having mixed boundary
conditions.American Institute of Aeronautics and Astronautics Jourda®?287—
2289, 1967.

[66] A.W. Leissa e F. W. Niedenfuhr. A study of the cantilevered square plate subjected
to uniform loadingJournal of the Aerospace Scienc29:162-169, 1962.

183



BIBLIOGRAFIA

[67] A.W. Leissa e F. W. Niedenfuhr. Bending of a square plate with two adjacent edges
free and the others clamped or simply supporfederican Institute of Aeronautics
and Astronautics Journall:116-120, 1963.

[68] A. W. Leissa e F. W. Niedenfuhr. Uniformly loaded plates of regular polygonal
shape.American Institute of Aeronautics and Astronautics Jour8ab66-567,
1965.

[69] V. M. A. Leitdo. On a multi-region indirect Trefftz formulation for potential prob-
lems.Engineering Analysis with Boundary Elemeri&:77-96, 1997.

[70] V. M. A. Leitdo. Application of multi-region Trefftz-collocation to fracture me-
chanics Engineering Analysis with Boundary Elemer#t&:251-256, 1998.

[71] C. Massonnet. Méthode de calcul des ponts a poutres multiples tenant compte de
leur resistence a la torsiomternational Association for Bridge and Structural
Engineering 10:147-182, 1950.

[72] L. S. D. Morley. Bending of a simply supported rhombic plate under uniform nor-
mal loading.Quart. Journ. Mech. and Applied MatKV:413—-426, 1962.

[73] N.I. Muskhelishvili.Some basic problems of the mathematical theory of elasticity
P. Noordhoff, Groningen, The Netherland$edi¢éo, 1963.

[74] Norma Portuguesa NP-761. Vocabulario da teoria das estruturas. Relatério técnico,
LNEC, 1969.

[75] R. Park e W. L. GambleReinforced concrete slab3onh Wiley & Sons, 1980.

[76] E. M. B. R. PereiraElementos Finitos de Tenséo - Aplicacdo a andlise elastica de
estruturas Tese de Doutoramento, Instituto Superior Técnico, Universidade Téc-
nica de Lisboa, 1993.

[77] J. Petrolito. Hybrid-Trefftz quadrilateral elements for thick plate analy\G@n-
puter Methods in Applied Mechanics and Engineeying331-351, 1990.

[78] R. Piltner. On the representation of three-dimensional elasticity solutions with the
aid of complex valued functiond. Elast, 22:45-55, 1989.

[79] R. Piltner. A quadrilateral hybrid Trefftz plate bending element for the inclusion of
warping based on a three-dimensional plate formulatitiernational Journal for
Numerical Methods in Engineering3:387-408, 1992.

[80] R. Piltner. Recent developments in the Trefftz method for finite element and bound-
ary element applicationgdvances in Engineering Softwag%}:107-115, 1995.

[81] Adolf PucherlInfluence surfaces of elastic plat&pringer-Verlag, 1964.

[82] R. Bare$ e C. Massonnetnalysis of beam grids and orthotropic plat€srosby
Lockwood Ltd., Londres, 1968.

184



BIBLIOGRAFIA

[83] T. Sekiya. An approximate solution in the problems of elastic plates with arbitrary
external form and a circular holBroceedings of the 5th Japan National Congress
for Applied Mechanicspaginas 95-98, 1955.

[84] Rudolph SzilardTheory and analysis of plateBrentice-Hall, Inc., 1974.

[85] C.J. Thorne. Square plate fixed at poidtsurnal of Applied Mechani¢§0:73-79,
1948.

[86] Stephen P. Timoshenko e S. Woinowsky-Krieddreory of plates and shellEn-
gineering Mechanics. McGraw-Hilp% edicdo, 1959.

[87] E. Trefftz. Ein Gegenstiick zum Ritzschen VerfharerRioc. 2nd Int. Cong. Appl.
Mech, paginas 131-137, 1926.

[88] A. C. Ugural.Stresses in plates and shelcGraw-Hill, 1981.

[89] A. Venkatesh e J. JirouSek. Accurate representation of local effects due to concen-
trated and discontinuous loads in hybrid-Trefftz plate bending elenf@oitsputers
& Structures 57(5):863—-870, 1995.

[90] G. M. Voéros e J. JirouSek. Application of the hybrid-Trefftz finite element model
to thin shell analysis. Editores: P. Ladeveze e O. C. Zienkievitoag. European
Conf. on New Advances in Comp. Struc. Mgplginas 547-554, Giens, Franca,
1991. Elsevier.

[91] R. H. Wampler. A report on the accuracy of some widely used Least-Squares Com-
puter Programslournal of the American Statistical Associatj@®(330):549-565,
1970.

[92] M. L. Williams. Stress singularities resulting from various boundary conditions in
angular corners of plates in extensidournal of Applied Mechani¢d49:526-528,
1952.

[93] Stephen WolframMathematica: a system for doing mathematics by computer
Addison-Wesleyz2 edicéo, 1992.

[94] A. Wréblewski e J. JirouSek. Application of hybrid-Trefffrelements to stress
analysis in shaft®roc. Xl Polish Conference on Comp. Meth. in Meellume 2,
paginas 983-990, Kielce-Cedzyna, Polonia, 1993.

[95] A. Wréblewski, A. P. Zielhski e J. JirouSek. Hybrid-Trefftz p-element for 3-D
axisymmetric problems of elasticity. Editores: C. Hirsch, O. C. Zienkiewicz e
E. OnfateNumerical Methods in Engineering’92, Proc. First Europ. Conf. on Nu-
mer. Meth. in Eng.paginas 803-810, Bruxelas, 1992. Elsevier.

[96] B. C. Wu e N. J. Altiero. A boundary integral method applied to plates of arbitrary
plan form and arbitrary boundary conditiorGomputers & Structuresl0:703—
707, 1979.

185



BIBLIOGRAFIA

[97] B. C. Wu e N. J. Altiero. A new numerical method for the analysis of anisotropic
thin-plate bending problem€omputer methods in applied mechanics and engi-
neering 25:343-353, 1981.

[98] A. P. Zielihski e O. C. Zienkiewicz. Generalized finite element analysis with t-
complete boundary solutions functiomsternational Journal for Numerical Meth-
ods in Engineering21:509-528, 1985.

[99] O. C. Zienkiewicz, D. W. Kelly e P. Bettess. Marriage a la mode-The best of both
worlds (finite elements and boundary integrals). Editores: R. Glowinski, E. Y.
Rodin e O. C. Zienkiewiczznergy methods in finite element analysigpitulo 5,
paginas 82—-107. John Wiley & Sons, 1979.

[100] O. C. Zienkiewicz e R. L. Tayloil he finite element method-basic formulation and
linear problemsvolume 1. McGraw-Hill Book Company edicéo, 1991.

[101] O. C. Zienkiewicz and R. L. Taylofhe finite element method-solid and fluid me-
chanics and non-linearityvolume 2. McGraw-Hill Book Company}¢ edicéo,
1991.

186



