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Capitulo 1

Introducao

1.1 Objectivo

A analise estrutural é a fase de um processo de engenharia em que sdo quantificadas
as variaveis que caracterizam o comportamento da parte resistente, ou estrutura, de uma
construcao ja edificada ou a construir. Essas varidaveis podem ser determinadas experi-
mentalmente, sobre a estrutura existente ou recorrendo a um modelo fisico da estrutura a
construir, ou utilizando um modelo mateméatico que simula esse comportamento, o qual é
geralmente bastante complexo e cuja caracterizagao envolve frequentemente muitas incer-
tezas.

Este texto de introdugao aos métodos de anélise estrutural cobre apenas o modelo
mateméatico mais simples, o modelo definido por um sistema de pecas lineares, geralmente
designado por estrutura reticulada. Para além disso, admite-se que o comportamento da
estrutura é linear, isto é, que o comportamento mecénico dos elementos estruturais é
elastico linear, a hipdtese de linearidade fisica, e que sao muito pequenos os deslocamentos
e as deformacoes que se verificam nos elementos estruturais, a hipdtese de linearidade
geométrica.

Admite-se ainda que se conhecem todas as caracteristicas geométricas e mecénicas
dos elementos estruturais e que a solicitacao que actua sobre estrutura é deterministica e
estd univocamente caracterizada. Admite-se, finalmente, que essa solicitagdo provoca um
comportamento estrutural quasi-estatico, isto é, que sao desprezaveis os efeitos varidveis
no tempo, designadamente as forgas de inércia e de amortecimento.

Por ac¢ao entende-se tudo o que possa alterar os campos de tensao e/ou de extensao em
qualquer parte da estrutura, como, por exemplo as sobrecargas, o pré-esforco de elementos
estruturais, as variagoes térmicas e os assentamentos nos apoios da estrutura. A informacao
que se pretende obter de uma analise estrutural é o valor e a distribuicao das grandezas que
caracterizam a resposta da estrutura a uma dada accao, designadamente os esforcos, as
deformacoes e os deslocamentos nas sec¢oes das pegas lineares, tipicamente vigas e pilares,
e as reacgoes nos apoios que simulam a ligacao da estrutura a fundacao.

Apesar das hipoteses simplificativas em que se baseia, o modelo resultante é frequente-
mente utilizado na anélise de estruturas reais, como as estruturas de edificios e de pontes,
pois a informagao que proporciona é suficiente para fins de verificagao dos critérios de segu-
ranca. Acresce que o grau de precisao que é assegurado na defini¢do dessa informacao é o
adequado para fins de aplicacao prética, desde que o conjunto de hipoteses seja apropriado
para o caso em estudo, o que sucede frequentemente em situagoes normais de servico das
estruturas.
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Para obter essa informacao, os problemas de anélise estrutural devem ser formulados
e resolvidos usando os métodos que assegurem a maxima eficicia dos meios disponiveis.
A concepgdo que aqui se adopta visa a solucdo dos problemas de analise estrutural em
computador. E vantajoso, nesse contexto, formular matricialmente o problema da analise
de estruturas, o que justifica a designacao alternativa de Andlise Matricial de Estruturas
para a abordagem aqui seguida.

Uma outra designagao também frequentemente utilizada é a de Cdlculo Automdtico de
Estruturas, pois a concep¢ao da formulagdo do problema de analise estrutural é determi-
nada pelo objectivo de potenciar a sistematizacao e a automatizagdo das trés fases de um
processo de andlise estrutural por computador: a definicao do problema, isto é, a definicao
dos dados sobre a estrutura e o carregamento; a formulag@o e a resolugdao do problema, o
que no contexto da modelagao matematica corresponde a calcular e a resolver o sistema de
equagoes que caracteriza o comportamento da estrutura; e a apresentacao dos resultados,
o que na andlise de estruturas reticuladas corresponde a representar e quantificar a defor-
mada da estrutura e a distribuicdo dos esforgos nos elementos estruturais e nas reacgoes
nos apoios.

O modelo matemético do comportamento linear de estruturas reticuladas é tipicamente
descrito por equacgoes diferenciais as derivadas parciais, existindo diversos métodos para o
resolver através de um sistema de equacgoes algébricas equivalentes. O que distingue esses
métodos sdo as variaveis do problema seleccionadas para incognitas. Sao aqui tratados
os dois principais métodos de anélise estrutural, designadamente o método das forcas e o
método dos deslocamentos.

1.2 Representacao da Estrutura

Como se ilustra na figura 1.1a, a representacao de uma estrutura reticulada é idealizada
recorrendo a quatro tipos de elementos: as pegas lineares, que recebem as cargas e as
transmitem ao meio de fundagdo, os noés rigidos, que ligam as pecas lineares entre si e &
fundacao, os aparelhos de libertacao, que permitem controlar os esforcos em determinadas
seccoes das pegas lineares, e os aparelhos de ligacao, geralmente designados por apoios,
que caracterizam as condigoes de ligagao da estrutura ao meio de fundacao.

Uma peca linear, também designada por pega prismética, &€ um elemento estrutural em
que a dimensao longitudinal é muito superior as suas dimensoes transversais, como as vigas
e os pilares, que funcionam predominantemente & flexao e & compressao, respectivamente. é
representada pelo seu eixo, ao qual se atribui um sistema de referéncia utilizado na medicao
das quantidades vectoriais que caracterizam o seu comportamento. Por simplicidade, e
porque traduzem a situacao pratica mais corrente, admite-se geralmente que as pecas
lineares tém eixo recto e secgdo constante. As pegas curvas podem ser aproximadas por
um conjunto adequado de segmentos rectos e as pecas de secgao varidvel por um conjunto
de pecas de seccao constante, como se ilustra nas figuras 1.2 e 1.3.

Os nds rigidos representam os pontos de interseccao dos eixos de pegas lineares ad-
jacentes, podendo ou nao ter uma representagao fisica na estrutura real. Em termos de
modelacao estrutural, a sua principal funcao é identificar as pecas lineares continuas que
formam a estrutura. Como adiante se podera verificar, a sistematizacao do calculo é muito
facilitada se se admitir que as pecas lineares s@o continuas, isto €, que nao tém libertacoes
nem apoios no vao. E desta condicdo que decorre a discretizacdo em duas pecas lineares
continuas da barra articulada na estrutura representada na figura 1.1.
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(a) Representagao grafica da estrutura e cargas.
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(b) Discretizagao da estrutura.

Figura 1.1: Estrutura e respectiva discretizagao.

(a) Eixo curvo. (b) Aproximacgao do eixo curvo.

Figura 1.2: Discretizacao de uma pega curva.
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(a) Alcado da pega.
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(b) Discretizacao através de pegas de secgdo constante.

Figura 1.3: Discretizacao de pegas com secgao variavel.

Os aparelhos de libertagdo sao sistemas que permitem deslocamentos relativos entre
as seccoes transversais de pecas lineares, podendo representar uma idealizagao de célculo
ou dispositivos construtivos concebidos para esse efeito. Os aparelhos de libertagao sao
utilizados para controlar directamente o esforco correspondente ao movimento relativo que
permitem. Estdo, por isso, tipicamente associados a um dos seis esforcos que se podem
desenvolver numa secc¢ao transversal de uma estrutura reticulada, designadamente as duas
componentes do momento flector, as duas componentes do esforco transverso, o esforgo
axial e o momento torsor, como representado na figura 1.4.

2

A rdtula, ou articulagdo, € um aparelho que permite a rotagdo relativa entre duas
barras, podendo essa rotagao ser livre em relacdo a um ponto (rétula esférica) ou a um
eixo (rotula cilindrica). O encastramento deslizante é um aparelho que permite a translagao
relativa entre duas barras, perpendicularmente ao seu eixo e no plano que as contém. A
lwbertacao axial € um aparelho que permite a translagao relativa entre duas barras, segundo
o0 eixo comum a essas barras. Um aparelho de libertacao diz-se ser perfeito se o movimento
relativo que permite é livre, independentemente do valor do esforgo correspondente. Dizem-
-se eldsticos se esse movimento é proporcional ao esforgo correspondente.

As representacoes usuais dos aparelhos de libertacao perfeitos e elasticos sao as indica-
das nas figuras 1.5 e 1.6.

O mesmo tipo de representagao pode ser utilizado para estruturas planas ou tridimen-
sionais, desde que, no caso das libertacoes de momento flector e de esforgo transverso, se
indique expressamente qual o movimento ou movimentos permitidos. Como as libertagoes
de esforgo axial e de momento torsor estdo associadas a esforgos e movimentos segundo
o eixo da pega, a sua representacao esquematica tem de especificar univocamente o seu
comportamento, sendo também necessario distinguir inequivocamente as rétulas esféricas
e as rotulas cilindricas na modelacao de estruturas espaciais.

Qualquer dos aparelhos de libertacao acima referidos, os quais sdo combinéaveis para
simular libertagoes multiplas de esforgos, pode também ser utilizado para simular as con-
digoes de apoio da estrutura, bastando para tal introduzir uma combinacao apropriada de
aparelhos de libertagao entre o né e a fundagdo da estrutura. Por combinacao apropriada
entende-se um conjunto de aparelhos de libertagao que permita os mesmos movimentos, na
mesma direcgao e sentido, que os aparelhos de apoio reais, e que sejam portanto capazes
de absorver o mesmo tipo de esforcos, ou reacgoes de apoio.

Os aparelhos de apoio, ou de ligagao, sdo sistemas que impedem, total ou parcialmente,
os deslocamentos dos nos de extremidade de uma pega linear ligada ao meio de fundacao,
podendo também representar uma idealizacao de célculo ou um dispositivo construtivo
especifico, como se ilustra na figura 1.6. O movimento que estd impedido ou restringido
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Figura 1.4: Aparelhos de libertagao.
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Representacao o H —m—

Esforgo nao

. Momento Flector Esforgo Transverso Esforgo Axial
absorvivel
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Figura 1.5: Representagao de aparelhos de libertagao perfeitos.

Figura 1.6: Representagao de aparelhos de libertagao elasticos.

provoca o desenvolvimento de uma forca, ou momento, que define a reaccao transmitida
ao meio de fundacao.

Podem desenhar-se aparelhos de ligacdo que restringem apenas um ou qualquer com-
binagao dos seis movimentos possiveis no espago, designadamente trés translagoes e trés
rotagoes. Definem-se na figura 1.7 os aparelhos de apoio mais utilizados na modelagao de
estruturas reticuladas, designadamente, o encastramento total, que impede todos os movi-
mentos do nd, o encastramento deslizante, que permite apenas a translagao no sentido da
libertacao, o encastramento de rotacao, que impede a rotacao do né segundo o eixo normal
ao aparelho, o apoio fizo, que impede as translacdes do no, e o apoio mdvel que impede a
translagao segundo o eixo do aparelho. Tal como os aparelhos de libertagao, os aparelhos
de ligacdo também podem ser perfeitos ou elasticos. Uma ligacao diz-se ser perfeita se
for rigida, isto é, se impedir o movimento correspondente. Diz-se ser eldstica se o movi-
mento que restringe for proporcional & reaccao correspondente, sendo esse comportamento
representado inserindo uma mola segundo esse movimento, linear ou angular.

1.3 Representacao das Accoes e da Resposta da Estrutura

As acgoOes a que uma estrutura reticulada pode estar sujeita podem ser transmitidas
através das pegas lineares, as cargas de vao, e dos nos, as cargas nodais. Sao exemplos de
cargas de vao o peso proprio e as sobrecargas decorrentes das funcoes da estrutura, o pré-
esforco de elementos estruturais, as variagoes térmicas nesses elementos. Sao exemplo de
cargas nodais as forcas e os momentos aplicados nos nés, ou os deslocamentos e as rotagoes
ai impostos, designadamente as cedéncias nos apoios. & por vezes conveniente falar em
forcas generalizadas, ou simplesmente forcas, para incluir numa mesma designagao forcas
e momentos, concentrados ou distribuidos. O conceito de deslocamento ou deslocamento
generalizado é utilizado no mesmo sentido, agora em termos de componentes de movimento.
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Representacao
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Figura 1.7: Representagao dos aparelhos de apoio rigidos.

Admite-se na analise estrutural que a accdo é conhecida, sendo o objectivo central
determinar os deslocamentos e os esforgos que provocam. Esta informagao pode ser pro-
porcionada ao analista numericamente, definindo os valores determinados para os deslo-
camentos em determinados nds da estrutura, ou graficamente, representando a deformada
da estrutura, a qual descreve o movimento e mudanca de forma do conjunto dos elementos
estruturais. Analogamente, os esfor¢os podem ser definidos numericamente em secgoes se-
leccionadas ou representados por diagramas que definem a sua variagdao ao longo das pecas.
As reacgoes sao definidas numericamente e atribuidas aos apoios em que se desenvolvem,
utilizando-se 0 mesmo procedimento relativamente as deformagoes.
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Figura 1.8: Trelica plana.
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Figura 1.9: Viga continua.

1.4 Classificacao das Estruturas Reticuladas

As estruturas reticuladas sao usualmente classificadas em estruturas planas ou espa-
ciais, ou tridimensionais, consoante os elementos estruturais existam ou nao num mesmo
plano. Em cada caso, podem ser classificadas de acordo com o conjunto de esforgos que
caracterizam o seu comportamento, o qual decorre das acgoes a que estao sujeitas e da
maneira como os elementos estruturais se ligam entre si e ao meio de fundagao.

O modelo de estrutura articulada, ou trelica, é o modelo mais simples, em que se admite
que as pegas lineares estdo apenas sujeitas a esforgo axial. Tal pressupde que a estrutura
estéd sujeita apenas a forgas aplicadas nos nos e que todas as barras se ligam entre si e ao
meio de fundagao por rétulas globais, como se ilustra na figura 1.8. A rotula global é a
representacao usada para indicar que todas as barras incidentes num no, excepto uma, se
articulam nesse no.

O modelo de viga continua aplica-se a vigas com dois ou mais tramos que funcionam
predominantemente a flexdo, como se ilustra na figura 1.9. Admite-se que a pega é recta e
que as acgOes envolvem apenas forgas transversais ao eixo e momentos no plano da viga,
de modo a assegurar que é nulo o esfor¢o axial em todos os outros elementos estruturais.

O modelo de grelha aplica-se a estruturas reticuladas planas actuadas por forgas per-
pendiculares a esse plano e a momentos em torno de eixos existentes nesse plano, como se
indica na figura 1.10. Os elementos estruturais funcionam, portanto, a flexao e ao corte,
no sentido das cargas aplicadas, e a torgao. O esfor¢o axial e a flexdo e o corte no plano
da estrutura sao nulos por se admitir que sao nulas as forcas aplicadas nesse plano e os
momentos segundo eixos que lhe sejam ortogonais.

O modelo de estrutura porticada plana, exemplificado na figura 1.1, aplica-se a estru-
turas reticuladas planas sujeitas a um sistema de forgas complementar do descrito para as
grelhas. Os elementos estruturais funcionam, portanto, a flexao e ao corte, no plano da
estrutura, e ao esforco axial. A torgao, a flexdo e o corte fora do plano da estrutura sao
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Figura 1.10: Modelo de grelha.
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Figura 1.11: Estrutura porticada tridimensional.

nulos por se admitir que sao nulas as forcas ortogonais a esse plano e os momentos segundo
eixos que nele existam. O modelo de estrutura porticada tridimensional, representado na
figura 1.11, é o mais geral e aplica-se a todas as situagoes em que os elementos estruturais
estao sujeitos a flexdo e ao corte em dois planos, ao esforgo axial e & torgao. Esse compor-
tamento pode verificar-se em estruturas que existam num plano mas em que a acgdo, as
ligagoes dos elementos estruturais entre si e & fundacao ou a prépria assimetria das secgoes
transversais das pegas induzam um comportamento tridimensional.

1.5 Modelos matematicos

A anélise estrutural é a disciplina da engenharia de estruturas vocacionada para a de-
terminagao da resposta de uma estrutura a uma dada acgdo. O modelo matemaético é a
ferramenta mais poderosa a que um analista pode recorrer para caracterizar o comporta-
mento de uma estrutura: é simples de formular e de compreender, se se associar sempre
essa formulagao ao fenémeno fisico em estudo, é geral, pois aplica-se a todos os problemas
que cumpram as hipéteses do modelo, e pode ser resolvido com grande economia e rapidez
através dos meios de célculo disponiveis.

E por isso fundamental que nao se olhe para uma equacao da anélise estrutural como
uma férmula matemética com origem duvidosa e utilidade incerta, mas como uma relagao
fisica muito clara entre quantidades que descrevem o comportamento de uma estrutura. No
presente contexto, sao fundamentalmente trés os tipos de equacgao presentes num modelo
estrutural:

a) as equagoes de equilibrio, que relacionam as forgas generalizadas que constituem a acgao
(forgas exteriores) com os esforgos (forgas interiores) nos elementos estruturais;

b) as equagoes de compatibilidade, que relacionam os deslocamentos generalizados (movi-
mento) com as deformagoes (mudanga de forma) dos elementos estruturais;
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c¢) as equagoes de elasticidade, que relacionam os esforgos com as deformagoes, sendo essa
relagdo univoca para materiais elasticos lineares.

Estas equacoes definem as trés leis que determinam o comportamento das estruturas.
Sao simples em conceito, tém um significado fisico claro e até intuitivo, e a sua compreen-
sao e manipulacao exige apenas a formagao adequada num nimero limitado de disciplinas,
designadamente: Estatica e Resisténcia de Materiais, para compreender o modelo de com-
portamento da estrutura; élgebra Linear, por permitir exprimir as equagoes do problema
da forma compacta e sistematica; Programacao, por ser bastante simples automatizar os
métodos de anélise estrutural que aqui sao abordados.

A sistematizacao de procedimentos, isto é, a explicitagdo passo a passo do algoritmo
de solugao, envolvendo cada um deles um mesmo conjunto de operagoes, é essencial para
assegurar a eficicia computacional de um método de célculo. Essa opc¢ao, que tem ne-
cessariamente de ser aqui seguida, pode suscitar a propensao para aprender como se faz
sem compreender porque se faz. A questdo ndo é saber fazer os célculos, essa é a funcdo
do computador, mas saber se os resultados obtidos sao coerentes com o problema que se
pretende resolver. Sao frequentes os erros cometidos na entrada de dados e na escolha
das op¢oes de modelagao oferecidas pelos programas de célculo disponiveis no mercado. A
apreciacao critica dos resultados s6 pode ser feita conhecendo e compreendendo o método
de calculo utilizado nesses programas, ou seja, os fundamentos, a logica e a estratégia dos
métodos de analise estrutural em que esses programas se baseiam.

1.6 Organizagao do Texto

Este texto de introdugao a anélise elastica linear de estruturas reticuladas esta organi-
zado de modo a iniciar o estudo pelo método de analise estrutural mais intuitivo, o método
das forcgas, e abordar depois o0 método que é mais facilmente automatizavel, o método dos
deslocamentos, no qual se baseia a maioria dos programas de anélise estrutural. No en-
tanto, para estabelecer a terminologia e para caracterizar o problema da anélise elastica
linear estatica de estruturas reticuladas, comegou-se, ainda neste capitulo, por resumir as
definicOes e as hipoteses bésicas, e sistematizar a representagdao do modelo estrutural.

Os conceitos envolvidos no segundo capitulo apelam ao entendimento do comporta-
mento de estruturas reticuladas, ainda sem qualquer preocupacao de quantificar esse com-
portamento. Recorre-se, para isso, aos conceitos intuitivos de simetria e anti-simetria,
aplicados agora aos campos vectoriais que descrevem o movimento e o sistema de forgas
interiores em estruturas reticuladas. Define-se o que se entende por estruturas simétri-
cas, discute-se a sua resposta a accoes simétricas e anti-simétricas e conclui-se sobre as
simplificacGes de célculo que dai podem decorrer.

No terceiro capitulo caracteriza-se o comportamento do elemento estrutural que tipi-
fica as estruturas reticuladas, a peca linear. Sao introduzidos dois conceitos, os esforcos
independentes e as deformacodes independentes, os quais sao fundamentais para atingir dois
objectivos centrais. O primeiro é substituir o sistema de equacgoes diferenciais que define
o comportamento da estrutura por um sistema de equagoes algébricas equivalente, o mais
adequado para processamento automatico. O segundo é criar as condigbes necessarias para
sistematizar o céalculo: a caracterizacao que se obtém para a caracterizagao do comporta-
mento da peca linear é vélida para todas as pecas de qualquer estrutura reticulada.

Os dois capitulos seguintes incidem sobre matérias introdutoérias & posterior apresen-
tagdo do método das forgas (Capitulo 6), designadamente a determinagao dos graus de
hiperestatia de estruturas reticuladas (Capitulo 4) e o calculo de deslocamentos em estru-
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turas isostaticas (Capitulo 5). O primeiro conceito ¢ o que determina a identificagao das
incognitas do método das forgas, designadamente as reacgoes de apoio e/ou os esforgos que
tornam a estrutura hiperestatica. Essas forgas e/ou esforgos sao desconhecidos, sendo por
isso designadas por forcas indeterminadas ou forcas hiperestdticas da estrutura. No en-
tanto, os deslocamentos, ou os deslocamentos relativos correspondentes, sao conhecidos. é
esta a informacao que é utilizada para resolver a indeterminacao das forcas hiperestéaticas.

Assim, a estratégia do método consiste, fundamentalmente, em libertar as forcas hipe-
restaticas para converter a estrutura numa estrutura isostatica equivalente, designada por
estrutura-base. Fsta estrutura é depois analisada combinando dois carregamentos, a acgao
dada (conhecida) e o conjunto das forcas hipertaticas (ainda desconhecidas). Calculam-
se depois os deslocamentos correspondentes as forgas hiperestéticas e impoe-se que sejam
idénticos aos que se verificam na estrutura hiperestéitica em anélise. O sistema de equacoes
que dai resulta é o sistema resolvente do método das forgas e a solugao assegura que a de-
formada da estrutura-base seja idéntica a deformada da estrutura hiperestatica em analise.
Como o nimero de incognitas do sistema resolvente depende do grau de hiperestatia da
estrutura e todos os seus coeficientes sdo determinados calculando deslocamentos em estru-
turas isostaticas, estes dois conceitos sao introduzidos nos Capitulos 4 e 5, respectivamente,
antes de expor a estratégia e a sistematiza¢do do método das forgas, no Capitulo 6.

E semelhante a organizacdo adoptada para a apresentacdo do método dos desloca-
mentos. Neste método escolhem-se para incognitas os deslocamentos livres nos noés da
estrutura, os deslocamentos indeterminados da estrutura, e explora-se o facto de serem co-
nhecidas as forcas correspondentes. A estratégia do método consiste em definir a estrutura
cinematicamente determinada correspondente & estrutura a analisar, isto é, a estrutura
que se obtém quando se bloqueiam todos os deslocamentos indeterminados, a qual define
a estrutura-base, e assegurar que as forcas que nela se geram quando é actuada por cada
um dos deslocamentos indeterminados e pelo carregamento dado recuperam o sistema de
forgas aplicado & estrutura em analise.

Portanto, para calcular os coeficientes do sistema resolvente do método dos desloca-
mentos é necessario conhecer as forgas que se desenvolvem nos nos de uma peca linear
sujeita a dois tipos de acgoes: a accao das cargas dadas quando sao nulos os deslocamentos
nodais e a accao independente de cada um dos deslocamentos nodais. Essa é a informagao
que se retine no Capitulo 7. Para além disso, é necessario identificar as incégnitas do pro-
blema, isto é, quantos e quais sao os deslocamentos nodais indeterminados da estrutura
em anélise. Esse problema, de determinar o grau de indeterminacdo cinemdtica de uma
estrutura reticulada, é abordado no Capitulo 8. Com base nesta informagao, apresenta-se
no Capitulo 9 a estratégia e a sistematizacdo do método dos deslocamentos.






Capitulo 2

Simetria e Anti-simetria

2.1 Introducgao

Sao diversas as razoes que justificam a opcao pela construcao de estruturas simétricas,
isto é, estruturas com uma topologia (arranjo dos elementos estruturais), com condigoes
de apoio e com propriedades geométricas e mecanicas simétricas em relagao a um ponto,
a um eixo ou a um plano.

Em regime linear, uma estrutura simétrica sujeita a uma accao simétrica responde de
tal maneira que todas as grandezas vectoriais que caracterizam essa resposta mantém essa
propriedade de simetria. Complementarmente, se uma estrutura simétrica é sujeita a uma
accao anti-simétrica o seu comportamento linear é também anti-simétrico.

Estes resultados sao tteis de dois pontos de vista distintos. O primeiro é o de permitirem
simplificar a analise do problema: basta resolver metade da estrutura e inferir, por simetria
ou anti-simetria, o comportamento da outra metade da estrutura. O segundo aspecto que
interessa relevar é o de permitir ao analista verificar os resultados obtidos e ajuizar se
os erros que detecta nos resultados obtidos, em termos da simetria ou da anti-simetria
esperada, resultam de insuficiéncias de precisao numeérica ou de erros na caracterizacao do
problema estrutural.

Comega-se neste capitulo por definir as trés formas de simetria mais comuns, em relagao
a um ponto, a um eixo e a um plano, e caracterizam-se depois as condig¢oes que definem a
simetria de uma estrutura reticulada. Os conceitos de simetria e anti-simetria sao também
utilizados para decompor uma acgao em duas parcelas complementares, simétrica e anti-
simétrica, explorando o principio da sobreposicao de efeitos, valido para a analise linear de
estruturas. O comportamento das estruturas simétricas e as simplificacoes decorrentes do
efeito de accoes simétricas e anti-simétricas é depois analisado para a forma de simetria mais
comum, a simetria em relacao a um eixo. O capitulo termina com uma breve apreciacao
das vantagens e desvantagens do recurso as simplifica¢oes de simetria em anélise estrutural.

2.2 Definicoes

As propriedades de um conjunto de quantidades, referido ao sistema de coordenadas
X apresentam uma distribuicdo simétrica em relacdo a um novo sistema de coordenadas
y, com a mesma origem de X, se essas propriedades se repetem em ambos os sistemas. O
elemento de simetria podera ser a origem do sistema (simetria em relagao a um ponto),
ao eixo xz; (simetria em rela¢do a wm eizo) ou ao plano x; = 0 (simetria em relagao a um
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plano), consoante a posi¢ao relativa entre os sistemas x e y:

Ponto (origem): Y1 = —1; Yo = —To; Y3 = —13.
Eixo (73) : Y1 = —T1; Y2 = —T2; Y3 = +x3.
Plano (z3 =0) : Y1 = +x1; Y2 = +x2; Y3 = —T3.

Uma estrutura reticulada diz-se ser simétrica em relacao a um ponto, a um eixo ou
a um plano, quando existir em relagao a esse elemento: a) Simetria da topologia, isto é,
da distribui¢ao das barras; b) Simetria na distribui¢ao dos aparelhos de libertagao inte-
rior e exterior; ¢) Simetria das propriedades geométricas e mecanicas entre cada elemento
estrutural e a sua imagem. Os trés casos de simetria estao ilustrados na figura 2.1, onde
implicitamente se admite a condi¢ao de simetria das propriedades geométricas e mecénicas.

Uma solicitagao f diz-se ser simétrica em relacao a um ponto, eixo ou plano se a cada
elemento referido ao sistema x corresponde um complemento referido ao sistema y tal que:

Ponto (origem): Fy1=—Fy1; Fyo = —Fyo; Fy3 = —Fys.
Eixo (:113)2 Fylz_Fxl; Fy2:_ 25 Fy3:+Fx3-
Plano (z3 =0) : Fy1=+F;1; Fyo = +Fyo; Fy3=—Fjy3.

A relagao complementar define a solicitacao anti-simétrica:

Ponto (origem): Fy1=+F;; Fyo=+Fyo9; Fy3 = +Fy;3.
Eixo (:ZZ3) : Fylz—l—Fxl; Fygz—i-Fxg; Fygz— 23
Plano (x3:0): FyIZ_FxH FyQZ— z2; Fy3:+Fx3.

A solicitagao pode ser uma forca generalizada (for¢a ou momento) ou um deslocamento
generalizado (deslocamento linear ou angular). Os trés casos de simetria a anti-simetria
estao representados na figura 2.2.

2.3 Decomposicao da Solicitacao

Como o principio da sobreposi¢gdo estabelece que a resposta de uma estrutura com
comportamento linear é independente da ordem pela qual se aplicam as acgoes, qualquer
solicitag@o assimétrica sobre uma estrutura simétrica pode ser decomposta em duas parce-
las, uma simétrica e a outra anti-simétrica, em relagao ao elemento de simetria da estrutura.
Essa decomposigao pode ser definida da maneira seguinte, como se ilustra na figura 2.3:
(a) a parcela simétrica ¢ igual & soma da metade da solicitagao com metade do seu com-

plemento simétrico;

(b) a parcela anti-simétrica é igual a soma da metade da solicitagdo com metade do seu
complemento anti-simétrico.

Exercicio 2.1. Analise a decomposicdo de uma acc¢ao assimétrica nas parcelas simé-
trica e anti-simétrica para os seguintes casos:
(i) variagdo de temperatura uniforme ao longo da secgao da pega;
(ii) variagao de temperatura linear ao longo da secgao da pega;
(iii) assentamentos de apoio.
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(b) Simetria de eixo.

(c) Simetria de plano.

Figura 2.1: Os diferentes tipos de simetria.
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(a) Simetria de ponto. (b) Anti-simetria de ponto.
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(c) Simetria de eixo. (d) Anti-simetria de eixo.
Y3 3
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(e) Simetria de plano. ) Anti-simetria de plano.

Figura 2.2: Simetria da solicitacao.

2.4 Simetria Axial

A estrutura representada na figura 2.4 satisfaz as condigbes de simetria em relacao
ao eixo xr3 = y3, tendo-se optado por orientar os elementos estruturais em relacao aos
sistemas x e y (0 que nao é estritamente necesséario). Este exemplo vai ser usado para
caracterizar a resposta de uma estrutura com um eixo de simetria sujeita separadamente a
accoes simétricas e a acgoes anti-simétricas. Dessa caracterizacao vao resultar as condigoes
que & necesséario assegurar para analisar apenas metade da estrutura e para inferir, por
consideragoes de simetria ou de anti-simetria, o comportamento da metade da estrutura
nao é analisada explicitamente.

2.4.1 Accao Simétrica

Da simetria da estrutura e da solicitacao resulta que um ponto da estrutura e a sua ima-
gem, por exemplo os pontos A e B na figura 2.5, sofrem deslocamentos iguais segundo uma
direccao paralela ao eixo de simetria, sendo também iguais mas agora de sinais contrérios
as rotagoes e os deslocamentos segundo a direc¢ao normal ao eixo.

Por outras palavras, é simétrico o campo de deslocamentos em estruturas simétricas
simetricamente solicitadas. Em consequéncia das relagoes de compatibilidade, & simetria
do campo de deslocamentos corresponde um campo de deformacgoes simétrico. A simetria
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(c) Parcela anti-simétrica.

Figura 2.3: Decomposi¢ao de uma acgao assimétrica.

Y2 Z2

777 777 777

Figura 2.4: Poértico simétrico em relacao a um eixo.
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configuracao deformada
———————— configuragao indeformada

Figura 2.5: Simetria da deformada.
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Figura 2.6: Simetria das for¢as internas.

dos campos de deslocamentos e de deformagéoes é ilustrada na figura 2.5 e a do campo de
esforgos na figura 2.6.

A relacao de elasticidade permitiria concluir que os campos de forcas interiores sao
também simétricos, pois estdao directamente associados as deformacoes compativeis com
os deslocamentos simétricos. Uma justificagdo mais intuitiva é que se o sistema de forcas
aplicado & estrutura é simétrico, também o sao as reacgoes de apoio e os sistemas de forgas
interiores obtidos para qualquer diagrama de corpo livre (simétrico) da estrutura, como se
ilustra na figura 2.6.

Conclui-se, portanto, e em consequéncia das convencoes adoptadas na medigao dos
esforcos, que os diagramas de momento flector sdo simétricos em tracado e que os diagramas
de esfor¢o axial e de esforco transverso sao, respectivamente, simétricos e anti-simétricos
em valor, independentemente da orientagao adoptada para os elementos estruturais.

Com base nestes resultados, pode-se concluir sobre o movimento dos pontos sobre o
eixo de simetria da estrutura e sobre as deformacoes e os esforgos de pecas que coincidam
com esse eixo.

Como as rotagoes e os deslocamentos perpendiculares ao eixo de simetria tém sinais
contrarios, na vizinhanga de pontos que existam sobre o eixo de simetria, como o ponto C da
figura 2.5, a continuidade fisica da estrutura permite concluir que em estruturas simétricas
simetricamente solicitadas, sao nulas as rotacgoes e os deslocamentos perpendiculares ao eixo
de simetria em pontos da estrutura existentes sobre esse eixo. O deslocamento segundo
o eixo de simetria seré livre se, na estrutura dada, nao estiver sujeito a uma ligagao que
impeca esse movimento.

E analogo o raciocinio que leva & caracterizacdo do campo de esforcos em pecas coin-
cidentes com o eixo de simetria da estrutura. Como os momentos e as forgas perpendi-
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culares ao eixo tém sinais contrarios, a continuidade desses campos exige que sejam nulos

os momentos flectores e os esforgos transversos sobre o eixo de estruturas simétricas sime-

tricamente solicitadas. O esforgo axial serd nao nulo em todas as secgbes que ndo sejam
afectadas por libertagoes de esforgo axial que possam existir na estrutura dada.

Conclui-se, assim, que o calculo de uma estrutura reticulada plana simétrica em relacao
a um eixo e simetricamente solicitada pode ser efectuado considerando apenas a metade da
estrutura e da solicitagao que ficam para um dos lados do eixo de simetria. A nova estrutura
é idéntica & meia-estrutura no que se refere as caracteristicas topoldgicas, mecénicas e
geométricas, e esta sujeita a apenas metade da solicitagao dada.

No entanto, é necessario introduzir correcgoes sobre o eixo de simetria da meia-estrutura
para assegurar que o seu comportamento isolado replique o comportamento que teria
quando inserida na estrutura simétrica:

(a) as ligagbes que possam existir nos nos colocados sobre o eixo de simetria devem somar-
se as ligacOes (rigidas) que impedem a rotagdo e o deslocamento perpendicular ao
eixo;

(b) as libertagbes que possam existir nas barras colocadas sobre o eixo de simetria devem
ser adicionadas as rotulas (perfeitas) necessarias e suficientes para assegurar que essas
pecas ficam apenas sujeitas & accao do esforgo axial;

(c) aos elementos estruturais (barras e libertacoes ou ligagoes elésticas) que existam sobre
o eixo de simetria é atribuida metade da rigidez axial das pecas correspondentes da
estrutura simétrica.

Esta tltima correccdo decorre do facto de ser metade o valor das forgas aplicadas
segundo o eixo de simetria, assim como do esforco axial e das reac¢des em barras e apoios
que coincidam com esse eixo. A redugao para metade da rigidez axial assegura que o
deslocamento axial na meia-estrutura é idéntico ao deslocamento axial que se verifica nos
mesmos pontos da estrutura completa. E irrelevante o valor que se atribui a rigidez de
flexdo ou de corte desses elementos, por a condicao de simetria assegurar que sao nulos
os esforgos correspondentes. A aplicagao deste processo de simplificagao esté ilustrada na
figura 2.7.

2.4.2 Accao Anti-Simétrica

Da simetria da estrutura e da anti-simetria da solicitacao resulta que um ponto da
estrutura e a sua imagem, por exemplo os pontos A e B na figura 2.8, sofrem rotagoes
e deslocamentos perpendiculares ao eixo de simetria iguais, sendo também iguais mas de
sinais contrérios os deslocamentos segundo esse eixo.

Pode, portanto, concluir-se que é anti-simétrico o campo de deslocamentos em estru-
turas simétricas anti-simetricamente solicitadas, assim como os campos das deformagdes.
Conclui-se, também, que se o campo de forgas (generalizadas) é anti-simétrico, também
0 sao as reacgoes de apoio e os sistemas de forgas interiores. A anti-simetria dos campos
de deslocamentos e de deformacoes ¢ ilustrada na figura 2.8, e a do campo de esforgos na
figura 2.9.

Em consequéncia das convencoes adoptadas na medicao dos esforcos, os diagramas de
momentos flectores sao anti-simétricos em tragado e que os diagramas de esforco axial e
de esforgo transverso sao, respectivamente, anti-simétricos e simétricos em valor, indepen-
dentemente da orientagao adoptada para os elementos estruturais.

Destas conclusoes decorre a caracterizacao dos deslocamentos dos pontos sobre o eixo
de simetria da estrutura e das deformactes e dos esforgos de pegas que coincidam com
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(b) Estrutura apés simplificagdo de simetria.

Figura 2.7: Simplificacao de simetria.

esse eixo. O resultado é, naturalmente, complementar do obtido para o comportamento de
estruturas simétricas sujeitas a acgoes simétricas.

Como os deslocamentos segundo o eixo de simetria de um ponto e da sua imagem tém
sentidos opostos, conclui-se que em estruturas simétricas anti-simetricamente solicitadas
sao nulos os deslocamentos segundo o eixo de simetria em pontos da estrutura existentes
sobre esse eixo. As rotagoes e os deslocamentos perpendiculares ao eixo sdo livres se, na
estrutura dada, esses pontos nao estiverem sujeitos ligacoes que impecam esses movimentos.

Como as forgas segundo o eixo de simetria, num ponto e na sua imagem, sdo iguais
e tém sentidos opostos, sao nulas as forgas, e portanto também o esforgo axial, em pecas
que coincidam com o eixo de simetria da estrutura e de anti-simetria do carregamento. Os
momentos e as forgas perpendiculares podem néo ser nulos sobre o eixo, pelo que o mesmo
sucede em relacao aos momentos flectores e aos esforgos transversos em seccoes de pegas
coincidentes com o eixo, desde que ai nao existem as libertagoes correspondentes.
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configuracao deformada
———————— configuracao indeformada

Figura 2.8: Antissimetria de deformada.
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Figura 2.9: Antissimetria das forgas internas.

O calculo de uma estrutura reticulada plana simétrica em relagdo a um eixo e anti-
simetricamente solicitada em relagao a esse eixo também pode ser realizado considerando
apenas a metade da estrutura e da solicitacao que ficam para um dos lados do eixo. Como
para o caso do carregamento simétrico, a nova estrutura é idéntica & meia-estrutura no que
se refere as caracteristicas topologicas, mecéinicas e geométricas, e esta sujeita a apenas
metade da solicitagao dada.

As correcgoes que sao introduzidas sobre o eixo de simetria da meia-estrutura, ilustra-
das na figura 2.10, asseguram que se recupera o comportamento que teria se inserida na
estrutura simétrica:

(a) as ligagoes que possam existir nos nos colocados sobre o eixo de simetria devem somar-
se as ligagoes (rigidas) que impedem o deslocamento segundo o eixo de simetria da
estrutura;

(b) as libertagoes que possam existir nas barras colocadas sobre o eixo de simetria devem
ser adicionadas as libertagoes axiais (perfeitas) necessérias e suficientes para assegurar
que nessas pegas seja nulo o esfor¢o axial;

(c) aos elementos estruturais (barras e libertagoes ou ligagoes elésticas) que existam so-
bre o eixo de simetria é atribuida metade da rigidez de flexdo e de corte das pecas
correspondentes da estrutura simétrica.
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(b) Estrutura apés simplificagao de simetria.

Figura 2.10: Simplificacdo de antissimetria.

Esta dltima correcgao também decorre da necessidade de assegurar que as pecas sobre
o eixo de simetria tenham a mesma deformacao na meia-estrutura e na estrutura completa,
tendo em atencgao ser metade o valor dos momentos e das forcas aplicadas perpendicular-
mente o eixo de simetria, assim como do momento flector e do esforgco transversal e das
reaccoes em barras e apoios que coincidam com esse eixo. E irrelevante o valor que se
atribui & rigidez axial desses elementos, por a condicao de simetria assegurar que é nulo o
esforgo correspondente nas barras coincidentes com o eixo de simetria.
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2.5 Procedimento Geral

Os resultados apresentados na sec¢ao anterior representam a particularizagao dos se-
guintes teoremas para o caso da simetria estrutural em relacdo a um eixo:
simetria: uma solicitagao simétrica aplicada a uma estrutura simétrica introduz na estru-
tura vectores de deslocamentos generalizados, forcas internas generalizadas e reacgoes
de apoio generalizadas com uma distribuicao simétrica;
anti-simetria: uma solicitacao anti-simétrica aplicada a uma estrutura simétrica introduz
na estrutura vectores de deslocamentos generalizados, forcas internas generalizadas
e reacgoes de apoio generalizadas com uma distribuicao anti-simétrica.
Para aplicar estes teoremas no célculo de estruturas simétricas deve proceder-se da
seguinte maneira:
1. decompor o carregamento nas parcelas simétrica e anti-simétrica;
2. definir a simplificagao de simetria da estrutura, assegurando que:
(a) os nos existentes sobre o eixo de simetria s6 podem ter deslocamentos segundo o
eixo, se tal for permitido na estrutura original;

(b) as barras sobre o eixo de simetria s6 podem estar sujeitas a esforgo axial, se tal for
permitido na estrutura original;

(c) as barras e as libertagoes ou ligagoes elasticas existentes sobre o eixo de simetria
tém metade da rigidez axial das que lhes esta atribuida na estrutura dada;
3. aplicar a accdo simétrica a simplificacdo de simetria da estrutura, resolver o problema
de analise estrutural, determinando as reaccoes, os diagramas de esforgos e a deformada;
4. recuperar a solugcao para a estrutura simétrica sujeita ao carregamento simétrico aten-
dendo a que:
(a) os esforgos axiais nas barras e as reacgdes nos apoios existentes sobre o eixo de
simetria sao o dobro dos valores obtidos pela analise da meia-estrutura;

(b) a distribuigao das reacgoes é simétrica;
(c) os diagramas de momentos flectores e esforgos axiais sdo simétricos e o diagrama de
esforgo transverso é anti-simétrico;

(d) a deformada da estrutura é simétrica,
5. definir a simplificagdo de anti-simetria da estrutura, assegurando que:
(a) os nos existentes sobre o eixo de simetria ndo podem ter deslocamentos segundo o
eixo, podendo rodar ou ter deslocamentos perpendiculares ao eixo se tal for permi-
tido na estrutura original;

(b) as barras sobre o eixo de simetria s6 podem estar sujeitas a momento flector e a
esforgo transverso, onde tal for permitido na estrutura original;

(c) as barras e as libertagoes ou ligagoes elasticas existentes sobre o eixo de simetria
tém metade da rigidez de flexao e de corte das que lhes esta atribuida na estrutura
dada;

6. aplicar a accao anti-simétrica a simplificacdo de anti-simetria da estrutura, resolver o
problema de anélise estrutural, determinando as reacgoes, os diagramas de esforgos e a
deformada;

7. recuperar a solugao para a estrutura simétrica sujeita ao carregamento anti-simétrico
atendendo a que:

(a) os momentos flectores e os esforgos transversos nas barras existentes sobre o eixo e 0s
momentos de encastramento e as reacgoes perpendiculares ao eixo nos apoios exis-
tentes sobre o eixo sao o dobro dos valores obtidos pela analise da meia-estrutura;
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(b) a distribuigao das reacgoes é anti-simétrica;
(c) os diagramas de momentos flectores e esforgos axiais sao anti-simétricos e o diagrama
de esforgo transverso é simétrico;
(d) a deformada da estrutura é anti-simétrica;
8. sobrepor as solucoes simétrica e anti-simétrica para recuperar as reacgoes de apoio, 0s
esforcos e a deformada da estrutura simétrica sujeita ao carregamento assimétrico.

2.6 Generalizacao e Limitacoes

Interessa realcar dois aspectos sobre simetria de estruturas. O primeiro tem a ver com
formas de simetria miltipla e o segundo com o que se pode chamar falsas condig¢oes de
assimetria, tipicamente associadas a distribui¢cao de apoios.

Os casos de simetria multipla ocorrem quando a primeira simplificagao da estrutura
simétrica, por simetria ou anti-simetria da acc¢ao, expoe uma meia-estrutura equivalente
que apresenta ainda outro elemento de simetria, ou uma sequéncia dessas situagoes. O
processo de simplificagdo pode ser repetido até se esgotar a possibilidade de encontrar um
outro elemento de simetria, como se mostra na figura 2.11.

Como se ilustra na figura 2.12, uma estrutura pode satisfazer todas as condigoes de
simetria mas violar a que incide sobre as condigoes de apoio. Sempre que a Estética o
permita, as ligagdes que violam a condigao de simetria podem ser alteradas libertando as
ligagoes e aplicando as reacgoes que af se desenvolvem, eventualmente introduzindo as liga-
¢Oes que impecam os movimentos de corpo rigido que a alteracao feita possa ter permitido.
A estrutura modificada pode ser analisada explorando as condi¢Ges de simetria ou anti-
simetria, sendo validos todos os resultados obtidos relativos a reacgoes de apoio, esforgos e
deformagoes. No entanto, é necessario somar & deformada da estrutura os deslocamentos
de corpo rigido que recompéem as condic¢oes de ligacao da estrutura original.

A possibilidade de poder substituir uma estrutura simétrica pela meia-estrutura equi-
valente traduz-se sempre por uma economia de calculo, tanto mais significativa quanto
maior for a complexidade topolégica da estrutura original. FEssa economia resulta da re-
dugdo do numero de barras e dos graus de indeterminagao estética («) e cinemética (f3),
os quais definem o ntmero de varidveis e de equagoes do sistema resolvente quando se
utiliza o Método das Forcas e o Método dos Deslocamentos, respectivamente. Quando cer-
tas simplificagoes nao sao utilizadas, verifica-se que a soma dos graus de indeterminagao
dos problemas simétrico e anti-simétrico recuperam o grau de indeterminacao da estrutura
original:

Q' = Qsimetria T Qanti-simetria (21&)

,8 = 5simetria + ﬂanti-simetria (21b)

Com os meios de calculo actualmente disponiveis, s6 se justifica o recurso as simplifica-
¢Oes acima referidas se a estrutura simétrica esta sujeita a apenas um tipo de carregamento,
simétrico ou anti-simétrico, ou quando se deseja avaliar a coeréncia do modelo de calculo
utilizado.

Quando os meios de calculo sao limitados e se pretende analisar uma estrutura simétrica
sujeita & accdo de uma solicitacao assimétrica, é geralmente vantajoso separar a solicita-
¢ao nas parcelas simétrica e anti-simétrica, por ser mais econémico resolver cada um dos
problemas, simétrico e anti-simétrico, do que o problema original, a dimensao do qual é,
na melhor das hipéteses, cerca do dobro de qualquer dos problemas parcelares.
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(a) Primeira simplificagao.
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(d) Quarta simplificagao.

Figura 2.11: Simplificacdo de simetria multipla de poértico.
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(a) Estrutura assimétrica.
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(b) Estrutura simétrica estaticamente equivalente.

Figura 2.12: Simplificagdo de uma estrutura assimétrica.

Finalmente, é importante lembrar que nao se pode recorrer & separacao das solicitacoes
assimétricas actuando sobre estruturas simétricas quando se pretende simular o comporta-
mento nao linear da estrutura, por deixar entao de ser valido o principio da sobreposicao.
Em regime nao-linear, o comportamento de uma estrutura simétrica pode nao ser simé-
trico (ou anti-simétrico) quando sujeita a uma acgao simétrica (anti-simétrica), tipicamente
devido & possibilidade de bifurcacao das configuragoes de equilibrio.

Exercicio 2.2. A peca quadrada de lado L representada na figura 2.13a é simétrica e
estaticamente indeterminada, o = 3, se se admitir que os deslocamentos de corpo rigido se
encontram bloqueados. Verifique que, utilizando duas simplificagoes de simetria e uma sim-
plificacdo de anti-simetria, se obtém a estrutura estaticamente determinada representada
na figura 2.13b. Trace todos os diagramas de esforgos da estrutura original.

Exercicio 2.3. O portico simétrico representado na figura 2.14 tem caracteristicas
geométricas e mecénicas uniformes. Efectue todas as simplificagoes de simetria e anti-
simetria possiveis.
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(a) Original. (b) Apos simplificagdes.

Figura 2.13: Estrutura quadrada.
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Figura 2.14: Pértico simétrico.






Capitulo 3

Relacoes de Elasticidade

3.1 Introdugao

Considere-se o portico plano representado na figura 3.1 e admita-se que a solicitacao ai
indicada é gradualmente introduzida. Para equilibrar o carregamento desenvolvem-se nos
elementos estruturais forgas internas ou esfor¢os. Estes esforgos provocam o aparecimento
de deformacdes que se traduzem na alteracao da geometria da estrutura.

As deformagoes que se desenvolvem nos elementos estruturais nao sido independentes
dos esforcos que neles existem. Pelo contrario, os esforcos e as deformagoes estao associ-
ados por uma relacao de causa-efeito que lhes é especifica. Estas relacoes sao designadas
por relagoes constitutivas por dependerem essencialmente das propriedades mecanicas do
material que constitui os elementos resistentes da estrutura. Quando, como aqui se ad-
mite, o material apresenta um comportamento eléstico, estas relacoes sao alternativamente
designadas por relacoes de causalidade elastica ou, mais simplesmente, por relacoes de elas-
ticidade.

O problema que em seguida se pretende abordar é o de estabelecer expressoes gerais
para as relagoes de elasticidade de pegas lineares, que possam posteriormente ser utilizadas
na anélise de estruturas reticuladas. Essas relagoes vao ser expressas em termos dos esforgos
e das deformagoes independentes dos elementos estruturais, cuja no¢ao a seguir se introduz.

Admita-se que uma pega linear é retirada de uma estrutura imediatamente antes e logo
apoés a actuagao da solicitagao. O elemento genérico m, orientado da secgao ¢ para a secgao
J, representado na figura 3.2 pode ser identificado, por exemplo, com a barra AB do poértico
apresentado na figura 3.1.

Como a pega pertence a uma estrutura plana que se deforma no préprio plano, sao
suficientes trés pardmetros para caracterizar o seu estado de deformacdo. Com base na
representacao dada na figura 3.2 pode de facto verificar-se que dos seis movimentos neces-
sarios para descrever a passagem da posicao inicial, AB, para a posicao final, A’B’, apenas
trés provocam a alteracao da forma do elemento.

Para levar a peca da posicao AB para a posicao A’ B” basta introduzir sequencialmente
as translagoes de corpo rigido dj e do, seguidas de uma rotagao de corpo rigido, d3. Como
a pecga permanece indeformada, recta e com um comprimento igual ao inicial, nenhum
destes movimentos pode ser utilizado para caracterizar o estado de deformacao. Todavia,
para levar a peca da posicao A’B” para a posicao final A’B’, torna-se necessario introduzir
movimentos que provoquem a deformacao da barra, como se ilustra mais detalhadamente
na figura 3.3.

29



30

Relagoes de Elasticidade
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Figura 3.1: Configuragao inicial e deformada de um poértico plano.
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Figura 3.2: Peca destacada das configuragoes inicial e deformada de uma estrutura.
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Figura 3.3: Movimentos que provocam deformagao.
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Figura 3.4: Deformagdes independentes.

Ao introduzir a extensdo axial e; consegue-se trazer o ponto B” para a posicao final
B’. Basta agora introduzir sequencialmente as rotacoes 6; e 0; para recuperar a curvatura
instalada na peca. Estes movimentos sdo organizados no vector das deformacdes indepen-
dentes:

0;
Uy, = 9j . (31)

(D3.1) As deformagoes independentes (3.1) sdo os parametros necessarios
e suficientes para caracterizar o estado de deformacéo de uma peca linear
pertencente a uma estrutura plana que se deforme no proprio plano.

Como se ilustra na figura 3.4, as rotagoes 6; e 0; sao medidas em relagao a corda do
elemento, isto é, o segmento de recta que une as sec¢oes extremas da pecga deformada. A
extensao axial e; representa a diferenca entre o comprimento da corda e o comprimento
inicial da peca. Estes pardmetros de deformacao sado medidos positivamente de acordo com
as convencoes tradicionalmente adoptadas na Resisténcia de Materiais.
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Figura 3.5: Diagrama de corpo livre.

Considere-se agora o problema de definir os parametros necessarios e suficientes para
caracterizar o campo de esforcos que se desenvolve numa peca linear. Como se ilustra na
figura 3.5 para manter a barra em equilibrio depois de destacada da estrutura, é necessario
aplicar nas secgoes de corte, as secgOes extremas i e j, as forgas correspondentes ao conjunto
de esforcos libertados.

Entre todas as forcas aplicadas ao elemento, apenas as cargas de vao, ¢, tém valores
determinados. As seis forgas de extremidade ndo sao a priori conhecidas, sabendo-se no
entanto que tém de satisfazer as trés condi¢bes de equilibrio no plano:

N; =Nj + @1
Vi =V, + Q2
Vj = (Mj — M; +Q3) /L.

Nestas expressoes gerais, (J1 e (2 representam as resultantes das forcas de vao ¢ nas
direcgoes 1 e 2, respectivamente, e (J3 0 momento resultante calculado na extremidade i, de
acordo com o referencial local indicado na figura 3.5. Estas condi¢oes de equilibrio mostram
que s6 trés das seis forcas de extremidade sao linearmente independentes. Por outras
palavras, se se conhecerem trés forcas de extremidade, que nao incluam simultaneamente
os pares N; e N; ou V; e Vj}, torna-se possivel calcular todas as outras, e portanto também
os esforgos em qualquer seccao intermédia.

As forgas de extremidade que vao ser utilizadas para descrever o campo de esforcos
numa pega linear sdo as correspondentes as deformagoes independentes (3.1), nomeada-
mente os momentos flectores nas secgoes extremas, M; e M, e o esforgo axial na secgao j,
Nji

(3.2)

(D3.2) Os esforgos independentes (3.2) sdo os pardmetros necessarios e
suficientes para caracterizar o estado de tensdo numa peca linear pertencente
a uma estrutura plana solicitada no préprio plano.

Note-se que os elementos do wvector dos esfor¢os independentes (3.2) sdo arrumados
segundo a sequéncia adoptada para organizar as deformagdes correspondentes (3.1). Estes
esforgos sdo medidos positivamente no sentido indicado na figura 3.5 de acordo com a
convengao tradicionalmente adoptada na Resisténcia de Materiais.
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Figura 3.6: Viga simplesmente apoiada.

Figura 3.8: Deformagoes independentes na viga simplesmente apoiada.

3.2 Analise da Viga Simplesmente Apoiada

A anélise do comportamento da viga simplesmente apoiada representada na figura 3.6
val permitir estabelecer a relagao que associa os esforcos independentes X,,, e as deforma-
¢oes elasticas correspondentes, u,,, para uma qualquer peca de uma estrutura reticulada.
Esta relacao de causalidade entre os esforcos e as deformacoes, a qual depende exclusiva-
mente das caracteristicas mecénicas e geométricas da peca, serd posteriormente utilizada
para caracterizar as relagoes constitutivas das estruturas reticuladas.

Como se ilustra na figura 3.7 a viga simplesmente apoiada é estaticamente equivalente a
barra genérica representada na figura 3.5, pois esté sujeita exactamente ao mesmo conjunto
de forcas aplicadas: as forcas de extremidade dependentes, N;, V; e V}, aparecem agora na
forma de reacgoes de apoio.

Do ponto de vista cinematico, verifica-se que as condigoes de apoio escolhidas para
o elemento tipico impedem que se desenvolvam deslocamentos de corpo rigido. Além
disso, como se pode verificar por comparagao das deformadas representadas nas figuras 3.4
e 3.8, os deslocamentos que se desenvolvem nos extremos da viga identificam-se com os
parametros escolhidos para descrever o campo de deformacgoes nas pecas lineares.

Na figura 3.9 indica-se a convencao adoptada para medir os esforgos positivos numa
secgao genérica, de abcissa z, da viga simplesmente apoiada. Estes esforgos podem ser
calculados recorrendo as equagoes da Estética, encontrando-se as seguintes expressoes:
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Figura 3.9: Convencao para a medi¢ao dos esforgos.

Figura 3.10: Componentes do deslocamento.

M(z) = (1 . %) M; + %M]- + My(z) (3.3a)
V(zx) :u + Vo(z) (3.3b)
N(z) =N; + No(x) (3.3¢)

Nas defini¢oes (3.3), as fungoes Mo(z), Vo(x) e No(z) representam as distribuicoes de
momento flector, esfor¢o transverso e esforgo axial provocados pela carga de vao, ¢, na
auséncia de forcas de extremidade (M; = M; =0, N; = 0). Estas funcoes estao definidas
na tabela 3.1, para as cargas de vao mais correntes.

Os valores das reacgoes de apoio indicadas na figura 3.7 podem ser obtidos por parti-
cularizagao dos resultados (3.3b) e (3.3c):

M; — M;

Vi =— 7+ 1(0) (3.4a)
M; — M;

w:—%7—+%@) (3.4b)

Na figura 3.10 representa-se uma deformada que satisfaz as condi¢oes de apoio da viga.
Os deslocamentos do baricentro de uma secgao de abcissa z = a sdo definidos por:

L L L
di(a) = / x M, da:+/ vV dx—{—/ e N dx com k =1,2,3. (3.5)
0 0 0

Se se admitir que a pega é de material elastico linear, na defini¢ao (3.5) os parametros,

ar .
X BT X0 -ba
v
TFoa + 7% (3.6b)
N
e=——-+¢p (3.6¢)
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representam a curvatura, a distor¢ao média e a extensao axial das fibras baricentricas da
secgao de abcissa x, com area A, area reduzida de corte A’ e momento de inércia I. Os pa-
rametros xo, Yo € €g correspondem a deformacoes iniciais devidas, por exemplo, a variacoes
de temperatura ou a acgao do pré-esforco. E e G representam o médulo de elasticidade
e o modulo de distor¢ao do material, respectivamente. Nas expressoes (3.6a) a (3.6¢) as
fungoes M, V e N definem as distribui¢des de momento flector, esfor¢o transverso e de
esforgo axial provocados pela solicitagdo a que a pega estd sujeita, enquanto as fungoes
My, Vi e Nj representam as distribuicoes que equilibram a forca unitaria correspondente
ao deslocamento dy.

Se se utilizar a informacao contida na tabela 3.1, desprezando o efeito da deformabi-
lidade devida ao esforco transverso, encontram-se as seguintes expressoes para a defini-
gao (3.5):

_a>/0axxdg;+a/aLX(L—m)dw (3.7b)

L

a
dy :/ edz (3.7a)
0
( p
L
L

a 1 L
/Oxxda:—L/ X (L —z) dz. (3.7¢)

3.3 Elemento de Po6rtico Plano

Do campo de deslocamentos (3.7) sdo de particular interesse os que se desenvolvem nas
secgoes extremas da viga simplesmente apoiada, indicados na figura 3.8. De acordo com
essas definicOes, estes deslocamentos tém as seguintes expressoes:

0 —~ /OL <é‘€ + Xo) (L — 2)dz (3.80)

1 (F/ M

L N )
e; = — + ¢y | dz. 3.8¢
= [ (gt (380

Se se admitir que a pega é homogénea e uniforme, e se se utilizarem as expressoes (3.3a)
e (3.3c) para as distribuiges de esforgos, encontram-se os seguintes resultados,

L L —

L L _
0, =(— ) M; —— )\ M;+0, 9b
J <6EI> +<3EI> it (3.9b)

L
e; = < N; +€j, (3.9C)
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em que,

L
7, :/ ({‘E@ +X0> (1 _ %) dar (3.10a)
0
L
5 Mo x
L
_ No )
e; = — +¢ | dux, 3.10c
= [ (F5+e (3.100)

representam as parcelas dos deslocamentos devidos a acgao das cargas de vao. Estas
parcelas estao definidas na tabela 3.2 para as forgas de vao mais correntes.

Se se organizar matricialmente os resultados (3.9), de acordo com as notagoes (3.7)
e (3.3), encontra-se a seguinte expressao,

0i 557 s871 O M; 0
_ | L L il
i¢= |se1 387 O Mj o+ 465 (3.11)
L —
€ 0 0 zal, N €
ou, mais sinteticamente:
u, =F, X, +a,. (3.12)

Esta expressao estabelece uma relacao de causa-efeito entre os esforgos independentes,
e as cargas de vao que actuam no elemento, com as deformagoes independentes. Seré poste-
riormente utilizada para caracterizar as relacoes de elasticidade das estruturas reticuladas.

O vector u,, é designado por vector das deformacoes independentes devidas as cargas
de vao. Pode verificar-se que a matriz de flexibilidade do elemento m,

o w
htij‘h
~
o
|~
~

oI
~
w

0
F.=|-2L L. 0 (3.13)
L

é simétrica e ndo-singular, isto é existe a matriz inversa F !:

F.L =F%,, F,'F,=1 (3.14)

m

Nas figuras 3.11 a 3.12 estao representados os coeficientes que intervém na defini-
¢ao (3.11) para as relagoes de elasticidade do elemento. Conclui-se pois que:

(D3.3) A coluna i da matriz de flexibilidade F,, representa as deformagoes
independentes causadas pelo i-ésimo esfor¢o independente unitario, quando
todos os restantes sao nulos, assim como a solicitacao de vao.

(D3.4) O vector u,, representa as deformagoes independentes que se de-
senvolvem no elemento devido a actuagao das cargas de vao, quando sao nulos
todos os esforcos independentes.
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Figura 3.13: Elemento de trelica.



38

Relagoes de Elasticidade

Figura 3.14: Elemento de grelha.

3.4 Elemento de Viga Continua

Os elementos de viga continua funcionam predominantemente a flexdo. Sao também
aplicados a pecas em que a deformacao axial é nula ou desprezavel para o tipo de anélise
em causa. Consequentemente, a relacao de elasticidade (3.12) simplifica-se para a seguinte
forma, em que se controla apenas o modo de deformagao por flexao:

A L L 4 7.
(1 [oh o) ) g5 o
0; §FT 35T1)., M 0;

3.5 Elemento de Trelica

Os elementos de treliga caracterizam-se por estarem apenas sujeitos a esforco axial,
pelo que os vectores dos esforcos e das deformacoes independentes se reduzem a:

X={N} ,  un={e}. (3.16)

Na relagao de elasticidade (3.12), a matriz de flexibilidade do elemento toma agora a
forma:

F,, = [ﬁ}m (3.17)

3.6 Elemento de Grelha

Admita-se que o elemento recto e uniforme representado na figura 3.14 pertence a
uma grelha que existe no plano horizontal xy e é solicitada por forcas segundo a direcgao
ortogonal, z. Em consequéncia das restrigoes impostas a solicitacao, os deslocamentos no
plano xy e as rotagoes em torno do eixo z sao nulos.

Nestas condigoes, para caracterizar o estado de tensao na peca basta considerar a
flexao no plano zz e a torcao em torno do eixo x. Na definicao do vector dos esforgos
independentes inclui-se, portanto, os momentos flectores nas secgoes extremas, M; e M;,
e o momento torsor numa delas, por exemplo, Tj:

Xy =1{ M p. (3.18)
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Figura 3.15: Rotacao e momento de torgao.

As deformagoes correspondentes aos esforgos independentes (3.18) sao, para além das
rotagoes de flexao 6; e 0; medidas em relagao a corda, a rotacao de torcao ¢, relativa entre
as secgoes extremas,

Pj

como se ilustra na figura 3.15. Note-se que agora se admite que o apoio na extremidade 4
impede rotagoes em torno do eixo x.

Para que as condig¢oes de equilibrio (3.3) e (3.4) possam ainda ser utilizadas para
caracterizar o elemento de grelha, basta substituir as expressoes para o esfor¢o axial pelas
que definem o modo de torgao:

T(z) =T; + To(x) (3.20a)
T; =T; + Tp(0). (3.20b)

Na defini¢ao (3.20a), a fungao Tp(x) representa a distribuicdo de momento torsor pro-
vocada pela solicitacao de vao. Esta fungao esta definida na tabela 3.1 para as cargas de
vao mais correntes.

A expressao (3.5) para o calculo dos deslocamentos toma agora a forma,

L L
di(a) = / x M dx +/ aTydx comk=1,23 (3.21)
0 0
em que,
T (3.22)
o= — .
GJ

representa o dngulo de tor¢ao, G é o moédulo de distor¢ao do material e J o factor de rigidez
a torcao da seccao da peca.

Repetindo o procedimento anteriormente descrito para determinar agora as deforma-
¢oes independentes (3.19) encontra-se a seguinte definigdo para a matriz de flexibilidade
do elemento de grelha:

L L
SE] BT
N R
Frn= 551 3871 O (3.23)
0 0 &
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Figura 3.16: Peca de uma estrutura tridimensional.

O vector das deformagoes independentes associadas as cargas de vao, U,,, presente nas
relagoes de elasticidade (3.12) passa a ser expresso por,

0;
u,, = éj (3.24)
Pj
em que:
1 L
D= — Todx. 3.25
©j GJ /() 0dx ( )

A rotacao por torgao (3.25) estda definida na tabela 3.2 para as solicitagoes de vao
anteriormente consideradas.

3.7 Elemento de Po6rtico Tridimensional

O estudo do elemento tridimensional pode ser realizado recorrendo aos procedimentos
anteriormente adoptados, desde que se admita nao existir interac¢ao entre os varios modos
de deformagao. Supoe-se aqui que a flexdo no plano zy {xz} introduz deslocamentos na
direc¢ao y {z} e rotagoes segundo a direcgao z {y}; a deformagao axial apenas provoca o
aparecimento de deslocamentos segundo o eixo da peca, =, e a tor¢ao provoca rotagdes no
plano que lhe é perpendicular, yz.

Para caracterizar o campo de esforgos sdo agora necessarios 6 parametros: os momentos
flectores nas secgoes extremas, o esfor¢o axial e o momento torsor na seccao j:

(3.26)

Para que as restantes forcas de extremidade aparecam como reacgoes da viga sim-
plesmente apoiada, considera-se que a pega tem na secgdo ¢ um apoio que impede os
deslocamentos nas trés direcgoes, x, y e z, e a rotagdo em torno do eixo x, e na seccao j



3.8. Accgao da Temperatura

Mzi Myj

&/Myi MJT .
A7 A7 =

z

Figura 3.17: Viga simplesmente apoiada estaticamente equivalente.

um apoio mével segundo a direccao x, o qual impede, portanto, os deslocamentos segundo
as direcgOes y e z mas permite rotacoes em torno de qualquer dos eixos.

Os deslocamentos sofridos pelas sec¢Oes extremas da pega continuam a ser utilizados
para definir o vector das deformacgoes independentes, o qual toma agora a seguinte expres-
sao:

Oyi
o , 3.27
u 0 ( )

Para estabelecer as relacoes de elasticidade (3.12) para o elemento tridimensional, basta
combinar os resultados anteriormente obtidos para o elemento de grelha e de portico plano,
encontrando-se a seguinte expressao para a matriz de flexibilidade:

r L L

SEI, 6EIZ3 0 0 i 0 i 0
,GJELJL,aéJz,J,,g ,,,,, 2 ) 2 0.0
e P Ak E (328)
,,,,,,,,,,, VGEL, SEI 0L T
0 0 ' 0 0 ' 0
L0 0 10 0 10 ]

m

Os valores resumidos na tabela 3.2 podem ser utilizados para caracterizar o vector das
deformagoes associadas as cargas de vao, Uy,.

3.8 Accgao da Temperatura

Quando a temperatura de um corpo se altera, o material que o constitui varia de
volume. Se esta alteracao do estado de deformagao se verifica num corpo formado por
materiais de diferente natureza, ou se o corpo estd impedido de se deformar livremente por
ligagoes que existam ao exterior, gera-se no seu interior um campo de tensoes.

Na figura 3.18 esta representada a viga simplesmente apoiada sujeita a uma varia-
¢ao de temperatura. Em cada ponto da seccao transversal admite-se que a variacao de
temperatura é linear ao longo do eixo da peca:

AT = AT, + (AT — An)%. (3.29)
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AT, AT,
i&

Figura 3.18: Variacao de temperatura ao longo do eixo.

B

>

AT (z,z)

z

Figura 3.19: Variagao de temperatura ao longo da secgao.

Admite-se todavia, tal como se ilustra na figura 3.19, que em cada secgdo transversal,
a temperatura é constante em pontos existentes em eixos paralelos a direc¢ao principal y,
mas linearmente varidvel ao longo da altura da seccao. Dado que as condigoes de apoio
permitem que a pega se deforme livremente, a variagdo de temperatura em causa nao é
acompanhada pelo desenvolvimento de esfor¢os. Para o comportamento plano tem-se, pois:

M(z)=0, V(z)=0e N(z) =0. (3.30)

Se ayy, representar o coeficiente de dilatagao térmica do material, a extensao axial num
ponto de coordenadas (x,y, z) é, por defini¢ao,

e(x,y,2) = am AT (z, 2), (3.31)

em que AT (z, z) representa a varia¢ao de temperatura nesse ponto.
E vantajoso separar a variacao da temperatura ao longo da sec¢ao nas parcelas uniforme
e linear, ou seja,

AT(z,2) = ATy (z) + %ATL(I), (3.32)

onde a primeira parcela representa a variacao de temperatura no centro de rigidez da secgao
transversal e a segunda parcela traduz o gradiente térmico entre as fibras extremas, como
se ilustra na figura 3.20.

Substituindo a expressao (3.32) em (3.31) obtém-se

E(may7 Z) = €0 + 2 Xo, (333)
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Figura 3.20: Parcelas uniforme e linear da variagdo de temperatura.

onde a curvatura e a extensao axial no centro de rigidez devidas & variacao de temperatura
sao definidas por,

AT,
X0 :TL U, (3.34a)
€0 :ATU (67778 (3.34b)

Para a variacao linear (3.29) admitida tem-se

Qm T
xo = [ATy + (ATy; - AT 7], (3.350)
€0 =t [ATUZ- + (ATy; — ATU,-)%] . (3.35b)

Substituindo as expressoes (3.35a) e (3.35b) nas definigoes (3.5) e repetindo o pro-
cedimento anteriormente descrito, encontram-se as deformagoes independentes devidas a
variagao de temperatura definidas na tabela 3.3.

3.9 Accgao do Pré-Esforco

O pré-esforco de elementos estruturais é uma das técnicas mais frequentemente utili-
zadas para melhorar a capacidade resistente das estruturas. Definido o tragado do cabo
e avaliadas as perdas, calculam-se as deformagoes independentes devidas & acgéo do pré-
esforgo a partir das definigoes (3.10) onde agora,

My =t(x) e(x) (3.36a)
No =t(z), (3.36b)

em que t(x) representa o esforgo no cabo e e(x) a sua excentricidade.
Admita-se, por simplicidade, que a excentricidade do cabo é descrita por uma fungao
polinomial,

e(r) = Z en ", (3.37)

n

e que o seu andamento é tal que o esfor¢o axial pode ser considerado constante:

t(z) = to. (3.38)
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Substituindo os resultados (3.36) a (3.38) nas defini¢oes (3.10), encontram-se as seguin-
tes expressoes para as deformagoes devidas & acgao do pré-esforgo:

B to enLn—l-l

= R 3.39
ET4= (n+1)(n+2) (3:3%)

B to enLn—i-l

6, =—-y - 3.39b

J Elzn: n+ 2 ( )
to L

g :ﬁ. (3.39¢)

Estes resultados estao particularizados na tabela 3.4 para os casos de andamento cons-
tante, linear e parabdlico.

3.10 Aparelhos de Libertagao Elastica

Descreveram-se anteriormente os 6 tipos basicos de aparelhos de libertagao que podem
ser utilizados para representar a ligacao entre as pecas que formam uma estrutura reticu-
lada, ou dessas pecas ao meio de fundagao. Referiu-se entdao que essas libertagoes podiam
ser perfeitas ou elasticas.

Esses aparelhos tinham um comportamento perfeito se os movimentos por eles permi-
tidos se realizavam sem mobilizar qualquer tipo de resisténcia. Interessa agora considerar
a possibilidade dessa resisténcia existir e se caracterizar por uma lei de comportamento
elastico, linear.

Para representar este tipo de resposta, sao acopladas molas, lineares ou angulares,
aos aparelhos de libertagao perfeita, as quais incorporam as propriedades mecénicas dos
sistemas construtivos que pretendem simular. As rela¢Ges constitutivas para estes aparelhos
podem ser quantificadas na forma

em que F; representa a flexibilidade da mola 7. A deformacao sofrida pela mola e a forca
que nela se desenvolve sao representadas pelas variaveis u; e X;, respectivamente. A parcela
u; quantifica uma deformacao que possa ter sido imposta no aparelho de libertacao, por
exemplo um assentamento de apoio.

3.11 Relagoes Constitutivas da Estrutura

As relagoes de elasticidade da estrutura a analisar podem ser definidas agrupando as
relagoes constitutivas (3.12) e (3.40) associadas a cada um dos elementos resistentes que a
compdbem, de acordo com a numeragao sequencial adoptada para identificar esses elementos.



3.11. Relagoes Constitutivas da Estrutura 45

Figura 3.21: Estrutura reticulada plana com apoio elastico.

Definindo os vectores dos esforcos e das deformacoes independentes da estrutura,

X4 up
X2 u2
X u
X: ,,,B,, e u= ,7,B,, (341)
X3 Uy
X U2
X ur,

7

onde B representa o nimero de barras em que a estrutura foi discretizada e L o niimero
de aparelhos de libertagao elastica nela existentes, encontra-se a seguinte expressao para
as relagoes de elasticidade da estrutura

u=FX+u (3.42)

em que o vector das deformagoes associadas as cargas de vao, U, é organizado de acordo
com a convengao utilizada em (3.41) e a matrix de flexibilidade é diagonal por blocos:

_Fl 0O --- 0 10 o --- 0 |
0 F, 00 0 0
R R =T (3.43)
0 0 -+ 0! F 0 - 0
0O 0 0 i 0 Fy 0
| 0 0 -+ 0| 0 0 Fr |

Como exemplo de aplicagao, considere-se a estrutura plana, solicitada no proprio plano,
representada na figura 3.21. Com base nos resultados anteriormente obtidos, encontra-se
a seguinte expressao para as relagoes de elasticidade (3.42):
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01 ) [ 3JL5111 6]1'51]1 0 1 0 1 0 ] M,y 16{511
02 6JL«3111 3}%:111 0 3 0 3 0 M u]; 1?11
e p=1] 0 0 gt 0 10§ N o+q 0 (3.44)
o I T O~ S N S I 0
u 0 0 oo allx) [ o

Caso se verifique existir, na estrutura a analisar, interacgao entre a resposta de grupos
de aparelhos de libertagao elastica, para simular este comportamento basta introduzir na
equacdo (3.43), na intersec¢ao das linhas e das colunas respeitantes a esses aparelhos, os
coeficientes que quantificam o processo de interaccao.

3.12 Generalizacao das Relacoes de Elasticidade

Os resultados apresentados neste capitulo decorrem da aplicagdo de um forte conjunto
de hipoteses simplificativas. Para além das hipoteses bésicas de linearidade fisica e geomé-
trica, admitiu-se que peca linear tem eixo recto e secgao constante, que as seccoes planas
se mantém planas e que sao desprezaveis as deformagoes de corte, como é tipico da teoria
das vigas. Admitiu-se também que o material estrutural é homogéneo e isotropico, e que
a geometria da secgdo transversal assegura o desacoplamento dos modos de deformagao.

No entanto, este conjunto de hipéteses é valido para a maioria das aplicacbes praticas
e permite obter expressoes analiticas para os coeficientes da matriz de flexibilidade e do
vector das deformacoes independentes devidas as cargas de vao, os quais sao determinados
uma Tnica vez e tabelados para calculo manual ou directamente programados para uso em
calculo automatico. Existem, naturalmente, outras situagoes no ambito deste conjunto de
hipoteses que conduzem a expressoes analiticas para as relagoes de elasticidade (3.12), as
quais devem ser obtidas sempre que essas situacoes ocorram. Duas delas sao as sugeridas
nos exercicios seguintes para o modelo de viga com trogos rigidos, muitas vezes utilizado
para simular o forte refor¢o que se verifica nas zonas de ligacao entre vigas e pilares, e para
o modelo de vigas sobre fundacao elastica.

Exercicio 3.1. Admita que a viga representada na figura 3.6 é limitada, & esquerda
e & direita, por trocos rigidos a flexao e a4 deformacao axial, com comprimentos a., € b,
respectivamente. Determine a expressao geral da matriz de rigidez presente nas relagoes
de elasticidade (3.12) e do vector das deformagdes independentes para uma carga de vao
uniformemente distribuida com intensidade q.

Exercicio 3.2. Admita que a viga representada na figura 3.6 assenta sobre uma
fundacao elastica, o que é simulado admitindo que o deslocamento transversal numa secgao
é proporcional & forga de reacc@o transversal & viga. A constante de proporcionalidade, f,
representa o coeficiente de flexibilidade do meio de fundacao, o qual se admite ser constante
ao longo do vao da viga. Determine a expressao geral da matriz de rigidez presente nas
relagoes de elasticidade (3.12) e do vector das deformagoes independentes para uma carga
de vao uniformemente distribuida com intensidade q.

E possivel, evidentemente, relaxar cada uma das hipdteses acima enumeradas para
modelar aplicagOes especificas, por exemplo pegas curvas, pecas com seccao variavel ou
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pecas formadas pela combinacao de materiais com diferentes propriedades elasticas, como
¢ tipico em estruturas com pecas mistas aco-betdo. E também possivel incluir o efeito
da deformacao do esforco transverso, o empenamento das sec¢es ou a interacg@o entre os
modos de deformacao. Podem dai decorrer generalizagoes das definicoes para os esforgos
e para as deformagoes independentes. Por regra, os integrais presentes na defini¢do que
os relaciona, e que generaliza a definigao (3.8), deixam de ter solugdo analitica, sendo
necessario determinar caso a caso os valores dos coeficientes da matriz de flexibilidade e
do vector das deformacoes independentes devidas as cargas de vao recorrendo a métodos
de integracao numérica, os quais sao facilmente executaveis em computador.
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Tabela 3.1: Distribuigoes de esforgos em viga simplesmente apoiada. Nota: +~— L M
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Tabela 3.2: Deformagoes independentes devidas a forgcas de vao em viga simplesmente
apoiada.

—an _——]AT AT[T—

g' a AT L a AT L aAT L
@ 2h 6h 3h
0. a AT L a AT L a AT L
J 2h 3h 6h
[ 1A% — AT, AL [T—
€ a AT, L JaAT, L SaAT, L

Tabela 3.3: Deformagoes independentes devidas a variagoes de temperatura em viga sim-
plesmente apoiada.
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+—L—+ +—L—+ L Ly
§< __toal to L (2a—b) to L (a—b)
3 2FE1 6FE1 6FE1
54 _toal to L (a—2b) to L (c—b)
J 2FE1 6FE1 6FE1
. _toL _tL _toL
J EA EA EA

Tabela 3.4: Deformagoes independentes devidas & acgao do pré-esforco em viga simples-

mente apoiada.



Capitulo 4

Indeterminacao Estatica

4.1 Introducao

Ao analisar o comportamento de uma estrutura sujeita a uma determinada accéo, as
incognitas de natureza estatica presentes no problema sao as reacgdes que se desenvolvem
nos aparelhos de apoio da estrutura e os esforcos que se instalam nos elementos resistentes
que a compoem. Quando a aplicacao das equacgoes da Estatica origina o namero de relagoes
necesséario e suficiente para calcular tanto as reacgoes de apoio como os esforcos em qualquer
seccao da estrutura, a estrutura diz-se ser isostdtica ou estaticamente determinada. Se,
pelo contrario, o nimero de equagoes disponiveis é insuficiente, a estrutura diz-se ser
hiperestdtica, ou estaticamente indeterminada.

O conceito de isostatia é tradicionalmente ilustrado recorrendo a estruturas arborescen-
tes, como a representada na figura 4.1a. A estrutura arborescente é uma pega continua,
isto é, sem libertacoes internas, com uma ligagao ao meio de fundagao por encastramento
total, e que se caracteriza por existir um tnico caminho, sobre os elementos que a com-
poem, ligando qualquer par de sec¢oes; nenhuma barra se fecha sobre si propria. Como
se ilustra na figura 4.1b, quando se aplica uma carga a uma estrutura arborescente, ela
transmite-se através dos elementos que existem sobre o Ginico caminho continuo que liga o
seu ponto de aplicagao com a secgao de encastramento. Sao nulos os esfor¢os em todas as
seccoes que nao estejam contidos neste caminho.

A estrutura arborescente é interiormente isostatica por ser possivel calcular os esforcos
em qualquer seccao recorrendo exclusivamente as equacoes da Estatica. é também exteri-
ormente isostatica em consequéncia de a ligacao por encastramento ser capaz de mobilizar
o numero e o tipo de reacgoes necessarias e suficientes para equilibrar qualquer solicitacao.
Uma vez que tanto as reacgoes de apoio como os esfor¢os podem ser calculados recorrendo
exclusivamente as equacoes da Estatica, a estrutura arborescente diz-se ser globalmente
1s0stdtica.

A hiperestatia de uma estrutura resulta de um excesso de ligacoes entre os elementos
que a compodem, ou destes ao meio de fundagao.

Se esse excesso se manifesta a nivel das ligacoes dos elementos ao meio de fundacao, a
estrutura diz-se ser exteriormente hiperestdtica. é o que sucede com a estrutura arbores-
cente com cada nova ligagao ao exterior que se estabelega. As equagoes da Estética deixam
de ser suficientes para exprimir todas as reaccoes de apoio exclusivamente em funcgao da
solicitagao.

Como se indica na figura 4.2a, quando se aplica uma carga a estrutura, ela transmite-se
através de todas as barras que definam caminhos que unam o seu ponto de aplicacdo com
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777 777
(a) Topologia. (b) Caminho de carga.

Figura 4.1: Estrutura arborescente.

(//
777
(a) Hiperestatia exterior. (b) Hiperestatia interior.

Figura 4.2: Causas de hiperestatia numa estrutura arborescente.

qualquer um dos pontos de fundagao. Deixa portanto de existir um tnico caminho ligando
a secgao de aplicagao da carga ao meio de fundagao.

Se o excesso de ligagoes se verifica entre os proprios elementos estruturais, a estrutura
diz-se ser interiormente hiperestdtica. € o que sucede com a estrutura arborescente quando
se introduz um elemento adicional que feche uma malha, como se ilustra na figura 4.2b.

Ao fechar uma malha, passa a existir mais do que um caminho ligando uma secgao
da estrutura com qualquer outra contida na malha. A maneira como se transmitem os
esforgos nos elementos que formam a malha deixa de poder ser quantificada recorrendo
exclusivamente as equagoes da Estética.

Por outro lado, quando a pega nao é continua, por cada libertagao existente pode
formular-se uma nova equagao de equilibrio: esta equacao é a que obriga a ser nulo o
esforco correspondente & libertagdo em causa. Cada libertagdo introduzida causa, pois,
uma reducdo de um grau na hiperestatia da estrutura. Como se ilustra na figura 4.3b
a localizagao da libertagao nao é arbitraria. Se a articulacao for colocada fora da malha
fechada, o sistema perde a sua capacidade resistente, transformando-se num mecanismo.
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(a) Ligagoes bem distribuidas. (b) Ligagoes mal distribuidas.

Figura 4.3: Efeito das libertagoes internas.

4.2 Estruturas sem Libertacoes

Designa-se por estrutura fundamental uma estrutura continua, isto é, sem libertacoes
internas, e em que todas as ligagoes ao meio de fundagao se realizam por encastramento
total.

Se Ny representar o nimero de nos de fundagao da estrutura, o ntimero de reacgoes de

apoio possiveis é dado por
3
r= {6} Ny, (4.1)

pois o encastramento pode mobilizar 3 reacgdes no caso de estruturas planas, solicitadas
no préprio plano, e 6 reacgdes no caso de estruturas tridimensionais.

Se se atender a que é de 3 e 6 o ntimero de equagoes fornecidas pela Estatica em cada
um destes casos, conclui-se que o grau de hiperestatia exterior da estrutura é dado por:

e = {3} (N —1). (4.2)

Uma estrutura diz-se ser exteriormente isostatica quando o, = 0 e hiperestatica do
grau ae, se o > 0; se a. for negativo, a estrutura diz-se ser hipoestatica do grau —a.
Para a estrutura representada na figura 4.4 tem-se pois:

ae =3 % (3—1) = +6.

Na discussao da hiperestatia interior de uma estrutura supoem-se que, para além da
solicitagao, todas as reacgoes de apoio sao conhecidas, como se ilustra na figura 4.4b.
Admite-se também que as reacgoes e as cargas aplicadas estao em equilibrio, isto é, que
estao esgotadas todas as equagoes da Estatica.

Verificou-se no estudo das estruturas arborescentes, que uma estrutura continua é in-
teriormente isostatica quando ndo contém malhas fechadas. Uma malha fechada numa
estrutura plana solicitada no proprio plano é 3 vezes hiperestatica. De facto para abrir
a malha é necessario introduzir um corte, o que equivale a libertar 3 esforgos como se
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Figura 4.4: Hiperestatia exterior de estruturas sem libertagoes.
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Figura 4.5: Hiperestatia de uma malha fechada.
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(a) Malhas fechadas. (b) Malhas abertas.

Figura 4.6: Hiperestatia interior de estruturas sem libertacoes.

ilustra na figura 4.5. Se a malha pertencer a uma estrutura tridimensional, o corte liberta
6 esforgos.
Conclui-se portanto que o grau de hiperestatia interior de uma estrutura continua é

definido por,
3
Q= { } Oi7
6

em que C; representa o numero de malhas fechadas que a estrutura contém, depois de
desligada do meio de fundagao. Da figura 4.6, conclui-se que para a estrutura em analise
se tem:

(4.3)

a; =3 x3=+49.

Um processo correntemente utilizado para determinar o grau de hiperestatia global, «,
de uma estrutura fundamental é o de a transformar em tantas estruturas arborescentes
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(a) Decomposi¢ao em estruturas arborescentes. (b) Estrutura estaticamente equivalente.

Figura 4.7: Hiperestatia global de estruturas sem libertagoes.

quanto o numero de nés de fundagao.
Como cada estrutura arborescente é estaticamente determinada, se para realizar esta
transformagao ¢ necesséario introduzir C cortes, isto ¢ libertar {¢} C esforgos, conclui-se

que:
a= {2} C. (4.4)

Como se ilustra na figura 4.7 tem-se para o exemplo em consideragao:
a=3x5=+15.

Um outro processo de determinar o grau de hiperestatia de uma estrutura é o que
consiste em combinar resultados (4.2) e (4.3).

Se uma estrutura sem ligagoes ao exterior tem uma indeterminagao estatica a; quando
se encastram os Ny nos de fundagao, aumenta-se o ntimero de incégnitas em tantas quantas
as reaccoes de apoio indeterminadas, «;, ficando,

a = o + o, (4.5)

ou, de acordo com as defini¢oes (4.2) e (4.3):

o= {z} (Ci + Ny —1). (4.6)

Comparando (4.6) com (4.4) conclui-se que:
C=Ci+Ny—1 (4.7)

A definigao (4.7) mostra que em estruturas com apenas 1 né de fundagdo, o ntimero de
cortes, C, é igual ao nimero de malhas fechadas, C;. Esta relagdo sugere um método alter-
nativo para determinar o nimero de cortes, C, sem transformar a estrutura fundamental
em estruturas arborescentes, o que nem sempre é facil de realizar.

O método consiste simplesmente em introduzir um novo e tnico né de fundagao ao qual
sao ligados os Ny nés de fundacao da estrutura, os quais deixam de ser considerados como
tal. O ntmero de malhas fechadas que a estrutura modificada apresenta, define o ntimero
de cortes, C. Como se ilustra na figura 4.7b, as ligacées ao novo né de fundacdo nao
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L7 L7
(a) Portico tridimensional. (b) Grafo do portico tridimensional.

Figura 4.8: Estruturas topologicamente idénticas.

podem ser efectuadas com cruzamentos entre as novas barras, os quais iriam introduzir,
erradamente, novas malhas fechadas.

O método anteriormente descrito mostra claramente que o grau de indeterminagao
estatica de uma estrutura fundamental depende apenas do processo de ligagao, entre si
e ao exterior, das barras que a formam. Em nada depende da forma e das dimensoes
dessas barras. Por outras palavras, ao grau de indeterminacao estéitica interessa apenas a
topologia da estrutura.

Esta propriedade pode ser vantajosamente utilizada no estudo de estruturas tridimen-
sionais, ou mesmo no caso de estruturas planas com certa complexidade topolbgica, por
permitir a substituicao do modelo grafico da estrutura por um outro em que se cuide ape-
nas manter as propriedades topologicas da estrutura, o grafo da estrutura. Por exemplo,
para o portico tridimensional representado na figura 4.8a em nada se diminui & informacgao
sobre a sua topologia, se a estrutura for planificada, como se indica na figura 4.8b, desde
que na nova representacao topologica da estrutura se mantenha o mesmo ntmero de noés e
a mesma ligagao entre eles.

Exercicio 4.1. Verifique, usando os diferentes métodos anteriormente descritos, se a
estrutura representada na figura 4.8a tem a, = 18, a; = 30 e a = 48.

4.3 Estruturas com Libertacoes

A cada libertacao existente numa estrutura, esta associada uma nova equagao de equili-
brio. Se a libertacao for externa, isto é, entre os elementos estruturais e o meio de fundacao,
essa equagao é a que obriga a ser nula a reac¢ao de apoio correspondente. Se a libertagao
for interna, isto é entre os proprios elementos estruturais, a nova equagao de equilibrio é a
que obriga a ser nulo o esforgo libertado.

Uma estrutura com libertacées pode ser reduzida a uma estrutura fundamental, blo-
queando todas as libertacOes existentes, internas e externas, como se ilustra na figura 4.9.
Como se mostra a seguir, os graus de hiperestatia de uma estrutura com libertagées podem
ser facilmente determinados a partir dos graus de hiperestatia da estrutura fundamental e
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(a) Estrutura original.
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(b) Estrutura fundamental.

Figura 4.9: Estrutura fundamental de uma estrutura com libertagoes.

do namero de libertacoes que foram bloqueadas para a obter.

Se uma estrutura tiver L., libertagoes externas e a estrutura fundamental correspon-
dente for a vezes hiperestatica exteriormente, o grau de hiperestatia da estrutura em
anéalise é dado por,

ae = o — Le,

pois existem agora menos L. reacgoes de apoio indeterminadas. Recorrendo & defini-

¢ao (4.2), encontra-se:
3
a, = {6} Ny — Le. (4.8)

Pode ser adoptado um procedimento anélogo para determinar o grau de hiperestatia
interior da estrutura. Se uma estrutura tiver L; libertagdes internas e o grau de hiperestatia
interior da estrutura fundamental correspondente for definido por (4.3) tem-se, para a

estrutura em consideragao,
3

por existirem agora menos L; esforcos indeterminados, ou, o que é equivalente, mais L;
equagoes de equilibrio disponiveis.
Para o grau de hiperestatia global, tem-se, da mesma maneira,

o= {2} C — L. — L;, (4.10)

em que C representa o ntumero de malhas fechadas existentes na estrutura fundamental
correspondente.
Aplicando as defini¢bes acima & estrutura representada na figura 4.9a obtém-se:

e =3x(4—-1)—6=+3
o =3x2—-4=+42
a=3x5—-6—4=+5.
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a) Representagao original. b) Representagao alternativa 1.
¢) Representagao alternativa 2. d) Representacao alternativa 3.

Figura 4.10: Representagao dos aparelhos de libertagao.

Os erros que se cometem no calculo dos graus de hiperestatia de uma estrutura, re-
sultam frequentemente de uma deficiente representacao das ligacoes das barras entre si
e a fundagao. No caso representado na figura 4.10a, pode surgir a davida se as barras
inclinadas se articulam entre si ou & fundagao, ou ainda se uma encastra e a outra articula
a fundagao.

A maneira mais simples de evitar a ma interpretacao da representacao grafica de uma
estrutura é a de trabalhar sobre o modelo discretizado. A introducao de nés a limitar as
barras da estrutura, obriga a localizar as libertacoes de uma maneira inequivoca, como se
mostra nas figuras 4.10b a 4.10d.

Exercicio 4.2. Determine os graus de hiperestatia das estruturas representadas nas
figuras 4.10b a 4.10d.

4.4 Determinacao dos Graus de Hiperestatia

Enquanto o conceito de hiperestatia de uma estrutura nao estiver perfeitamente assi-
milado, a determinacgao dos graus de indeterminacao estitica de uma estrutura deve ser
realizada recorrendo a raciocinios que se baseiem exclusivamente no significado fisico que
essas quantidades representam.

A substituicdo da estrutura a analisar pela estrutura fundamental correspondente e
a decomposicao desta em estruturas arborescentes, ¢ o método geral mais aconselhével
para alcangar esse objectivo. Ultrapassada esta fase, interessa dispor de métodos que
facilitem a determinagéo dos graus de hiperestatia, devendo entao recorrer-se aos artificios
anteriormente descritos para a definicao do ntimero de malhas fechadas que a estrutura
apresenta.

Esse método de determinacao dos graus de hiperestatia de uma estrutura pode ser
sistematizado da seguinte maneira:

Determinagao do grau de hiperestatia

1. discretize a estrutura e determine o ntimero de libertagoes exterior, L., e o de liber-
tagoes internas, L;;

2. determine o ntiimero de nos de fundacao, Ny, e calcule o grau de hiperestatia exterior
usando a defini¢ao (4.8);
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Figura 4.11: Estrutura tridimensional com rétulas esféricas.

3. bloqueie todas as libertacoes e planifique a estrutura sem introduzir novas intersec-
coes entre as barras;

4. determine o nimero de malhas interiores fechadas, Cj, e calcule o grau de hiperestatia
interior a partir da definigao (4.9);

5. ligue todos os nos de fundacao a um novo no, evitando intersecgoes entre as barras
ficticias assim introduzidas;

6. determine o nimero total de malhas fechadas, C, e calcule o grau de hiperestatia
global através da definigao (4.10);

7. confirme se os resultados obtidos verificam a condigao (4.5).

A discretizacao da estrutura, sugerida no primeiro passo deste procedimento s é de
facto necessaria onde existam libertagoes, para clarificar a sua representagdo. A informacao
proveniente da discretizacao de toda a estrutura serd no entanto utilizada quando mais
adiante se apresentar um processo de automatizacao do calculo dos graus de hiperestatia
de uma estrutura.

Exercicio 4.3. Determine os graus de hiperestatia da estrutura representada na
figura 4.11. Admita que todas as articulagoes sao esféricas.

Todos os resultados apresentados anteriormente baseiam-se na hipotese de todas as
libertagoes, interiores e exteriores, serem perfeitas. Como o esfor¢co numa libertagao interior
elastica é indeterminado, assim como a forca numa libertagao exterior elastica, este tipo
de libertacao nao pode ser contabilizado na determinacao dos graus de hiperestatia.

Exercicio 4.4. Verifique a relagao (2.1a) para as estruturas simétricas representadas
nas figuras 2.13a e 2.3.

4.5 Natureza Vectorial dos Graus de Hiperestatia

E importante ter em atencdo que tanto as reaccoes de apoio como os esforcos nos
elementos estruturais, sao quantidades vectoriais e que esta informagao ndo pode ser con-
templada pelas definigoes (4.8) a (4.10), as quais envolvem apenas quantidades escalares.
Se nao se atender a este facto, pode cometer-se erros ao avaliar a hiperestatia de uma
estrutura considerando apenas a informacao produzida por essas expressoes.

Na dedugao das defini¢oes (4.8) a (4.10) esteve implicita a hipotese de que as equagoes
de equilibrio disponiveis eram linearmente independentes e nao triviais para o carregamento
dado, o que pode nao suceder. Estas condigoes estao asseguradas no caso de estruturas
sem libertagoes, pelo que as expressoes (4.2), (4.3) e (4.4) sdo sempre validas. Quando na
estrutura se introduzem libertagoes, tanto o seu niimero como também o tipo e a localizagao
podem destruir a independéncia linear das equagoes de equilibrio disponiveis.
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Figura 4.12: Hiperestatia dependente do tipo de carregamento.

Figura 4.13: Estrutura com ligagoes mal distribuidas.

Destas limitagoes da aplicabilidade das definigoes (4.8) a (4.10), podem resultar conclu-
soes falsas sobre a capacidade resistente do sistema em anélise. Um sistema hipoestético
nao é necessariamente instével para todas as solicitagoes, assim como nao é condi¢do sufi-
ciente de estabilidade o sistema ser isostatico ou hiperestatico.

Este facto foi ja ilustrado com o sistema representado na figura 4.3b. O sistema é
isostético para solicitagoes que nao afectem a malha fechada, mas comporta-se como um
mecanismo para todas as forcas que actuem sobre a malha, & excepcao daquelas cujas
linhas de acgao contenham a articulagao.

O sistema representado na figura 4.12 é hipoestatico para todas as solicitagoes axiais,
mas comporta-se como uma estrutura uma vez hiperestéatica para as solicitagdoes que nao
incluam componentes axiais, pois neste caso uma das equagoes da Estatica é identicamente
satisfeita e, portanto, trivial. Todavia, como a férmula (4.10) nado reconhece o tipo e a
orientacao dos apoios nem a da solicitacao, a informacao que produziria era de que se
tratava de uma estrutura isostéatica.

Exercicio 4.5. No sistema representado na figura 4.13, os apoios méveis estao
orientados de modo a que as suas linhas de ac¢ao coincidam num mesmo ponto. Discuta
a aplicabilidade das formulas (4.8) a (4.10) para varios tipos de solicitacao.

Outro tipo de situagoes em que as defini¢oes (4.8) a (4.10) produzem resultados falsos
sobre a hiperestatia de uma estrutura, sao as resultantes da impossibilidade de representar
graficamente o comportamento de determinado tipo de elementos estruturais. Um caso
tipico, é o das estruturas atirantadas, como por exemplo a representada na figura 4.14.

Verifica-se, com frequéncia, que para introduzir no modelo gréfico da estrutura discreti-
zada a informacao de que no tirante ABC' s0 existe esforco axial, se colocam as articulacoes
adicionais indicadas na figura 4.15. No entanto, o que caracteriza o comportamento do
tirante, é nao s6 estar sujeito apenas a esfor¢o axial como também o facto de esse esforgo
ser o mesmo em toda a pega, o que nao esta identificado na figura 4.15.

Se se aplicar a definigao (4.6) & estrutura ai representada, encontra-se,

a =42,
quando o grau de hiperestatia global deve ser,

a=+2—-1,
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Figura 4.14: Viga reforcada com tirante.

B

Figura 4.15: Viga reforcada em barras biarticuladas.

i 2,
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Figura 4.16: Modelo de ponte atirantada.

por existir mais uma equagao de equilibrio disponivel, a que estabelece que o esfor¢o axial
em AB é o mesmo que em BC.

Exercicio 4.6. Determine os graus de hiperestatia da estrutura representada na
figura 4.16.

4.6 Utilizacao dos Graus de Hiperestatia

A sugestao de calcular separadamente os graus de hiperestatia exterior e interior e,
independentemente, o grau de hiperestatia global nao se justifica apenas pela importancia
de confirmar a determinac¢ao de uma informacao fundamental para a anélise de estruturas
pelo método das forgas. Justifica-se, também, pela informagdo que esta contida em cada
um desses resultados e pelas indicagoes que oferece para a posterior aplicagao das equacoes
da Estatica.

Se a estrutura a analisar for isostatica mas exteriormente hiperestatica, a equagao (4.8)
escrita na forma,

ae=R—N>0 (4.11)
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em que R representa o nimero de reacgoes, indica que apenas N reacgoes podem ser
determinadas em fungao das restantes recorrendo as N equagoes da Estética linearmente
independentes para o problema em anélise. A equagao (4.9), que tera como resultado,

—— (4.12)

indica explicitamente quais sao as equagoes adicionais que devem ser escritas e resolvidas
para calcular as reacgoes que permanecem indeterminadas: as equagoes que asseguram
serem nulos os esforgos nas L; libertacoes interiores da estrutura.

Se a estrutura for hiperestética, as equagoes (4.8) e (4.9) servem para dar uma in-
formacao geralmente segura sobre como tornar a estrutura estaticamente determinada:
libertando «, reacgbes de apoio e «; esforgos, de modo a tornar a estrutura exterior e
interiormente isostatica. Dada a sua natureza escalar, estas equagoes nao podem indicar
quais sao as libertagoes que asseguram que nao se formam mecanismos, globais ou parci-
ais. Quando isso acontece, mas nao foi detectado na inspecgao da estrutura aparentemente
tornada isostatica, a Estatica identifica esses mecanismos produzindo tantas equacoes im-
possiveis, reduziveis a forma 1 = 0, quanto os graus de liberdade do mecanismo activados
pelo carregamento. Cada uma dessas equagoes traduz o facto de nao ser possivel equilibrar
o sistema de forcas em causa no mecanismo que foi inadvertidamente introduzido ao tentar
tornar a estrutura isostatica.



Capitulo 5

Analise de Estruturas Isostaticas

5.1 Introducao

Admita-se que as forgas aplicadas a trelica isostética, representada na figura 5.1 cres-
cem de zero até a um certo valor, de acordo com uma determinada lei de carga. Em
cada instante, a funcdo que se atribui & estrutura é a de resistir as forcas aplicadas e de,
simultaneamente, as transmitir ao meio de fundacao.

A estrutura resiste as forgas aplicadas convertendo-as em esfor¢os, que distribui pelas
barras que a compoem. Por sua vez, as barras transmitem os esfor¢os ao meio de fundacao,
transformando-os nas reac¢des que se desenvolvem nos aparelhos de apoio. A maneira
como as forcas aplicadas se distribuem pelas barras e se transmitem ao meio de fundacgao
é determinada pelas condicoes de equilibrio da estrutura.

O crescimento dos esforcos com as cargas aplicadas é acompanhado pelo aparecimento
de deformacoes que traduzem as alteragoes verificadas nas dimensoes iniciais das barras da
estrutura. O valor das deformacoes depende do comportamento do material que constitui
as barras, o qual se supde ser caracterizado pelas condicoes de elasticidade anteriormente
definidas.

A alteragdo das dimensoes das barras é acompanhada por uma modificagdo da geo-
metria inicial da estrutura, a qual pode ser descrita pelos deslocamentos sofridos pelos
nos, como se ilustra na figura 5.2. A dependéncia entre as deformagbes nas barras e os
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Figura 5.1: Treliga isostéatica.
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Figura 5.2: Posicao inicial e posi¢ao deformada.

Esforgos Elasticidade Deformagoes
Equilibrio @ompatibilidad9
Forgas Deslocamentos

Figura 5.3: Esquema da anélise de estruturas isostaticas.

deslocamentos nos nés é condicionada pelo modo de ligagao das barras aos nés e destes ao
meio de fundacao, de maneira a satisfazer as condi¢oes de apoio da estrutura. Essa relacao
de dependéncia entre as deformagoes e os deslocamentos é determinada pelas condicdes de
compatibilidade da estrutura.

No diagrama da figura 5.3 indicam-se as trés condigdes fundamentais que é necessario
satisfazer ao analisar o comportamento de uma estrutura, assim como as quantidades que
elas relacionam. A sequéncia de cédlculo que vai ser utilizada na anélise de estruturas
isostaticas estd também ai indicada. Para uma dada solicitacao, determinam-se os esforgos
nos elementos estruturais, recorrendo as condic¢oes de equilibrio da estrutura. Conhecidos
os esforcos, as deformagoes nos elementos sdo determinadas impondo as condigdes que
caracterizam o comportamento elastico do material. Definido o campo de deformacoes, os
deslocamentos sao calculados utilizando as condigoes de compatibilidade da estrutura.

5.2 Condigoes de Equilibrio

As expressoes que a seguir se apresentam tém como funcao representar numericamente
as condigoes de equilibrio de estruturas estaticamente determinadas. Na sua dedugao, vai-
-se recorrer & hipdtese de linearidade geométrica. Segundo esta hipotese, os deslocamentos
e as deformacoes que se desenvolvem na estrutura, devido & solicitagao, sao tao pequenos
que a deformada da estrutura se pode confundir com a sua configuragao inicial. Sendo
assim, as condi¢oes de equilibrio podem ser impostas sobre a posicao inicial da estrutura,
e nao sobre a estrutura deformada, como em rigor se deveria fazer.
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Figura 5.4: Diagrama de corpo livre da trelica.

O equilibrio exterior, ou global, de uma estrutura, é verificado quando sdo nulas as
resultantes de todas as forcas a ela aplicadas, assim como as dos momentos produzidos
num ponto arbitrario. As forcas aplicadas incluem, para além da solicitacdo exterior, as
reacgoes nos aparelhos de apoio que possam existir, como se ilustra na figura 5.4 para o
exemplo da trelica.

Como a estrutura é exteriormente isostatica, as reaccoes de apoio podem ser calculadas
a partir das condig¢oes de equilibrio global. Com a ajuda da figura 5.4 conclui-se que:

Ry =(-1) f1+(0) fo (5.1a)
Ry =(—V3/4) fi + (1/4) f> (5.1b)
Ry =(+V3/4) fi + (3/4) f (5.1c)

A nocao de equilibrio interior, ou local, de uma estrutura é geralmente reduzida & de
equilibrio exterior, recorrendo-se para tal ao artificio de seccionar a estrutura em duas
ou mais partes. Ao impor o equilibrio global de cada uma dessas partes, os esforgos nas
secgoes de corte passam a ser tratados como forcas exteriores.

A aplicagdo deste procedimento & estrutura em analise esta ilustrada na figura 5.5.
Os esforgos axiais foram definidos de modo a garantir o equilibrio de cada barra, tendo
posteriormente sido transmitidos aos nos. Para determinar os esforcos nas barras, basta
agora impor o equilibrio global das forcas num mesmo noé:

Ny =(+1/4) fi + (V3/4) fo (5.2a)
Ny =(+V3/2) fi + (~1/2) f2 (5.2b)
Ny =(=1/2) fi + (—V3/2) fa (5.20)

Se se agruparem os esfor¢os nas barras num vector,
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Figura 5.5: Diagrama de corpo livre dos nés e barras da trelica.

e se organizar de igual modo as forcas aplicadas,
p= L
f2

X = By f (5.3)

o sistema (5.2) toma a seguinte forma:

em que
1/4  /3/4
Bo= [v3/2 —-1/2|. (5.4)
—1/2 —/3/2
No caso geral, para determinar a matriz de equilibrio dos esforcos, By, comeca-se por
discretizar a estrutura, e orientar e numerar sequencialmente os e elementos estruturais
assim definidos.

Da identificacao dos esforcos independentes a considerar em cada elemento, resulta uma
determinada organizacao para o vector dos esfor¢os da estrutura:

X1

X = . (5.5)

Depois de identificar as ¢ forcas generalizadas aplicadas a estrutura, utilizando uma
numeracao sequencial, e de as ordenar no vector das cargas,

fi
f2
f=< 7, (5.6)
Je
calculam-se os coeficientes que formam as colunas da matriz de equilibrio de esforgos re-
correndo a definigao (5.3):
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Figura 5.6: Elemento de grelha.

(D5.1) A coluna ¢ da matriz By representa os esfor¢os independentes que
se desenvolvem na estrutura para equilibrar a forga generalizada f; = 1, quando
todas as restantes sao nulas (f; =0, j # 1).

Esta definigao pode ser facilmente verificada comparando o resultado (5.4) com as
expressoes (5.2).

Exercicio 5.1. Trace os diagramas dos esforgos que equilibram o carregamento
aplicado ao elemento de grelha representado na figura 5.6. Verifique que, quando os esforgos
independentes sao definidos na forma (5.3), se tem:

M1 —Ll
Moy 0
T —L
o2 {fl}' (5.7)
M3 —LQ
M, 0
\ T4 Vs L 0 -

Exercicio 5.2. Com base nos diagramas de esforcos, verifique se, para a estrutura
plana, carregada no proprio plano, representada na figura 5.7, se tem:

M, 0 0 0

M, L 1 —al

N, —2  1/L —1-a h

77777 e (5.8)
M; iy 1 —alL ;

M, 0 1 0 5

Ng [ 2V2 —V2/L (14a)V2 |

Faz-se notar que se optou, no exercicio proposto, por nao controlar o esforgo axial na
seccao 4, nem os momentos flectores nas secgoes extremas da barra biarticulada, por esses
esforcos independentes serem nulos. No entanto, as deformacoes independentes correspon-
dentes podem nao o ser.
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5.3 Calculo dos Esforcos

L

H__

=)y
o
o

)y

~
l

Figura 5.7: Viga com tirante.

A definicdo dos esforcos independentes que se instalam numa estrutura através da
condicao de equilibrio na forma (5.3) é 1til quando se pretende analisar o efeito de varias
combinagoes de carga. Nessas situacoes, o procedimento geral a adoptar é o seguinte:

-~

Calculo dos Esforgos

. discretize a estrutura, oriente e numere sequencialmente os e elementos assim defini-

identifique os esforgos independentes a considerar em cada elemento e organize o
vector dos esforgos (5.5);

identifique as ¢ cargas aplicadas e organize o vector das cargas (5.6);

monte a matriz de equilibrio, By, aplicando sucessivamente a definigao (D5.1);
para cada combinacao de cargas, defina os coeficientes do vector das cargas f e calcule
os esforgos independentes, executando o produto matricial (5.3).

Conhecidos os esforgos independentes associados a cada carregamento, os esforgos em
qualquer secgao de estrutura podem ser calculados a partir das definigoes (3.3).

Exercicio 5.3.

Utilizando a defini¢ao (5.8), determine os diagramas de esforgos que

se desenvolvem na estrutura representada na figura 5.7 para o carregamento:

Em muitas aplicagoes pretende-se conhecer apenas os esforgos que equilibram um tnico
conjunto de cargas. Quando assim é, a determinagao da matriz Bg deixa de ser justificavel.
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Todas as cargas sao aplicadas simultaneamente & estrutura e as reaccoes de apoio e o0s
diagramas de esforgos sao calculados impondo o equilibrio da estrutura. Os coeficientes do
vector X sdo entao determinados, lendo os esforgos independentes registados nos diagramas
de esforcos.

5.4 CaAlculo das Deformacoes

Depois de seleccionar os esforgos independentes e de os organizar no vector dos es-
forgos (5.5), ficam implicitamente definidas as resultantes de deformagao que devem ser
adoptadas como independentes, assim como o modo como devem ser organizadas no vector
das deformacoes da estrutura, u. Este vector,

up
uz
u=+< ., (5.9)

Ue

agrupa as deformacgoes correspondentes aos esfor¢os considerados como independentes,
segundo a ordenacao para eles adoptada.
Para a estrutura analisada no exercicio (5.2) tem-se, portanto,

u={24 (5.10)

\

estando identificadas na figura 5.8 cada uma das deformagoes consideradas como indepen-
dentes, de acordo com as convencoes adoptadas no Capitulo 3.
Para calcular as deformagoes que se instalam na estrutura, recorre-se as relacoes de
elasticidade (3.12),
u, =F; X; +1;, (5.11)

de acordo com o seguinte procedimento:
Calculo das Deformacoes

1. resuma num quadro as constantes geométricas e mecénicas que determinam o com-
portamento de cada elemento estrutural;

2. defina a matriz de flexibilidade, F;, de cada um dos e elementos estruturais, usando
as defini¢oes apresentadas no Capitulo 3;

3. calcule a componente das deformagoes devidas as cargas de vao, u;, recorrendo as
tabelas 3.2 a 3.4;

4. forme o vector das deformagoes (5.9) introduzindo na definigao geral (5.11) os resul-
tados anteriormente obtidos.
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Figura 5.8: Deformada da viga com tirante.

Como exemplo de aplicagao, considere-se a trelica representada na figura 5.1, cujas
caracteristicas geométricas e mecénicas sao as resumidas no quadro seguinte:

i 1 2 3
L; (m) 4L 2+3L 2L
(EA); (kN) EA FEA EA

Da defini¢ao (3.17) tem-se,

F, =L [4}, F,

- ] era=

L
EA
encontrando-se,

u=<-3%e, (5.12)

com,
para o carregamento:

()

Note-se que u; = 0 por nao existirem cargas de vao.
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Exercicio 5.4. Verifique se na estrutura representada na figura 5.7, se desenvolvem
as deformagoes,
—20
—40

u=4q------ , (5.13)

em que,

quando se aplica o carregamento,

e se consideram as seguintes constantes elasticas:

i 1 2 3
(EI); (\N-m?) EI 2EI —
(EA); kN) EA — 2EA

5.5 Condigoes de Compatibilidade

J4& se estudaram os processos de calculo dos esforcos e das deformacées elasticas que se
desenvolvem numa estrutura isostatica, em resposta a uma dada solicitagao. Para concluir
a analise do comportamento da estrutura, é ainda necessario quantificar os deslocamen-
tos que nela se verificam. Os deslocamentos sao determinados a partir das condigoes de
compatibilidade que os relacionam com as deformagoes que se instalam nos elementos
estruturais.

As condigoes de compatibilidade sao deduzidas recorrendo exclusivamente a conside-
ragoes de ordem geométrica, explorando-se simultaneamente as simplificacoes decorrentes
da hipdtese de linearidade geométrica. Uma rotagdo, medida em radianos e representada
num movimento ou numa deformagao, é considerada infinitesimal se o seu quadrado (e,
portanto, as poténcias de ordem superior), for desprezavel face & unidade. Da expansao em
série de Taylor em # = 0 do seno, coseno e tangente de um angulo infinitesimal conclui-se
que senf ~ 0, cos @ ~ 1 e tan # ~ 0. De modo analogo, um deslocamento §, ou um
alongamento e, é considerado infinitesimal se o seu quadrado em relagao ao comprimento
caracteristico da peca, (6/L)? ou (e/L)?, é desprezavel em relacio a unidade.

Considere-se, por exemplo, que devido a uma determinada solicitacdo, se instalava o
seguinte campo de deformagoes na trelica anteriormente considerada:

+a
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U2Z+V

-

4L . :+a>.

-
-

4L+ a

Figura 5.10: Imposicao das deformacgoes respeitando as condi¢Ges de continuidade e de
apoio.

Para facilitar a determinacéo da nova forma que a estrutura apresenta, comega-se por
desligar as barras e introduzir as deformagoes dadas, como se ilustra na figura 5.9. Para
tornar a ligar as barras 2 e 3, elas sao rodadas em torno dos nés de fundagao. Como essas
rotagoes sao infinitesimais, os arcos descritos pelas extremidades das pegas 2 e 3 podem
ser confundidos com as respectivas tangentes, como se indica na figura 5.10. Por outras
palavras, na hip6tese das deformacoes e dos deslocamentos serem infinitesimais, uma barra
sujeita a deslocamentos perpendiculares ao eixo nao sofre qualquer deformacao axial.

As deformadas representadas nas figuras 5.8 e 5.10 sdo admissiveis, pois respeitam
simultaneamente as condigoes de ligacao dos nés ao meio de fundacao, de continuidade dos
elementos estruturais e da sua ligacdo aos nds. As condi¢des de fronteira sdo satisfeitas
quando os tnicos movimentos verificados nos nés de fundagao sao os permitidos pelos
aparelhos de apoio da estrutura. A condi¢do de continuidade garante que secgdes vizinhas,
antes da deformacao da estrutura ter lugar, permanecem vizinhas depois da deformacao se
instalar.

A condi¢ao de continuidade das ligagoes das barras aos nos que as limitam pretende
apenas assegurar que entre a secgao extrema de uma pega e o n6 que lhe é adjacente, s6 se
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U1

Figura 5.11: Imposigao das deformagoes u; violando a condigao de continuidade.

possam verificar os movimentos relativos permitidos pelos aparelhos de libertacao interna
que entre eles possam existir. A deformada representada na figura 5.9 nao é admissivel por
violar esta condicao.

A funcao das expressoes que a seguir sao apresentadas € a de representar numericamente
as condigoes de compatibilidade acima referidas, de modo a relacionar os deslocamentos
correspondentes as forcas aplicadas & estrutura com as deformagoes que nela se desenvol-
vem. Define-se como deslocamento correspondente a uma forga, o deslocamento d; sofrido
pelo ponto de aplicagdo da forca f; na direccao e sentido em que actua. Nas figuras 5.2
e 5.10 estao assinalados os deslocamentos correspondentes as duas forcas aplicadas a treliga
representada na figura 5.1.

Para determinar as expressoes das condi¢oes de compatibilidade, impoem-se & estru-
tura, e separadamente, cada uma das deformagcoes independentes e constroi-se graficamente
a deformada da estrutura que satisfaz as condi¢des de fronteira e de continuidade de de-
formagoes e de ligacao dos elementos estruturais. Os deslocamentos correspondentes as
forgas aplicadas sao depois medidos sobre a deformada da estrutura que assim se obtém.

Como exemplo de aplicacao, considere-se de novo a trelica isostatica representada na
figura 5.1. Para determinar o efeito da deformacao axial na barra 1, comeca-se por des-
ligar duas das barras e introduzir a deformacao w1, como se ilustra na figura 5.11. Para
compatibilizar a deformada, as barras 2 e 3 sao rodadas de modo a conseguir a conver-
géncia das secgoes extremas. Como anteriormente se referiu, na hipotese das deformacoes
e dos deslocamentos serem infinitesimais, esta operacao é realizada deslocando as barras
perpendicularmente ao seu eixo.

Na figura 5.12 esta representada a deformada final da estrutura, assim como o triangulo
que caracteriza o movimento do n6é em que as forgas f; e fs estdo aplicadas; desse triangulo
encontra-se a seguinte definicao para os deslocamentos correspondentes:

Cll :(1/4) Ul

. (5.14)

dy =(V3/4) wy
Nas figuras 5.13 e 5.14 representam-se as deformadas que se encontram ao impor sepa-
radamente, deformagoes axiais positivas nas barras 2 e 3, usando um process analogo ao
anteriormente descrito. Das deformadas representadas nas figuras 5.13 e 5.14 encontram-se
as seguintes expressoes para os deslocamentos correspondentes as forcas aplicadas & trelica:
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u1:0

+ 3L — L —+

Figura 5.13: Efeito da deformagao us.

U1:0

+ 3L — L —+

Figura 5.14: Efeito da deformagao us.
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{d1 =(V/3/2) uz (5.15)
d2 :(—1/2) UQ7 -
‘ dy =(—1/2) us

{d2 VI (5.16)

Sobrepondo os resultados (5.14) a (5.16), encontram-se as seguintes defini¢bes para
os deslocamentos compativeis com as deformacoes que se podem vir a desenvolver na
estrutura,

{dl =(1/4) w1 + (V3/2)uz + (~1/2) us
dy =(V3/4)ur + (=1/2) uz + (=V3/2) uy

ou, matricialmente:

dy 14 v3/2 —12] |™
do |

No caso geral, as condigoes de compatibilidade de uma estrutura estaticamente deter-
minada podem portanto ser expressas na forma

d= CO u, (518)
em que Cg representa a matriz de compatibilidade, e
dq

do
a={ "%, (5.19)

de
é o vector dos deslocamentos, que agrupa os deslocamentos correspondentes as forgas ge-
neralizadas (5.6). As defini¢oes (5.14) a (5.17) mostram claramente que:

(D5.2) A coluna i da matriz de compatibilidade Cp representa os des-
locamentos d correspondentes as cargas aplicadas, f, quando na estrutura se
introduz o deslocamento relativo unitario correspondente a i-ésima deformagao
independente, e se mantém nulas todas as restantes deformacoes independen-
tes.

Evidentemente que ao impor uma deformacao se deve garantir que sejam satisfeitas,
simultaneamente, as condigoes de fronteira da estrutura (compatibilidade exterior) e de
continuidade das deformacoes e das liga¢oes internas (compatibilidade interior).

Para provocar uma dada deformacao, basta introduzir na secgao correspondente o apa-
relho de libertacao que permite o movimento relativo que a caracteriza. A estrutura torna-
-se uma vez hipoestatica, determinando-se a configuracao do mecanismo correspondente
impondo as condigoes de compatibilidade anteriormente descritas.

Na figura 5.15 representa-se o mecanismo gerado a partir da estrutura definida na
figura 5.7 quando se articula a sec¢do 2, a fim de provocar a deformagao independente 0.
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3’-':} 0, =1 : B -

Figura 5.15: Efeito da deformagao 62 na viga com tirante.

Por consideragoes de natureza puramente geométrica, pode verificar-se serem os seguintes
os deslocamentos provocados por esta deformacao:

dq —L
dyp=1 1 | 6. (5.20)
d3 —alL

Exercicio 5.5. Verifique se a matriz de compatibilidade da estrutura representada
figura 5.7, e para o carregamento ai indicado, tem a seguinte defini¢ao:

L 0] 22

0 —-L -2
Co=|0 1 1/L 11 —V2/L . (5.21)

0 —aL —1—ai—aL 0 (1+a)V2

¢ importante sublinhar que, para implementar a definicdo (D5.2), basta introduzir
qualquer deformada que garanta as condigoes de compatibilidade, exterior e interior, e
que se caracterize por apenas a i-ésima deformacao independente ser nao nula. O resul-
tado (5.20) podia ter sido obtido trabalhando, por exemplo, com a deformada representada
na figura 5.16. O artificio de introduzir a libertacao correspondente & deformacao que se
pretende impor, tem a vantagem de gerar um mecanismo que satisfaz automaticamente
todas as condi¢Oes necessérias a implementagao da defini¢ao (D5.2).

5.6 Propriedades das Condicoes de Equilibrio e de
Compatibilidade

A anélise dos resultados anteriormente obtidos, nomeadamente (5.4, 5.8) e (5.17, 5.21),
mostra que sao constantes os coeficientes das matrizes que definem as condigoes de equili-
brio e de compatibilidade. Por outras palavras,



5.6. Propriedades das Condigoes de Equilibrio e de Compatibilidade

77

Figura 5.16: Efeito da deformagao #2 na viga com tirante admitindo um comportamento
elastico.

(P5.1) As condigoes de equilibrio (5.3) e de compatibilidade (5.18) sao
lineares.

Pode ainda verificar-se que essas constantes dependem apenas das propriedades topo-
graficas da estrutura indeformada, isto é, da dimensao e da orientacao inicial dos elementos
estruturais. Como as constantes elasticas desses elementos nao intervém na definigao das
matrizes de equilibrio e de compatibilidade, conclui-se que:

(P5.2) As condigoes de equilibrio (5.3) e de compatibilidade (5.18) sao
independentes das propriedades mecénicas dos elementos estruturais.

A terceira e ultima propriedade que interessa realgar, é a que exprime a relacio existente
entre as matrizes de equilibrio, Bg, e de compatibilidade, Cy.

Como os resultados (5.4, 5.17) e (5.8, 5.21) o ilustram, a coluna {linha} ¢ da matriz
de equilibrio, corresponde a linha {coluna} ¢ da matriz de compatibilidade. é importante
realgar que esta relacao de transposigao,

Co =B, (5.22)

se manifesta apesar das matrizes Bg e Cy terem sido deduzidas independentemente uma,
da outra. De facto, a defini¢ao (D5.1) envolve unicamente conceitos da Estética, enquanto
a definigdo (D5.2) se baseia exclusivamente em conceitos da Cinemética.

Esta propriedade, que permite escrever as condigoes de compatibilidade (5.18) na forma

d =Bl u, (5.23)

¢ denominada Dualidade entre a Estdtica e a Cinemdtica. As condigoes de equilibrio (5.3) e
de compatibilidade (5.18) representam de facto transformagoes duais ou contragradientes;
(X,u) e (f,d) s@o os pares de variaveis duais.

Esta relagao de dualidade pode ser enunciada da seguinte forma:
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(P5.3) Se B! é o vector que define os esforcos independentes X que equi-
libram a for¢a f/ =1,
X = B, . (5.24)

entdo, o deslocamento d}, (correspondente a forca f/), compativel com as de-
formagdes u, (correspondentes aos esforgos X), é definido por:

d; =BT u. (5.25)

Uma definigao alternativa é a seguinte:

(P5.4) Se C!, é o vector que define os deslocamentos d compativeis com
a deformagao independente u; = 1,

d=Cul, (5.26)

entao, o esforco X/, (correspondente a deformagao u}), em equilibrio com as
forgas f, (correspondentes aos deslocamentos d), é definido por:

X/ =Cclft. (5.27)

Pode provar-se que as propriedades acima descritas sao consequéncia directa da hipotese
de linearidade geométrica.

5.7 Calculo dos Deslocamentos

A relagao existente entre as matrizes de equilibrio e de compatibilidade permite que,
na analise do comportamento de uma estrutura, seja suficiente estabelecer uma das condi-
goes, a de equilibrio (5.3) ou a de compatibilidade (5.18). Obtida uma, a outra pode ser
estabelecida impondo a relagao de dualidade. Como, na maioria das situagoes, é mais facil
deduzir as condigoes de equilibrio do que as de compatibilidade, o calculo de deslocamentos
¢ geralmente realizado explorando a propriedade (P.5.3).

Conhecidas as deformagoes u provocadas pelos esforcos X que equilibram a solicitacao
f, o calculo dos deslocamentos que se instalam na estrutura pode ser resumido no seguinte
procedimento:
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h
h

Figura 5.17: Calculo da rotagao d’ na viga com tirante.

3“5 A -
=1

Figura 5.18: Momento unitario correspondente a rotagao d'.
Calculo dos Deslocamentos

1. para cada deslocamento pretendido, d;, defina a forga correspondente, f7;

2. determine o vector B/, definido por (5.24), isto &, os esfor¢os que equilibram a soli-
citacao f! =1,

3. calcule o deslocamento d] recorrendo a definigao (5.25).

Como exemplo de aplicag@o, considere-se o problema de determinar a rotagdo do né

em que convergem as trés barras que formam a estrutura representada na figura 5.17. As
deformacoes provocadas pelo carregamento ai indicado foram ja calculadas no exercicio 5.4.

Aplicando o carregamento ficticio definido na figura 5.18, encontram-se os seguintes
esforgos independentes:
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e ]

Figura 5.19: Deslocamento relativo na viga com tirante.

B/

777777 . (5.28)

Substituindo este resultado na definigao (5.25), com o campo de deformagoes (5.13),
obtém-se finalmente:
2(14v/2)e

d = -4 2T VIE
L

Em muitas aplicagoes, para além dos deslocamentos absolutos de véarios pontos da
estrutura, interessa também conhecer deslocamentos relativos, lineares ou angulares, entre
dois pontos, segundo determinada direccao e sentido. Neste caso a forga correspondente, f/,
é o par de forcas ou de momentos, aplicados nos dois pontos da estrutura cujo deslocamento
relativo se pretende determinar, segundo a direcgao e o sentido pretendidos. Por exemplo,
o par de forgas correspondentes ao deslocamento relativo d’ definido na figura 5.19 é o
representado na figura 5.20.

Exercicio 5.6. Para a estrutura e carregamento representados na figura 5.17, verifique
se o deslocamento vertical relativo entre os dois nés que limitam a barra 2 é definido por:

d=60L+2(1+V2)e.

é importante salientar que as expressoes (5.18), (5.23) ou (5.24) e (5.25) definem o
deslocamento de pontos da estrutura em relagao a posicao final da corda dos elementos em
que se situam. Dessas expressoes s6 se obtém o deslocamento total de pontos que coincidam
com uma das seccoes extremas de um dos elementos estruturais, isto €, com um dos nés de
discretizacao da estrutura. Para calcular o deslocamento total de pontos existentes no eixo
de um elemento, é necessario somar a parcela da definigao (5.25) a parcela definida pela
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*D R

Figura 5.20: Forgas unitéarias correspondentes ao deslocamento relativo d’.
—oal l f,d
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Figura 5.21: Célculo de deslocamentos numa consola.

equagao (3.7), que define os deslocamentos do ponto em relagao a corda do elemento. Estas
parcelas sao designadas por parcela de corpo rigido e parcela elastica, respectivamente.
A parcela decorrente da definigao (5.25) é independente das propriedades mecanicas das
pegas, de acordo com a propriedade (P.5.2). Complementarmente, a parcela definida pela
equacao (3.7) foi determinada numa pega elastica em que se impedem os deslocamentos de
corpo rigido, a viga simplesmente apoiada.

A soma da parcela elastica pode ser evitada se, ao discretizar a estrutura, forem colo-
cados nos em todos os pontos onde se pretenda determinar deslocamentos. A desvantagem
deste método alternativo é a de aumentar o nimero de barras no modelo da estrutura, o
que se pode traduzir num aumento significativo das dimensées dos vectores e das matrizes
envolvidas no processo de calculo.

Exercicio 5.7. Considere a consola representada na figura 5.21. Verifique se, para o
carregamento indicado, a aplicagao da definigao (5.25) produz as seguintes expressoes para
os deslocamentos assinalados na mesma figura;

d=20Led =2a6L, (5.29)
e representados na figura 5.22, em que:

fL

O=%ET
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Figura 5.22: Parcela eléstica, E,, e de corpo rigido, d’, do deslocamento d.
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Figura 5.23: Discretizagao da consola em duas barras.

A definigdo (5.29) mostra claramente que d’ representa o deslocamento medido em
relagao a corda; d’ varia linearmente com a abcissa do ponto onde ¢ medido. Pode verificar-
-se que o deslocamento total é dado por

d=d —d,

em que d representa a parcela elastica do deslocamento, ficando:

d=a*(3—a)fL. (5.30)

Exercicio 5.8. Recupere o resultado (5.30) usando a discretizagao indicada na
figura 5.23.

5.8 Reacgoes e Assentamentos de Apoio

Seja r o namero de reacgoes que se podem resolver nos aparelhos de apoio da estrutura
em andlise, as quais sao identificadas por uma numeracao sequencial, e organizadas no
vector das reacgoes de apoio:

R4

R»
R={ _\. (5.31)

R,

Um procedimento analogo ao adoptado para definir a condicao de equilibrio dos es-
forgos (5.3) pode ser utilizado para exprimir matricialmente as reacgdes de apoio que
equilibram as cargas f aplicadas & estrutura. A definicdo que se encontra tem a seguinte
expressao geral,

R = By, f, (5.32)

sendo facil concluir que:
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(D5.3) A coluna i da matriz By,, representa as reacgoes que se desenvol-
vem na estrutura para equilibrar a forga generalizada f; = 1, quando todas as
restantes sao nulas (f; =0, j # ).

Por exemplo, a defini¢ao (5.1) mostra que para a treli¢a representada na figura 5.1 e
para a identificagdo das reacgoes de apoio dada na figura 5.4 se tem:

1 0
Bor = |—V3/4 1/4]. (5.33)
V3/4  3/4

Agrupando as defini¢oes de equilibrio interno, (5.3), e de equilibrio externo, (5.32),
encontra-se a seguinte expressao geral das condigoes de equilibrio da estrutura,

(2}

na qual se relacionam os trés grupos de quantidades estaticas em jogo, nomeadamente as
forgas aplicadas, as reacgoes de apoio e os esfor¢os independentes nos elemento estruturais.

Pode provar-se que, ao generalizar a condigao de compatibilidade (5.23) para incluir o
efeito dos assentamentos correspondentes as reacgoes de apoio (5.31),

{f} , (5.34)

r=4.% (5.35)

se continua a manifestar a relagdo de Dualidade entre a Estatica e a Cinemaética, na forma:

d-| B} B} | { - } (5.36)

A condigao de compatibilidade (5.36) pode ser escrita na seguinte forma equivalente:
d=Blu-Blr (5.37)

Para o exemplo da trelica anteriormente considerado, o vector dos assentamentos de
apoio tem a seguinte expressao:

Como se indica na figura 5.24, o assentamento r; é considerado positivo no sentido
atribuido a reaccao R; correspondente.

Exercicio 5.9. Verifique, por consideragdes de ordem geométrica, a defini¢ao (5.36)
com u = 0, usando o resultado (5.33).
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Figura 5.24: Deslocamentos correspondentes as reacgoes de apoio R;.

5.9 Estruturas com Libertacoes Elasticas

Como ja anteriormente se referiu, no modelo de estruturas reticuladas podem existir
libertacoes elasticas, que sao utilizadas para representar aparelhos realmente existentes na
estrutura, ou para simular ligagoes elasticas entre as pecas lineares, ou destas ao meio de
fundagao. Com as libertagoes exteriores, consegue-se simular os assentamentos sofridos
por meios de fundagao com comportamento elastico. Os aparelhos de libertagao interna,
menos frequentes, sdo utilizados para representar situagoes em que as ligagOes entre as
barras nao sao rigidas.

No processo de anélise estrutural, o tratamento dado aos aparelhos de libertagao elastica
é idéntico ao utilizado para os restantes elementos deforméveis, as pecas lineares. Os
aparelhos s@o identificados por uma numeracdo sequencial, sendo o comportamento de
cada um deles caracterizado pela for¢ca da mola, X;, e pela deformagao que nela se instala,
u;. Estas quantidades sao agora incorporadas nos vectores dos esforcos e das deformacoes
independentes, (5.5) e (5.9), respectivamente.

Como exemplo de aplicacao, considere-se a estrutura representada na figura 5.25, obtida
por modificagdo da inicialmente definida na figura 5.7. A mola linear 4 foi introduzida para
simular a deformabilidade de fundagao por acgao de forgas verticais, e a mola angular 5
para permitir uma rotagao relativa entre as secgoes 2 e 3.

A condigao de equilibrio (5.8) toma agora a forma,

M) [ o 0 0 |

M, L 1 —al

Ny —2  1/L “1-a

My L 1 “Jr [
My (| o 1 0 ap
Ng 22 —V2/L (1+a)Vv2 Js
x| | 1 -1/L  a

| X5 L 1 —aL |

tendo-se admitido que a forca na mola 4 é positiva quando for de trac¢ao, e que o momento
na mola 5 é positivo no sentido do do momento flector na seccéo 3.
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Figura 5.25: Viga com tirante e libertagoes elasticas.

O procedimento anteriormente descrito para o calculo das deformagoes independentes
continua a ser aplicavel. As relagoes de elasticidade mantém a expressao (5.11), em que
para os aparelhos de libertacao elastica, F;, representa o coeficiente de flexibilidade da
mola. A parcela correctiva, u;, é nula, podendo no entanto ser utilizada para simular uma
deformagao inicial na mola.

Exercicio 5.10. Repita o exercicio 5.4 considerando agora a estrutura representada
na figura 5.25. Verifique se, quando se atribui aos elementos 4 e 5 os coeficientes de
flexibilidade,

L L

= [=_
YT I0EA TP T G0ET

se obtém a seguinte definicao para as deformagoes independentes:

01 —-20
) —46
€9 —2e
05 29
0, ()] -0
6 C2¢
us /10
us | —6/5

Como a relagdo de Dualidade entre a Estatica e a Cinemaética se mantém, o procedi-
mento anteriormente descrito para o célculo dos deslocamentos nao sofre qualquer altera-
Gao.
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Figura 5.26: Asna sujeita a variagao de temperatura.

Exercicio 5.11. Repita o exercicio 5.6, considerando a estrutura representada na
figura 5.25. Utilizando os resultados do exercicio anterior, verifique se agora se tem:

d=6,20L+2(1,05+V2)e.

5.10 Accao da Temperatura

Quando se analisou o comportamento da viga simplesmente apoiada, chamou-se a aten-
¢ao para o facto das variagoes de temperatura produzirem deformagoes mas nao provoca-
rem o aparecimento de esforcos. Este modo de comportamento é tipico das estruturas
estaticamente determinadas.

Se a variacao de temperatura for a tinica solicitacdo a que uma estrutura isostatica esta
sujeita (f = 0), os esfor¢os independentes e as reacgoes de apoio sao nulos,

X =0, R=0, (5.38)

e as deformacoes independentes reduzem-se as provocadas pela variacdo de temperatura
definidas na tabela 3.3:

u=1u (5.39)

Conhecidas as deformagoes independentes, os deslocamentos na estrutura devidos aos
gradientes térmicos podem ser determinados usando o procedimento anteriormente des-
crito.

Como exemplo de aplicagao, considere-se a asna representada na figura 5.26 e admita-se
que os elementos 1 e 2 sofrem um aumento uniforme de temperatura de ¢ graus centigrados.

Se « representar o coeficiente de dilatacao térmica desses elementos, as deformacsGes
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provocadas por esta solicitagao tém a seguinte definigao,

\

: (5.40)

S O O O = =

\

em que, de acordo com os resultados resumidos na tabela 3.3:
0 =+v10«atL.

Para calcular o deslocamento d’ sofrido pelo vértice da asna, basta aplicar ai a carga
unitaria correspondente, encontrando-se a seguinte distribuicdo de esforgos:

- /]
+/10

B/

Substituindo este resultado na definigdo (5.25), com o campo de deformagoes (5.40),
obtém-se finalmente:

d =2+100. (5.41)

Exercicio 5.12. Admita que os elementos 1 e 2 da estrutura representada na fi-
gura 5.17 tém uma seccao transversal de altura h e um coeficiente de dilatagdo térmica de
a/°C. Se, em vez da solicitacao ai indicada, se estabelecer um gradiente térmico de t°C
entre a face superior e a face inferior desses elementos, verifique se a rotacao d’ toma o
seguinte valor:
at L

d =
h

5.11 Accao de Deformacoes Iniciais e do Pré-esforco

Uma das solicitagoes a que uma estrutura pode estar sujeita é a da acgao de deformagéoes
iniciais nos elementos que a compoem. Estas deformacoes podem ter origem diversa, mas as
mais frequentes sao as que resultam de erros cometidos no fabrico dos elementos estruturais,
ou mesmo na sua montagem durante a construgao da estrutura.

Tal como a variagdo de temperatura, esta solicitacdo ndo provoca o aparecimento de
tensoes em estruturas estaticamente determinadas. As expressoes (5.38) e (5.39) continuam
a ser aplicaveis, utilizando-se agora o vector U para quantificar as deformagoes iniciais da
estrutura. No exemplo anteriormente considerado, é facil verificar que o deslocamento do
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vértice da asna continua a ser definido pela expressao (5.41), se o parametro 6, presente
na defini¢cdo das deformagoes independentes (5.40), for agora utilizado para representar o
erro no comprimento inicial dos elementos 1 e 2.

A accao do pré-esforco numa estrutura corresponde a uma deformacgao imposta, de-
vendo por isso ser quantificada recorrendo ao vector das deformagoes iniciais, u. Na
tabela 3.4 apresenta-se a definicdo dos coeficientes deste vector para diferentes leis de
pré-esfor¢o. As condigoes (5.38) permanecem validas, devendo no entanto notar-se que,
nas estruturas isostaticas, o pré-esforco provoca o aparecimento de tensoes iniciais, apesar
de serem nulos os esforgos independentes.



Capitulo 6

Método das Forcas

6.1 Introducao

O método das Forcas foi concebido para realizar a analise de estruturas hiperestéaticas
recorrendo exclusivamente aos conhecimentos necessarios para caracterizar o comporta-
mento de estruturas estaticamente determinadas. Para alcancar este objectivo, no método
das forgas explora-se o artificio de substituir a estrutura a analisar por uma estrutura isosté-
tica equivalente, denominada estrutura-base. Esta equivaléncia é imposta simultaneamente
a dois niveis, estatico e cinemaético, obrigando a estrutura-base a apresentar distribuigoes
de esforcos e de deformagoes idénticas as que se desenvolvem na estrutura hiperestatica.

A viga encastrada-apoiada representada na figura 6.1 vai ser utilizada para introduzir,
de uma maneira simplificada, os conceitos em que o método das forcas se baseia. Trata-se
de uma estrutura uma vez hiperestatica exteriormente, isto é, a aplicacao das equacgoes da
Estatica s6 permite exprimir as reacgoes de apoio, representadas na figura 6.2, em funcao
do momento aplicado, se se admitir que uma das reacc¢oes é conhecida.

Se, por exemplo, se atribuir um valor & reacgao no apoio moével,
Ry =, (6.1)

encontram-se as seguintes expressoes para as reacgoes de encastramento, de acordo com o

|
*

~

Figura 6.1: Consola apoiada.

R3
?’/D\ 0 >f
1
TRQ R4T

Figura 6.2: Diagrama de corpo livre.
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Figura 6.3: Estrutura-base sujeita ao carregamento dado e a forga hiperestética.
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diagrama de corpo livre representado na figura 6.2:

Ry =(0)p+(0) f (6.22)
Ry =(~1)p+(0) (6.2b)
Ry =(~L)p+(-1) f (6.2¢)

As reacgoes (6.2) sao as que se desenvolvem na consola que se obtém desligando o apoio
movel e aplicando af a forga indeterminada p, na direcgao e sentido da reacgao Ry, como
se ilustra na figura 6.3. Como a consola é uma estrutura estaticamente determinada, os
esforcos em qualquer seccao transversal da peca podem ser calculados recorrendo apenas as
condigoes da Estatica. Seleccionando para esforcos independentes os momentos flectores
nas seccoes extremas, por ser zero o esforco axial para o carregamento considerado, a
condigao de equilibrio (5.3) toma o seguinte aspecto:

b= Lo 5}

onde se distinguem os efeitos da forga hiperestatica p e do carregamento f, ou, mais

explicitamente:
My L 1
= + .

Este resultado e as ilustragoes das figuras 6.1 e 6.2 mostram claramente que se transferiu
para o carregamento de uma estrutura isostética , a estrutura-base, a indeterminagao da
estrutura hiperestatica que lhe deu origem.

L1
0.1

No caso geral de uma estrutura « vezes hiperestatica, a expressao da condigao de

equilibrio (6.3) toma a forma,
} RS
X—[BBO}{f}, (6.4)

ou
X=Bp+Byf, (6.5)
em que,
p1
D2
p= . ) (6.6)
Pas

é o vector das forgas hiperestdticas, ou indeterminadas. O vector dos esforgos independen-
tes, X, e o das cargas, f, continuam a ter as expressoes (5.5) e (5.6), respectivamente.
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Figura 6.4: Deformada da consola.

A defini¢ao (6.4) pode ser obtida por generalizagao da condic¢ao de equilibrio (5.3), que
foi deduzida quando se realizou o estudo das estruturas isostaticas. Para o fazer, basta
distinguir duas parcelas no vector do carregamento da estrutura-base, uma correspondente
as forcas hiperestaticas e a outra a solicitagao dada. é facil verificar que para o exemplo

em analise se tem:
1
] . (6.7)

L
B = , Bg =

1

)

As deformacoes independentes que se desenvolvem na estrutura-base podem ser calcu-
ladas substituindo nas relagoes de elasticidade (3.42),

u=FX 4+, (6.8)
a definigao (6.5) encontrada para os esforgos independentes:
u=FBp+FB(f +1u. (6.9)

Se se admitir que a viga encastrada-apoiada tem uma rigidez a flexao F I, constante,
encontra-se a seguinte expressao para a definigao (6.9),

L2
L
02 ET

6
por nao existirem cargas de vao (W = 0). De acordo com a definigao (3.13), a matriz de
flexibilidade do elemento tem a seguinte expressao:

2 1
12|

As deformacgoes independentes estao assinaladas na deformada da consola, representada
na figura 6.4. A deformada ai representada é admissivel pois satisfaz as condigoes de
fronteira e de continuidade das deformacoes ao longo da pega, assim como de ligacao aos
nos que a limitam.

Na figura 6.4 estdo também identificados os deslocamentos correspondentes as forgas
aplicadas & consola. Sao eles o deslocamento v correspondente & forga hiperestética p e a

rotacao d correspondente ao momento aplicado f. Estes deslocamentos sdo definidos pelas
condicoes de compatibilidade, associadas as condigoes de equilibrio (6.3), as quais tomam

a seguinte expressao,
L 0 0
B te (6.11)
d 1 1 0o

p+

2E1

_L_
25[] /. (6.10)
E

L
 6EI
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Figura 6.5: Deformada da consola apoiada.

de acordo com a relagdo de Dualidade entre a Estatica e a Cinematica (5.22).
No caso geral de uma estrutura « vezes hiperestatica, a condicao de compatibilidade
associada a condigao de equilibrio (6.4) tem a seguinte definigao,

{ M } B (6.12)
- =1-=---- u, .
d B!
em que,
U1
V2
v={ 4 (6.13)
Vo

é o wvector das descontinuidades que agrupa os deslocamentos correspondentes as forcas

hiperestaticas p. O vector das deformagoes independentes, u, e o dos deslocamentos d

correspondentes as cargas f , continuam a ter as expressoes (5.9) e (5.19), respectivamente.
Substituindo o resultado (6.10) em (6.11) encontra-se:

v= [3%] P+ [QL—;I} f (6.14a)
d= [;ﬁ] p+ [%} 7. (6.14D)

No caso geral, a defini¢do para os deslocamentos correspondentes as forcas hiperestati-
cas na estrutura-base, tem a seguinte expressao,

v=BT"FBp+B’ (FBf + 1), (6.15)

como se pode verificar por substituigao da defini¢do (6.9) para as deformagoes indepen-
dentes na condigao de compatibilidade (6.12).

Definido o comportamento da estrutura-base, poe-se agora o problema de adaptar as
condigbes de equilibrio (6.5), de elasticidade (6.8) e de compatibilidade (6.12), de modo a
torna-las também validas para a consola apoiada.

No exemplo em consideragao, para que a condigao de equilibrio interno (6.3) da con-
sola represente também a da viga encastrada-apoiada, é necessario satisfazer a hipotese
inicial (6.1). Por outras palavras, se a forca hiperestéatica p se atribui a intensidade da
reacgdo que se desenvolve no apoio moével, Ry, a estrutura-base torna-se estaticamente
equivalente a estrutura hiperestatica que lhe deu origem.

O problema centra-se portanto na identificagao do factor que determina a intensidade
da reacgao no apoio mével da viga encastrada-apoiada. Para responder a esta questao basta
comparar as deformadas da estrutura hiperestatica e da estrutura-base, representadas nas
figuras 6.5 e 6.4, respectivamente.
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tr,

Figura 6.6: Deformada da consola para p = Ry.

O que distingue estas duas deformadas é o deslocamento v ser livre na estrutura-base,
enquanto na viga encastrada-apoiada esta impedido:

v=0. (6.16)

Esta condigao mostra claramente que a fungao da reacgao R4 é a de permitir a estrutura
absorver o momento aplicado, f, sem que o né apoiado se desloque na direc¢ao da ligagao
imposta pelo apoio mével, como se ilustra na figura 6.6.

Portanto, para que as condigoes de compatibilidade (6.11) sejam também validas para a
viga encastrada-apoiada, isto é, para que a estrutura-base seja cinematicamente equivalente
a estrutura hiperestéatica que lhe deu origem, basta impor que a forga p seja tal que a
condigao (6.16) se verifique. Impondo esta condi¢ao no resultado (6.14a),

L3 L? —
[3E1} P+ [QEI} f=0
obtém-se uma equagdo que permite calcular o valor da forca hiperestatica,

3f

— A
- (6.17)

p:

ficando deste modo levantada a indeterminagao estatica da estrutura em analise.

Substituindo o resultado (6.17) em (6.1), (6.2) e em (6.3), encontram-se as seguintes
expressoes para as reacc¢oes de apoio e para os esforgos independentes na viga encastrada-
-apoiada:

0
R = % £, X:[_%] f. (6.18)
2

2L

As deformagoes independentes e a rotagao correspondente ao momento aplicado podem
ser determinados substituindo o resultado (6.17) nas defini¢oes (6.10) e (6.14b), respecti-

vamente:
_ fL |0 _ fL
u_4EI L d_4EI‘ (6.19)

Exercicio 6.1. Trace os diagramas de momentos flectores e de esforgos transversos
na viga encastrada-apoiada representada na figura 6.1 recorrendo aos resultados (6.18).
Assinale na deformada representada na figura 6.5 as deformagoes independentes (6.19).

No caso geral, a condigcao de equivaléncia cinemdtica (6.16) entre a estrutura-base e a
estrutura hiperestatica que lhe deu origem, toma a forma,

V=, (6.20)
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em que V é o vector que define os deslocamentos correspondentes as forgas indeterminadas,
p, na estrutura hiperestatica.
Ao impor a condigao (6.20) na definigao (6.15) dos deslocamentos que se desenvolvem
na estrutura-base
B'FBp+ B! (FBf +1) =+, (6.21)

obtém-se um sistema de tantas equagoes quanto o niimero de forcas hiperestaticas.

Como as incognitas do sistema resolvente (6.21) sdo forgas generalizadas, internas ou
externas, este método de analise de estruturas hiperestaticas é correntemente designado por
método das forcas. A designacao alternativa, menos frequente, de método da equacdo de
compatibilidade, resulta da equacao resolvente ser estabelecida compatibilizando os deslo-
camentos correspondentes as forcas hiperestaticas que se podem instalar na estrutura-base,
com aqueles que realmente se verificam na estrutura hiperestatica.

6.2 Equacao do Método das Forcgas

No método de analise anteriormente descrito, uma estrutura hiperestatica comega por
ser transformada numa estrutura estaticamente determinada, libertando tantas ligacGes
quanto o seu grau de hiperestatia. A estrutura-base que assim se obtém é, em seguida,
tornada estaticamente equivalente & estrutura hiperestatica aplicando-lhe, para além da
solicitagao real, f, as forcas generalizadas p correspondentes as libertagoes introduzidas.

Nas condigoes de equilibrio (6.5) que dai resultam, podem distinguir-se duas parcelas,

X =X, + X, (6.22)
em que uma define o efeito das forcas hiperestéticas
X.=Bp, (6.23)

e a outra o da solicitagao dada:
Xo =Bgf, (6.24)

A parcela Xy é designada por solucao particular da condigdo de equilibrio, por representar
uma das possiveis distribuicoes de esforcos que equilibram o carregamento f na estrutura
hiperestatica. A parcela X. é por sua vez designada por solucdo complementar por ter
como funcao corrigir a solugao particular, tendo em conta o efeito das forcas hiperestéaticas.
é também corrente designar as quantidades definidas pelos vectores Xy e X, por esforgos
isostéticos e hiperestaticos, respectivamente.

Como as propriedades geométricas e mecanicas da estrutura-base sao conhecidas, pois
sao idénticas as da estrutura hiperestatica que lhe deu origem, torna-se possivel exprimir
as deformagoes que nela se desenvolvem devido & accao de cada uma das parcelas do
carregamento, p e f. Se, na defini¢ao (6.9), se introduzirem as identificagdes (6.23) e (6.24),
encontra-se

u = u. + uy, (6.25)

em que
u.=F Xca

ou
u. =FBp, (6.26)
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u = FXj+1, (6.27)

Na definigao (6.26) supds-se que as forgas hiperestéticas estao aplicadas em libertagoes
adjacentes aos nés de discretizacao da estrutura, de modo a garantir que nao intervém na
definicao das deformacoes associadas ds cargas de vao, U. é importante sublinhar que esta
limitagao decorre da opgao de se ter estabelecido as relagdes de elasticidade para barras
sem libertagoes no vao. A informagao resumida nas tabelas apresentadas no Capitulo 3 s6
é valida para pecgas continuas.

As definigoes (6.22) e (6.25) mostram claramente que a indeterminagao estatica da
estrutura a analisar é transferida para o carregamento da estrutura-base. De facto, as forgas
p tém ponto de aplicacao e direcgao conhecidos, mas a sua intensidade é indeterminada.

A intensidade das forgas hiperestaticas é calculada obrigando a estrutura-base a tornar-
-se cinematicamente equivalente & estrutura hiperestatica.

Para o fazer, entre todos os deslocamentos definidos pelas condigbes de compatibili-
dade (6.12) interessa seleccionar os correspondentes as forgas hiperestaticas, pois é conhe-
cido o valor (6.20) que tomam na estrutura em anélise.

Os deslocamentos correspondentes as forgas hiperestaticas que se desenvolvem na es-
trutura-base podem também ser decompostos nas parcelas associadas as solugoes comple-
mentar e particular,

vV = V¢ + Vo, (6.28)

bastando para tal introduzir na defini¢ao (6.15) as identificagoes (6.24) e (6.27), ficando

vo = BT uy, (6.29)
(§]
Ve = BT U,
ou
v. = F.p, (6.30)
em que
F.=B'FB, (6.31)

representa a matriz de flexibilidade da estrutura-base. é uma matriz quadrada, com di-
mensao igual ao grau de hiperestatia da estrutura a analisar, e que se caracteriza por ser
simétrica

F,=F7T, (6.32)

e nao-singular, isto ¢, existe a matriz inversa, F7, tal que:
F.'!F,=1 (6.33)

As equagOes necessarias e suficientes para resolver a indeterminagao estatica da estru-
tura em anélise, sao obtidas impondo que a intensidade das forcas hiperestéticas seja tal
que essas forcas sofram na estrutura-base os mesmos deslocamentos que apresentam na
estrutura hiperestatica, tal como a condigao (6.20) o exige. Introduzindo as identifica-
¢oes (6.29) e (6.31) no sistema (6.21), encontra-se finalmente a seguinte expressao para a
equacao do método das forgas:

F.p+vp=vV. (6.34)
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Figura 6.7: Viga continua encastrada.

1 2 3 4

E é

Figura 6.8: Estrutura-base da viga continua encastrada.

Para ilustrar os passos da deducao anteriormente descrita e identificar claramente o
significado de cada uma das parcelas associadas as solugoes, complementar e particular
nela intervenientes, considere-se a viga continua encastrada representada na figura 6.7.

Os esforcos independentes a considerar na anélise desta estrutura sao os momentos
flectores nas secgoes extremas das pegas que a constituem por ser nulo o esforgo axial em
qualquer delas:

X={2 . (6.35)

Esta estrutura é duas vezes hiperestatica exteriormente e isostatica interiormente. Para
a tornar globalmente isostatica, basta portanto introduzir duas libertagoes.

Uma estrutura-base possivel é a representada na figura 6.8. Para obter esta estrutura
articula-se o n6 de encastramento (libertagao exterior) e introduz-se uma rotula entre a
secgao 2 e o nd que lhe é adjacente (libertagao interior). A viga continua encastrada é
assim substituida por duas vigas simplesmente apoiadas com um apoio comum.

Na figura 6.9 esté representado o carregamento a que a estrutura-base deve ser sujeita de
modo a poder ficar estaticamente equivalente a estrutura que lhe deu origem. O momento
no no6 de encastramento, p1, e o momento flector na seccao 2, po, sdo as forcas hiperestaticas

escolhidas:
p=1:1% (6.36)
b2

Na figura 6.10 representa-se uma deformada cinematicamente admissivel para a estru-
tura-base, pois satisfaz as condi¢oes de fronteira e de continuidade das deformagoes ao
longo das pecas, assim como as de ligacao das pecas aos nés que as limitam.

Como nessa figura se indica, as deformagoes correspondentes aos esforcos independen-
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Figura 6.10: Deformada da estrutura-base.

tes (6.35) sdo as rotagdes das secgoes extremas medidas em relagao a corda das pegas:
u=<----5. (6.37)

Na figura 6.10 estao assinalados os deslocamentos correspondentes as forgas hiperestati-
cas (6.36), nomeadamente a rotagao do no inicialmente encastrado, v, e a rotagao relativa
entre a seccao 2 e o n6 que lhe é adjacente, vo:

v = {”1} . (6.38)

Definidas as varidveis fundamentais do problema, interessa agora analisar o comporta-
mento da estrutura-base separando e efeito do carregamento real do das forcas hiperesté-
ticas, de modo a esclarecer o significado das solugoes complementar e particular anterior-
mente referidas.

Como se ilustra na figura 6.11, para definir a solugao particular sao aplicadas simulta-
neamente todas as solicitagoes conhecidas & estrutura-base, tal como anteriormente se fez
ao analisar as estruturas isostéaticas. Do diagrama de momentos flectores representado na
mesma figura encontra-se a seguinte definicao para os esforcos independentes associados a
solugdo particular (6.24):

M, 0
M 0
R S SN (6.39)
M 0
M ), 28

No caso geral tem-se, pois, que:
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Figura 6.11: Efeito do carregamento.

(D6.1) O vector Xy representa os esforgos independentes que equilibram
as forgas f aplicadas simultaneamente a estrutura-base, quando sao nulas todas
as forgas hiperestaticas (p = 0).

Conhecidos os esforgos independentes, pode-se em seguida determinar as deformagoes
correspondentes. Se se admitir que os elementos da viga tém uma rigidez a flexao E I,
constante, encontra-se a partir da defini¢ao (3.13) e (3.43) a seguinte expressao para a
matriz de flexibilidade das pegas:

po 4|12 00 | (6.40)

A parcela das deformagoes devidas as cargas de vao, a for¢a uniformemente distribuida
de intensidade 7kN-m~!, pode ser determinada a partir da tabela 3.2, encontrando-se:

743

YTolET

(6.41)

—_ =

Substituindo os resultados (6.39) a (6.41) na definigao (6.27), encontra-se a seguinte
expressao para as deformacoes independentes associadas a solugao particular:

0, 1
0o 56 1
e 6.42
05 3EI) 2 (6.42)
04 3

0

O resultado (6.42) esta representado na figura 6.12, concluindo-se facilmente que:



6.2. Equacao do Método das Forgas 99
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Figura 6.12: Deformada devida ao carregamento.
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Figura 6.13: Efeito da forga hiperestatica p;.

pp=1

) ) S |

f T

_>
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N|—

PN,

1
Figura 6.14: Efeito da forca hiperestatica po.

(D6.2) O vector ug representa as deformagoes independentes provocadas
na estrutura-base pela solicitacao dada, f, quando todas as forgas hiperestéti-
cas s@o nulas (p = 0).

O procedimento anteriormente descrito pode agora ser repetido para a solucao com-
plementar. Como a intensidade das forcas hiperestiticas p nao é ainda conhecida, cada
uma destas forgas é aplicada separadamente & estrutura-base, como se ilustra nas figu-
ras 6.13 e 6.14. Com base nos diagramas de momentos flectores definidos nessas figuras
encontra-se a seguinte expressao para a condigao de equilibrio (6.23) associada & solugao
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Figura 6.16: Deformada devida & forga hiperestatica ps.

complementar:
M, 10
M. 0 1
B QR pri (6.43)
Ms 0 1 p2
M, 0 0

[

No caso geral tem-se, pois, que:

(D6.3) A coluna i matriz de equilibrio B, representa os esforgos indepen-
dentes que se desenvolvem na estrutura-base para equilibrar a for¢a hiperesta-
tica, p; = 1, quando todas as restantes sdo nulas (p; = 0, j # i), assim como
todas as que definem o carregamento dado (f = 0).

As deformagdes independentes causadas pelas forcas hiperestaticas estao representadas
nas figuras 6.15 ¢ 6.16. Foram calculadas substituindo na definigdo (6.26) a matriz de
flexibilidade das barras (6.40) e a matriz de equilibrio presente na definigao (6.43):

0, 2 1

R R I {pl}, (6.44)
03 6EL | 0 2 D2

0, 0 1

[

A representagao da defini¢ao (6.26) para o exemplo em considera¢ao permite concluir que:

(D6.4) A coluna ¢ matriz de equilibrio (F B), representa as deformagoes
independentes provocadas na estrutura-base pela forca hiperestatica, p; = 1,
quando todas as restantes sao nulas (p; = 0, j # i), assim como as forcas
aplicadas (f = 0).

Conhecidas as deformagoes na estrutura-base causadas por cada um dos carregamentos,
p e f, podem agora ser determinados os deslocamentos (6.38) correspondentes as forgas
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Figura 6.17: Descontinuidades devidas & forca hiperestatica p;.

=1

Figura 6.19: Descontinuidades devidas ao carregamento.

hiperestaticas. Atendendo & definigdo da matriz B presente na condigao de equilibrio (6.43)
para a solugdo complementar e de acordo com a condi¢do de compatibilidade (6.12), estes
deslocamentos tém a seguinte expressao:

61
vl [1000]] 6
{m}_lo 111 0] 0y
04

Substituindo nesta expressao as defini¢oes (6.42) e (6.44), encontradas para as defor-
magoes associadas as solucoes particular e complementar, encontra-se finalmente:

V1 56 1

{} - {3} (6450
U1 4 2 1 P1

(4 o [ ) o

Comparando estes resultados, ilustrados nas figuras 6.17 a 6.19, com as expressoes
gerais (6.29) e (6.2), conclui-se que:

(D6.5) O coeficiente f;; da matriz de flexibilidade F representa o desloca-
mento v; na estrutura-base provocado pela forca hiperestatica p; = 1, quando

todas as restantes sdo nulas (pr = 0, k # j), assim como a solicitacao dada
(f =0).
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Figura 6.20: Imposicao das condigoes de continuidade da estrutura hiperestatica.

(D6.6) O coeficiente v;y do vector das descontinuidades, vy, representa o
deslocamento v; na estrutura-base provocado pela solicitagao dada, f, quando
todas as forgas hiperestaticas sao nulas (p = 0).

Os deslocamentos que se desenvolvem na estrutura-base devido a acgao simultanea dos
carregamentos p e f, indicados na figura 6.10, sdo obtidos sobrepondo os resultados (6.45),

de acordo com a definigdo (6.28):
Cof e ol st ow
V2 6EI |1 4| |p2 3EI |3
Para determinar o valor das forcas hiperestaticas, basta agora impor que os desloca-
mentos (6.46) sejam iguais aos que se verificam na viga continua encastrada. Na figura 6.20
esta representada uma deformada que satisfaz as condigoes de compatibilidade, exterior e
interior desta estrutura. O que distingue esta deformada da representada na figura 6.10
para a estrutura-base, é que as descontinuidades estao impedidas por imposicao das con-
digdes de fronteira (77 = 0) e de continuidade das ligagoes das barras aos nos (v2 = 0).
Para obter a equagao do método das forgas (6.34), basta impor estas condigoes nas

definicoes (6.46):
2 1] (p 56 (1 0
R —— = . 6.47

Exercicio 6.2. Com base nos resultados obtidos no exercicio 5.2, verifique se a equacao
do método das forgas para a estrutura representada na figura 6.21 tem a seguinte expressao,
quando se adoptam as forgas hiperestaticas indicadas na figura 6.22.

1 L |—0,2271 L2 0
+ JEE— =
P2 EI | —0,1135L 0

Utilize as constantes elasticas definidas o quadro abaixo indicado, em que A = 2500 I /L?:

4

6EF1

L

ET

1,1208 L? 11,0604 L
1,0604 L  1,4469
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Figura 6.21: Viga com tirante hiperestatica.

D2

b1

—_—

Figura 6.22: Estrutura-base.
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6.3 Montagem da Equacao do Método das Forgas

As dimensoes das matrizes e dos vectores que intervém na montagem da equagao do
método das forgas (6.34) estao definidas no quadro abaixo indicado. O parametro o repre-
senta o numero de esforcos e de deformagoes considerados como independentes e a o grau
de hiperestatia da estrutura.

Namerode Xy F uw uyg B vy F,
Linhas o o o 0o 0 « «
Colunas 1 o 1 1 «o 1 «

Quadro 5.1: Dimensoes dos operadores.

Os resultados ai resumidos mostram que as matrizes e vectores de calculo tém dimen-
soes apreciaveis, mesmo no caso de estruturas muito simples, como alids se pode verificar
em qualquer um dos exercicios anteriormente propostos. Todavia, uma grande parte das
operagoes realizadas é desnecesséria, pois ha uma percentagem elevada de coeficientes nulos
nas matrizes e nos vectores nelas intervenientes. No problema da viga continua encastrada,
o vector dos esforgos associados & solugao particular (6.39) e a matriz de flexibilidade das
barras (6.40), ilustram bem este facto.

Esta situacao pode ser superada se a matriz de flexibilidade da estrutura-base, F, e o
vector das descontinuidades associado a solucao particular, vg, forem calculados com base
na contribuicdo de cada elemento estrutural, e ndo por substituicao directa nas expres-
soes (6.27), (6.29) e (6.31) das matrizes e vectores definidos para toda a estrutura.

Para individualizar a contribuicao de cada elemento estrutural, comeca-se por escrever
as condigoes de equilibrio (6.22) e (6.23) na forma:

X B, X0
Xy B, X0

=| | p+ ] (6.48)
Xe Be Xe(]

de acordo com a organizagao adoptada para o vector dos esforgos independentes. Para o
elemento genérico 4, tem-se pois:

X, =X +Xp, 1=1,2,...,¢e (649)
com

Xci:Bip7 ’i:1,2,...,€. (650)

Exercicio 6.3. Para o exemplo da viga continua encastrada e com base nos resulta-
dos (6.39) e (6.43), verifique se se tem:

1 0
]7 B2:

B =
"o 1
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Se na condi¢ao de elasticidade (6.8) para o elemento 1,
u, =F; X; +1;, (6.51)

se introduzirem os resultados (6.49) e (6.50), encontra-se a seguinte decomposigao para os
resultados (6.25) a (6.27):

u; =ug; + ug;, 1=1,2,...,¢ (6.52a)
Ug; :Fz‘ XCZ‘, 1 :1, 2, R (6.52b)
ugy; =F; Xy + u;, 1=1,2,...,e (652C)

Exercicio 6.4. Para o exemplo da viga continua encastrada, verifique se se tem:

56 1 56 [2
Y= e 11" " 387 13(°

usando directamente a definigao (6.52c).

Se, na condigdo de compatibilidade (6.12), se introduzir a expressao usada (6.48) para
a matriz de equilibrio B e se se atender a defini¢ao (5.9) para o vector das deformagoes
independentes, encontra-se:

u
T RT r] ) U2
v=[Bl BY ..BI|{ 5.
u,
ou
e
v=> Blu. (6.53)
=1

As expressoes alternativas para as defini¢oes (6.31) e (6.29) da matriz de flexibilidade
da estrutura-base e do vector das descontinuidades associadas a solugao particular, sao
obtidas substituindo (6.50) e (6.52) em (6.53), encontrando-se,

e
F.=) F., (6.54)
=1
com
F.. = B/ F; B, (6.55)
€ e
Vo = ZVOZ', (656)
=1
com

Vo; = BZT up; - (6.57)
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Exercicio 6.5. Com base nas definigdes (6.55) e (6.57) verifique se para a viga continua

0 0
0 2|’

encastrada se tem:

F, =
V76ET |1 2 6E1

4 1
vOl_GE‘I{l}’ VOQ—{}

Assinale estes resultados nas figuras 6.17 a 6.19.

4 21 4
], F*Q

As dimensoes das matrizes e vectores intervenientes nas defini¢oes (6.55) e (6.57) estao
resumidas no quadro 5.2, para os varios tipos de elementos estruturais. é manifesta a
reducao nas dimensoes das matrizes e dos vectores com que agora se tem de operar.

El to de Porti
Elemento de Trelica Elemento de Grelha Cliento e TOreo

lano Tridimensional

B; 1 X« 3 X o 3 X« 6 X «
F; 1x1 3x3 3x3 6 x6
;0 1x1 3x1 3x1 6x1

Quadro 5.2: Dimensoes dos operadores.

O processo de montagem da equagao do método das forgas (6.34), pode ser resumido
nos seguintes passos:

Montagem da Equacao do Método das Forgas

1. determine os graus de indeterminagao estatica interior, exterior e global da estrutura;
2. seleccione as « forgas hiperestéticas p e identifique os deslocamentos correspondentes,

v;

3. discretize a estrutura e oriente e numere sequencialmente os elementos que a com-
poem;

4. identifique, para cada elemento, os esforgos e as deformagoes a considerar como in-
dependentes;

5. organize os vectores dos esforgos (5.5) e das deformagoes independentes (5.9);

6. resuma num quadro as constantes geométricas e elasticas que determinam o compor-
tamento de cada elemento estrutural;

7. defina, para cada elemento, a matriz de flexibilidade F;, e o vector das deformagoes
devidas as cargas de vao, u;, usando as defini¢oes apresentadas no Capitulo 3 e os
resultados resumidos nas tabelas 3.2 a 3.4;

8. monte a matriz de equilibrio associada as forcas hiperestaticas, B, aplicando suces-
sivamente a defini¢ao (D6.1);

9. determine os esforgos associados & solugao particular da condi¢ao de equilibrio, Xg,
recorrendo a defini¢ao (D6.2);

10. identifique as parcelas da matriz B e do vector X associadas a cada um dos elementos
estruturais, de acordo com a parti¢ao (6.48);
11. para cada elemento, determine:
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(a) as deformagdes na estrutura-base associadas a solu¢do particular, usando a defi-
nigao (6.52c);

(b) a contribuigao para as descontinuidades na estrutura-base associadas a solicitagao
dada, f, recorrendo a defini¢ao (6.57);

(¢) a contribui¢ao para a matriz de flexibilidade da estrutura-base, aplicando a de-
finigao (6.55);
12. combine os resultados anteriormente obtidos de acordo com as defini¢oes (6.54)
e (6.56) e estabeleca a equagao do método das forgas (6.34).

Exercicio 6.6. Repita o exercicio 6.2 usando o procedimento acima descrito.

6.4 Calculo dos Esforcos

Para levantar a indeterminagao estatica da estrutura em anélise, basta resolver o sis-
tema (6.34),
1 /—
p=F, (V - VO) )

usando um método de solugao de sistemas lineares simétricos. Em particular, para o
problema da viga continua encastrada, encontra-se para o sistema (6.47) a seguinte solugao:

p= {_240} : (6.58)

Depois de determinadas as forcas hiperestéticas, o calculo dos esforcos independentes
na estrutura em anélise realiza-se da seguinte maneira:

Determinagao dos Esforgos Independentes

1. calcule a parcela dos esforcos independentes associada & solugdo complementar apli-
cando a definigao (6.50);

2. determine os esforgos independentes combinando o resultado anterior com a parcela
associada & solugao particular, Xy, de acordo com a definigao (6.49).

A aplicagdo deste procedimento ao exemplo da viga continua encastrada, usando o
resultado (6.58) e os definidos no exercicio 6.3, produz as seguintes expressoes:

—4 —20
Xcl = 90 ) Xc2 = 0 y

—4 —20
X1 = ; Xy = :

—20 +28

Conhecidos os esforgos independentes que se instalam na estrutura, os esforcos em qual-
quer sec¢ao podem ser calculados usando as defini¢oes (3.3) apresentadas no Capitulo 3, as
quais foram obtidas quando se caracterizou o comportamento dos elementos estruturais.

Um processo alternativo consiste em combinar directamente os diagramas de esforgos
que foram determinados ao equilibrar as forcas hiperestéiticas p e o carregamento f, na
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20
e =
——
2
@
18
28
(a) Diagrama de momento flector.
26
Sk
S 2
18

(b) Diagrama de esforgo transverso.

Figura 6.23: Diagramas de esforcos na viga continua encastrada.

estrutura-base. Se E; representar o diagrama de esforcos que equilibra a forca hiperestética
p; = 1 e Ey o que equilibra a solicitagao f, tem-se entao:

o
E = Z E;pi + Ey. (6.59)
=1

Exercicio 6.7. Verifique, utilizando o método da sobreposicdo de efeitos definido
pela expressao (6.59), se os diagramas de momento flector e de esfor¢o transverso na
viga continua encastrada sdo os representados nas figuras 6.23a e 6.23b, respectivamente.
Baseie-se no resultado (6.58) e na informacao contida nas figuras 6.10 a 6.12.

Exercicio 6.8. Determine os diagramas de momento flector, esforgo transverso e
esforgo axial na estrutura representada na figura 6.21, devidos ao carregamento ai indicado.
Verifique se os esfor¢os independentes sao os seguintes:

. _
0,1903 L

0,1903 L
—0,2285L
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6.5 Calculo dos Deslocamentos

Conhecidos os esfor¢os independentes numa estrutura hiperestatica, a determinagao dos
deslocamentos que nela se desenvolvem realiza-se recorrendo a um procedimento analogo
ao utilizado na analise de estruturas estaticamente determinadas.

Comega-se por calcular as deformacgoes independentes, sugerindo-se para tal o seguinte
procedimento:

Determinacao das Deformacgoes Independentes

1. calcule as deformacgtes independentes devidas aos esforcos hiperestaticos recorrendo
as relagoes de elasticidade (6.52b);

2. sobreponha o resultado anteriormente obtido a parcela das deformagoes independen-
tes associada a soluc@o particular, ug, de acordo com a defini¢ao (6.52a).

Exercicio 6.9. Aplique o procedimento acima descrito para calcular as deformagoes
independentes que se desenvolvem na viga continua encastrada anteriormente analisada.
Assinale os resultados obtidos,

L o _ 32 [1
YUR3ET ) =10 2 3ET Y4(°

na deformada representada na figura 6.20.

Exercicio 6.10. Verifique se, para o exemplo representado na figura 6.21 se tem:

31,72-1073 .
L? 6344 10-3 2 [ 2535-10
up = — ’ ’ , U2 = —— _
'TFEI e T EI1 )| -4445-1073
~156,36 - 1070 L

2

L -3
u3=—1{31,27-1o L }

O processo mais simples para estabelecer as condigoes de compatibilidade que relacio-
nam os deslocamentos que se pretende calcular, d’, com as deformacoes independentes, é
o que consiste em explorar a propriedade (P.5.3), resultante da relagao de Dualidade entre
a Estatica e a Cinematica.

Se se pretender individualizar a contribuigdo de cada elemento da estrutura, a expres-
sao (5.25) deve ser escrita na forma,

di => Bl u, (6.60)
j=1

em que, de acordo com a definigao (5.24), o vector B;‘w representa os esforcos independentes

no elemento j, X}, que equilibram a forga nodal f/ = 1, correspondente ao deslocamento
pretendido, d;. Interessa desde ja chamar a atencao para o seguinte facto:
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(P6.1) A forga generalizada f/, correspondente ao deslocamento preten-
dido, d}, pode ser equilibrada em qualquer estrutura-base, ndo necessariamente
isostética, obtida a partir da estrutura em analise.

Esta propriedade, que também se aplica a forcas hiperestaticas e carregamento e que
adiante seré provada, facilita a determinagdo dos deslocamentos, por permitir equilibrar
as cargas correspondentes nas estruturas-base mais apropriadas, isto é, naquelas em que é
mais simples a determinacao dos esforcos que as equilibram.

Como exemplo de aplicagao, considere-se o problema de calcular a rotagao d} do no de
convergéncia das trés barras que formam a estrutura representada na figura 6.21. Se se equi-
librar o momento unitario correspondente na estrutura-base representada na figura 6.22,
encontra-se a seguinte definicdo para os esforcos independentes,

0
0
,11 = |1 ) /21 - € Bél = [_%] ) (661)
1
L

de acordo com o resultado (5.28) obtido ao analisar o carregamento representado na fi-
gura 5.18.

Substituindo na expressdo (6.60) o resultado (6.61) e a distribuicdo de deformagoes
definidas no exercicio 6.10, encontra-se,

31,72-1073 9 _3
’ L 25,35 - 1
d=[o 1 1§ 4410 bofo o] = {_42’22_18_3}
—~156,36-10"° L ’
2
+ [——2} U {31 27.10-3 L}
L] g1 7>
ou,
L2

d} =19,10-1073 7 rad. (6.62)

Um processo alternativo é o que consiste em equilibrar o momento unitario f] na estrutura-
-base representada na figura 6.24, encontrando-se,

31,72-1073
) L2 . -3
=0 0 0 6344107 b+ [-1 —1] == {_ii’zgig_g}
—~156,36-107 %L ’

+ [o] LQ[ {31,27-10_3L}

ou,
2

L
!/ . -3
dy =19,10-107% ——rad,

recuperando-se deste modo o resultado (6.62)

Exercicio 6.11. Para o carregamento indicado na figura 6.21, verifique se se obtém o

seguinte valor,
_g L3
para o deslocamento correspondente a forca f, quando se utiliza:
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H 4 g
f=1

Figura 6.24: Estrutura-base alternativa.

(a) a distribuigao de esforgos que equilibra a forga f = 1 na estrutura-base representada
na figura 6.22;
(b) a distribui¢ao de esforgos na estrutura hiperestatica encontrada no exercicio 6.8, com

f=1

Como se referiu durante o estudo das estruturas isostaticas, a expressao (6.60) so6 define
o deslocamento total do centro de gravidade de secgoes que coincidam com os nés de
discretizacao. Quando tal ndo sucede, o resultado produzido por essa expressao caracteriza
apenas a parcela do deslocamento medido em relagao a corda do elemento. O procedimento
que entao se seguiu, para evitar o calculo da parcela do deslocamento da corda do elemento
em relacao a sua deformada, foi o de introduzir nés em todas as seccoes cujos deslocamentos
se pretende determinar.

A aplicagao directa deste procedimento a estruturas hiperestaticas dificulta desneces-
sariamente o processo de célculo, por se poder traduzir num aumento significativo das
dimensoes das matrizes e vectores intervenientes na montagem (6.54) e (6.56) da equagao
do método das forgas (6.34). De facto por cada né adicional introduzido na discretizagao
da estrutura, aumenta-se também em uma unidade o nimero de elementos estruturais,
cada um dos quais esté associado a matrizes e vectores com as dimensoes indicadas no
quadro 5.2.

A resolucao da hiperestatia da estrutura, assim como a determinacdo dos esforcos e
das deformacoes independentes, deve pois ser realizada com o menor nimero possivel de
no6s. Ultrapassada esta fase, a discretizagao da estrutura pode entao ser alterada para
passar a incluir as secgoes cujos deslocamentos se pretendem calcular, devendo-se para
tal modificar o vector dos esforgos e das deformagoes independentes das barras afectadas
pela nova discretizagdo. Para cada secgdo cujos deslocamentos se pretende calcular, este
procedimento pode ser assim resumido:

Determinagao dos Deslocamentos

1. introduza no modelo da estrutura o né correspondente & secgdo em causa. Se esse
noé nao existir na discretizagao utilizada até ai, realize as seguintes adaptacoes:
(a) defina os coeficientes dos vectores dos esforgos independentes nas duas barras
criadas pela introdugao do novo no;
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bil :;f lfQ:Qf

Figura 6.26: Discretizagao e orientagao.

(b) para essas barras, defina a matriz de flexibilidade F;, e o vector das deformagoes
devidas as solicitagoes de vao, U;;
(c) calcule as deformagoes independentes nos novos elementos, recorrendo as relagoes
de elasticidade (6.51);
2. defina a forga f] correspondente ao deslocamento d; a calcular;
3. equilibre essa forca na estrutura-base mais apropriada, e determine o vector dos
esforcos independentes B;
4. Calcule o deslocamento usando a definigao (6.60).

Como exemplo de aplicagao, considere-se o poértico biarticulado representado na fi-
gura 6.25. Resolvendo a estrutura para a discretizagao indicada na figura 6.26, encontram-
-se as seguintes definigbes para os esforgos independentes,

0 0 0,13L
X;={ 0,13L% f, Xo={ 0,87L% f, X5={ —087L} f, (6.63)
~0,50 -1,5 —0,87

e para as deformagoes correspondentes:

0,13 0,87 1,78
fL* 0,26 L i 1,74 fL* 0,22 (6.64)
u = Uo = Uy = — . .
Y 6ET) 2T GET ’ " T GET :
—L/40 —3L/40 —1,74 L/20

Nas figuras 6.27a e 6.27b estdo representados os diagramas de momento flector e de
esforco axial na estrutura.

Suponha-se agora que se pretende determinar a rotagao d} sofrida pelo ponto aplica¢ao
da forca fo. A nova discretizag@o a adoptar é a indicada na figura 6.28. Na figura 6.29 esta
representada a estrutura-base escolhida para equilibrar o momento f; = 1 correspondente
a rotagao pretendida, encontrando-se:
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13fL ol
b ®
0,63 f L

(a) Diagrama de momento flector.

S

0,87
0,5 f f S 1,

(b) Diagrama de esforgo axial.

Figura 6.27: Diagramas de esforcos no portico biarticulado.

Figura 6.28: Introducgao do né correspondente a forga fs.

Figura 6.29: Forga unitaria correspondente a rotagao dj.
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1
0 2
0 (6.65)

! A
11 — s P41 —

O - O

0
! !
By =101],B3 = 0
1 1
2L 3L 0

De acordo com os diagramas representados nas figuras 6.27a e 6.27b, é a seguinte a
defini¢ao dos esforgos independentes nos dois novos elementos,

0,13L 0,63 L
X;=4 063L% f, X4={-087L} f,
—0,87 —0,87

encontrando-se as seguintes expressoes para as deformagoes correspondentes:

i1 0,89 1 0,39
uz = o0 139 o w=g ~1,11 . (6.66)
—87L/20 —87L/20

Combinando os resultados (6.64) e (6.66) com (6.65), de acordo com a defini¢ao (6.60),encontra-
-se a seguinte expressao para a rotagao pretendida:

VT o0 ET

19 fL?
g = I (6.67)

Exercicio 6.12. Recupere o resultado (6.67) com base nos seguintes métodos alter-
nativos:
(a) usando a discretizagao indicada na figura 6.28;
(b) usando a discretizagao indicada na figura 6.26 e corrigindo o resultado com a parcela
da rotacao relativa entre o elemento 3 deformado e a sua corda.

6.6 Reaccoes e Assentamentos de Apoio

Um procedimento analogo ao adoptado para definir a condicao de equilibrio dos es-
forgos (6.4), pode ser utilizado para exprimir matricialmente as reacgdes de apoio em
estruturas hiperestaticas. A definigdo que se encontra tem a seguinte expressao geral,

R - [ B, ' By, ] {If)} (6.68)

R=B,p+Ry, (6.69)

ou

com
R, = By, f. (6.70)

As definigbes (D6.3) e (D6.1) podem ser utilizadas para identificar os coeficientes da
matriz B,, e do vector Ry, bastando para tal ai ler reacgoes de apoio em vez de esforgos
independentes.
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Ry
E»/lgl\‘ O u
i TR3 TR4 R5T

Figura 6.30: Reacgbes de apoio na viga continua encastrada.

Para o exemplo de viga encastrada-apoiada representada na figura 6.1, as expres-
soes (6.1) e (6.2) mostram que se tem:

0 0
-1 0
BT‘: 7R0_
—L _f
1 0

Exercicio 6.13. Verifique se para a viga continua encastrada representada na figura 6.7
e para a identificagao definida na figura 6.30, se tem:

B T 3

10
0 0

B,=|-3 3| - Ro={14,. (6.71)
b3 &
[0 ] L7

Baseie-se nos resultados resumidos nas figuras 6.11 , 6.13 e 6.14.

Se se agrupar as definigoes de equilibrio interno (6.4) e externo (6.68), encontra-se a
seguinte expressao geral para as condigoes de equilibrio da estrutura:

p
() oo

De acordo com a relacao de Dualidade entre a Estética e a Cinematica, é a seguinte
a expressao das condigoes de compatibilidade da estrutura, associadas as condigoes de

equilibrio (6.72):
V j—
4=

Esta definigao generaliza a anteriormente utilizada, (6.12), para passar a incluir o efeito
dos assentamentos, r, correspondentes as reacgoes de apoio R que se possam verificar na

-0 ] . (6.73)

estrutura.
Repetindo o procedimento anteriormente descrito para obter a equagao do método das
forgas conclui-se que a expressao (6.34) se generaliza para,

F.p+vy+vge =V, (6.74)

em que o termo,

vor = —BT'r, (6.75)

quantifica agora o efeito dos assentamentos de apoio:
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pm may
N
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ﬁ: 4
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Figura 6.32: Assentamento de apoio na estrutura-base.

(D6.7) O i-ésimo coeficiente do vector v, representa a descontinuidade
v; na estrutura-base provocada pelos assentamentos de apoio r, quando sdo
nulas todas as restantes solicitagoes (p = 0, f = 0).

Como exemplo de aplicacao, considere-se o problema de determinar os esforcos que se
instalam na viga continua encastrada, representada na figura 6.7, quando se impoe um
assentamento A no apoio intermédio, como se indica na figura 6.31.

Como se ilustra na figura 6.32, quando numa estrutura-base isostatica se introduz um
assentamento de apoio, nao se desenvolvem nela quaisquer esforgos, pelo que se tem:

Xo = 0, Ro = 0, ug — 0, Vo = 0. (6.76)

Estes resultados podem ser verificados fazendo f = 0 em (6.24), (6.70), (6.27) e (6.29).
Da deformada representada na figura 6.32, conclui-se que os deslocamentos correspon-
dentes as forgas hiperestaticas, identificados na figura 6.10, tém a seguinte expressao:

A
Vor = {_;A} . (677)
L

Este resultado pode ser recuperado recorrendo a definigao geral (6.70). Para tal, basta
utilizar a definigdo encontrada no exercicio 6.13 para a matriz B,, e notar que o assenta-
mento de apoio indicado na figura 6.31 tem a seguinte expressao,

r={0 o, (6.78)

de acordo com a numeracao adoptada na figura 6.30 para as reacc¢oes correspondentes.
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Figura 6.33: Deformada devida ao assentamento de apoio.

Exercicio 6.14. Para o exemplo em consideracao, verifique se as deformagoes inde-
pendentes que se desenvolvem na estrutura, representadas na figura 6.33, tém a seguinte

exXpressao:
_1 5
u; = { 14} A, ug — {154} A. (679)
7 28

O procedimento geral para o calculo de deslocamentos, anteriormente descrito, continua
a ser aplicavel, devendo agora basear-se na generalizagao da definigao (6.60) para passar a
incluir o efeito de eventuais assentamentos nos apoios da estrutura:

€
d;=> Bju—Blr (6.80)
j=1

Nesta definicao, o vector B’.. representa as reaccoes R que se instalam nos apoios da
) 77

estrutura-base para equilibrar a forga generalizada f! = 1, correspondente ao deslocamento
pretendido. Pode também verificar-se que a parcela,

d,=-BTr (6.81)

representa o deslocamento 7} que se instala na estrutura-base ao impor os deslocamentos
nos apoios r.

Se, para o exemplo da viga continua encastrada, se pretender determinar a rotacao do
apoio em que se verifica o assentamento A, tem-se,

0 1

o o O

/11 = ) /21 = € B;l = ) (6.82)

1
i

1
L 4
como se pode verificar a partir da informagao contida na figura 6.34. Substituindo estes

resultados na expressao (6.80), juntamente com (6.78) e a defini¢do dada no exercicio 6.14
para o campo de deformacoes, obtém-se:

& =3 A
28

Exercicio 6.15. Substituia os resultados (6.78) e (6.82) na definicao (6.81) e verifique
a interpretacdo dada a esta parcela usando a deformada representada na figura 6.32.
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i E
4 1
Figura 6.34: Momento unitario correspondente & rotagao.

"

T E, I, A=constante
\Cf‘ AL*=1201
2
L
_ L
- A. . m

4 L 4 L 4

Figura 6.35: Assentamento de apoio em portico biarticulado.

Exercicio 6.16. Para a estrutura representada na figura 6.35 e para a solicitagao af
indicada, determine:

(a) as reacgdes de apoio;
(b) os diagramas de esforgos;

(c) os deslocamentos dj e db.

As estruturas-base usadas anteriormente para analisar estruturas sujeitas a assenta-
mentos de apoio obrigam a determinagao da contribuicao dessa accao para o vector das
descontinuidades através do termo definido pela equagao (6.75). Tal decorre da opgao
de nenhuma das forgas hiperestaticas seleccionadas coincidir com a reacgao associada ao
movimento no apoio. Quando, pelo contrario, as reacgoes de apoio correspondentes aos
assentamentos sao escolhidas para forgas hiperestaticas, o termo v, na equacgao resolvente
é nulo, passando a listar-se no vector v os deslocamentos correspondentes as reaccoes lista-
das no vector das forcas hiperestaticas, p. O vector v serd nulo se a estrutura nao estiver
sujeita a qualquer outra acgao.

Exercicio 6.17. Repita o exercicio anterior tomando como uma das forcas hiperesta-
ticas a reacgao horizontal correspondente ao deslocamento delta no apoio.

Um outro processo de simular o efeito de assentamentos de apoio, menos pratico mas
talvez mais intuitivo, é o de libertar na estrutura as ligagoes correspondentes aos assenta-
mentos e aplicar ai as reacgoes de apoio (ainda indeterminadas), reduzindo a hiperestatia
da estrutura em tantos graus quanto o nimero de assentamentos. A estrutura é resolvida
em funcao dessas reacgoes de apoio, as quais sao posteriormente determinadas calculando
os deslocamentos correspondentes e igualando-os aos assentamentos impostos.
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--—

2L 4

Figura 6.36: Erro no comprimento da viga.

6.7 Variacoes de Temperatura e Deformacoes Iniciais

Como anteriormente se referiu, em estruturas estaticamente determinadas as variacoes
de temperatura produzem deformagoes nos elementos resistentes mas nao provocam o
aparecimento de esforgos. Ao analisar pelo método das forgas o efeito de uma variagao
de temperatura sobre uma estrutura hiperestatica, as condigoes (5.38) e (5.39) mantém-se
portanto validas se a estrutura-base for estaticamente determinada:

Xp=0, Rg =0, ug =1. (6.83)

Estas condigoes sao também vélidas para o caso de a estrutura estar sujeita & accao do
pré-esforco ou de nela existirem deformagdes iniciais com origem diversa. Tal como antes,
todas estas solicitagOes sao caracterizadas através do vector das deformagoes associadas as
cargas de vao, u.

A analise do comportamento da estrutura processa-se de maneira analoga & anterior-
mente descrita, com a simplificagdo adicional da defini¢ao (6.57) para as descontinuidades
na estrutura-base, se reduzir & forma:

O célculo dos esforgos independentes e das reac¢oes de apoio é também mais simples,
em consequéncia de serem nulas as parcelas associadas & solucao particular.

Como exemplo de aplicacao, suponha-se que ao montar o portico representado na fi-
gura 6.35 se chega & conclusao que as secgoes extremas dos pilares nao alinham com os
aparelhos de apoio, ji construidos, em consequéncia da viga ter sido fabricada com um
comprimento inferior ao previsto, como se ilustra na figura 6.36. Imagine-se que, para res-
tabelecer o alinhamento dos pilares, a viga é sujeita a um aumento uniforme de temperatura

de
1A

t — -
2al
graus centigrados, em que « representa o coeficiente de dilatagdo térmica. Quando a viga

recupera a temperatura inicial desenvolve-se na estrutura uma distribuicdo de momentos
flectores idéntica & representada na figura 6.37, em que:

60 AFEIT
161 L2 °
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Figura 6.37: Diagrama de momentos flectores causados pelo erro de montagem.

Este resultado pode ser obtido, se se admitir que na estrutura se instala uma variagao
de temperatura associada ao seguinte campo de deformagdes:

0 0 0
T =<0y, Ug=<{0p euz=1< 0. (6.85)
0 0 ~A

Exercicio 6.18. O processo de correcgao acima descrito também pode ser simulado
imaginando que se aplica uma for¢a na base do pilar fazendo-a coincidir com o apoio
e estabelecendo a ligacdo. Mostre que a solucao obtida seria a mesma e justifique essa
constatacao.

Exercicio 6.19. Suponha que a viga continua encastrada representada na figura 6.7
tem uma seccao transversal bi-simétrica de altura h e um coeficiente de dilatagao tér-
mica «/°C. Se, em vez da solicitagao ai indicada, se estabelecer um gradiente térmico de
t°C entre a face superior e a face inferior da viga, verifique se nela se instalam esforgos
independentes definidos por

X 2 X -
1= _3 m, 9 = 0 m, (686)

6 atE1T
m= = .

7 h

em que:

Exercicio 6.20. Suponha que, por um erro de montagem, o 4ngulo entre as barras 2
e 3 do pértico anteriormente considerado, deixava de ser de 90°. Verifique que, como se
indica na figura 6.38, se esse erro for simulado como uma rotagao inicial na seccao 4,

0 0 0
U =<K0p,U3=¢-03 etg=<0
0 0 0

0 0 —m

Xl =4q—myg, X2 =qm e X3 = —m
0 0 _m

i
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Figura 6.38: Erro no alinhamento do pilar.

E, I, A=constante, tg = 2000 kN

0,20

| <l =+0,10

0,154= 1

4+ 15,00m ———10,00—+

Figura 6.39: Esquema de viga pré-esforcada.

Figura 6.40: Estrutura base de viga continua.

em que:

60 O0E1
m=— —.
161 L

Como exemplo de aplicagdo da andlise do efeito do pré-esforgo, considere-se a viga
continua de dois tramos representada na figura 6.39. Por simplicidade, supoe-se que o cabo
do pré-esforgo tem o andamento linear af indicado. Se, como se indica na figura 6.40, se
escolher para forga hiperestatica o momento flector na sec¢ao vizinha ao apoio intermédio,
obtém-se,

)
0 )

encontrando-se a seguinte defini¢do para a matriz de flexibilidade:

50
R 20 1]
6EI1

0

B, —
7

1B2:

De acordo com os resultados resumidos na tabela 3.4, as deformagbes impostas na
estrutura-base devidas ao pré-esforgo tém a seguinte expressao:

w1 [=s00] 1 [1000
OI—EI 1250 ) OQ—EI 0 .

Estas deformacoes estao assinaladas na figura 6.41, de onde se pode concluir que:
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Figura 6.41: Deformada da estrutura-base devida ao pré-esforgo.

270kN-m

e | ©

Figura 6.42: Momentos flectores devidos a forca hiperestatica p.

300kN-m
200kN-m

= =
D D

400 kN-m

Figura 6.43: Momentos flectores na estrutura-base.

2250
vo=Fr L)

Substituindo os resultados acima obtidos na equagao do método das forgas (6.34),
encontra-se o seguinte valor para o momento que anula a descontinuidade na estrutura-
-base:

p=—270kN-m.

Na figura 6.42 representa-se o diagrama de momento flector provocado pelo momento hi-
perestatico. O diagrama de momentos flector na viga continua, representado na figura 6.44,
é obtido combinando esta distribuicdo com a dada na figura 6.43, na qual se definem os
momentos flectores na estrutura-base devidos a accao do pré-esforco sobre as seccoes de
betao.

6.8 Estruturas com Elementos Rigidos

Tem-se suposto até agora que a ligacao entre as pecas lineares se reduz ao ponto que
define a intersec¢ao dos seus eixos. Na realidade, esta ligacao realiza-se por meio de nés com

300kN-m
200kN

o g

130kN-m

Figura 6.44: Momentos flectores na viga continua pré-esforcada.
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(a) Modelo.

(b) Discretizagao.

Figura 6.45: Barras com trogos rigidos.

dimensao finita e com uma rigidez muito superior & das pegas que limitam. O comprimento
destes nos, que se podem considerar rigidos, podem ser da ordem de 5% do das pecas
lineares. Esta situagdao é simulada introduzindo no modelo da estrutura trogos rigidos
com comprimentos iguais aos das ligagoes que se pretende representar, como se ilustra na
figura 6.45.

Se se limitarem os trogos rigidos com nés de discretizagdo, a anélise deste tipo de
estruturas pode ser processada usando o método anteriormente descrito; os trogos rigidos,
ndo necessariamente rectos, sao tratados como elementos indeforméaveis.

Exercicio 6.21. Analise a estrutura representada na figura 6.25, supondo agora que
as pecas sao limitadas por trogos rigidos, como se ilustra na figura 6.45. Se se admitir
que todas as pecas sao axialmente indeforméveis e que tém os seguintes comprimentos
efectivos,

L1 =Ly=0,95L, L3 =1,8L,

verifique ser a seguinte a definicdo que se encontra para os esforcos independentes:

0 0 0,136
X;={ 0,081 p fL, X=X 0,89 » fL e Xz=< —0,764 y fL.
—0,5/L ~1,5/L —0,914/L

O método tradicional de discretizagao das estruturas, com nos nos pontos de interseccao
dos eixos das pecas lineares, pode ainda ser utilizado na analise de estruturas com trogos
rigidos. Para o fazer, basta passar a medir os esforcos e as deformagoes independentes
nas secgoes extremas dos trogos deforméveis. Para comprimento dos elementos com trogos
rigidos deve ser adoptado o comprimento efectivo do trogo deformével.

Exercicio 6.22. Repita o exercicio anterior, usando agora a discretizagao indicada na
figura 6.46.



124 Método das Forgas

Figura 6.46: Discretizacao em pecas deformaveis com trogos rigidos.

Na anélise de estruturas reticuladas, é corrente desprezar a deformacao axial e a defor-
magcao por torcao nas pecgas em que a deformacao por flexao seja predominante. Na anélise
de porticos rectangulares sujeitos a forgas graviticas, por exemplo, é frequente desprezar a
deformacao axial em todas as vigas que constituem a estrutura.

Para implementar esta hipotese, basta considerar como infinita a rigidez axial da secgao
transversal das pecas cuja deformacdo axial se pretende desprezar: E A; = oo.

Como se pode verificar pela definigdo (3.13) da matriz de flexibilidade, esta condigao
obriga a deformacao axial a ser nula, apesar de em tais pecas se poder instalar um esforco
axial diferente de zero. Um procedimento equivalente a este, mas que se traduz na redugao
das dimensoes das matrizes e vectores intervenientes na analise da estrutura, é o que con-
siste em deixar de incluir o esfor¢o axial e a deformacao correspondente, na definicao dos
vectores dos esforcos e das deformagoes independentes das pecas axialmente indeformé-
veis. Depois de resolvida a indeterminacao estatica da estrutura, o esforgo axial nas pecas
axialmente indeformaveis é calculado através das condigoes de equilibrio da estrutura.

Consideragoes anélogas as anteriormente feitas sdo aplicaveis no caso de se pretender
desprezar a deformacgao por torcao. De facto, para anular esta componente de deformacao,
basta considerar ser infinito o factor de rigidez & torcaodas pegas em questao, como se
pode verificar pela defini¢ao (3.22): G J; = oc.

Exercicio 6.23. Admita que é desprezével a deformacao axial em todas pecgas que
constituem o portico representado na figura 6.25. Verifique se os esforcos e as deformagoes
independentes passam a ter os seguintes valores:

0 0 0,125
Xy =1 0,125 » fL, Xo=¢ 0,875 p fL, X3=< -0,875 » fL,
—0,5/L —~1,5/L —0,875/L
0,125 0,875 1,75
1 fL? 1 fL? 1 fL?
u =g 0,250 0 up =g L7 0 u =e 0,25
0 0 0

Exercicio 6.24. Com base nos resultados do exercicio anterior, verifique se a rota-
¢ao (6.67) passa a tomar o seguinte valor:

d/ ifL2

1:12EI rad.
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Outra situag@o que interessa considerar é a das pecas rigidas, isto é, pegas em que todas
as componentes de deformacao sao nulas ou desprezaveis. Para representar esta situacao,
basta igualar a zero todos os coeficientes do vector das deformagoes independentes,

ui:O

ou, o que é equivalente, tornar nulos todos os coeficientes da matriz de flexibilidade das
pecas nessas condigoes:

F,=0

As definigoes (6.52c) e (6.55) mostram que estas pegas nao contribuem para a monta-
gem da equacao do método das forcas, nao intervindo também no célculo de deslocamen-
tos (6.80).

Exercicio 6.25. Verifique se os esforgos e as deformagoes independentes encontrados
no exercicio 6.23 passam a ter os seguintes valores,

0 0 0,5
Xi=¢ 05 » fL  Xo={ 05 o fL Xs=q 0.5 o L
—0,5/L ~1,5/L —0,5/L
0,5 0,5 0
u _1 Lﬁ 1.0 _}LIP 1.0 =<0
176 EI : o W Te T ’ S
—L/40 —3L/40 0

quando se admite que é rigida a viga do portico representado na figura 6.25.

Esta hipotese é frequentemente utilizada na anélise de poérticos rectangulares sujeitos
a forcas horizontais. As deformacoes nas vigas, incluindo as de flexdo, sdo tao pequenas
que estas pegas podem ser consideradas como rigidas. O mesmo sucede nas estruturas de
edificios. A grande rigidez dos pisos no seu plano, justifica a hipdtese de s6 os pilares serem
considerados como deforméveis, quando a estrutura é sujeita a solicitagoes horizontais.

Exercicio 6.26. Determine os esforcos independentes que se instalam nos pilares da
estrutura representada na figura 6.47 quando se supde que a laje é rigida. Determine ainda
as 6 componentes do deslocamento sofrido pelo centro de gravidade da laje. Admita que
os pilares tém caracteristicas geométricas e mecénicas idénticas e que se ligam ao meio de
fundacao por articulagoes esféricas.

Os esforgos associados a modos deformaveis (elasticos) sao sempre determinados, mas
os esforgos associados a modos indeforméaveis podem permanecer indeterminados apés a
analise da estrutura. Tal sucede quando o arranjo dos modos indeformaveis é tal que inva-
lida a hip6tese de serem linearmente independentes as descontinuidades v correspondentes
as forgas hiperestéticas p, independentemente do sistema-base escolhido.

Essa situacao é exposta quando a equacao resolvente do método das forcas produz um
sistema de equagoes (6.34) indeterminado mas possivel, o qual, apos condensagao, pode
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Pt Pt /
* 2L -

Figura 6.47: Portico com piso rigido sujeito a cargas laterais.

F
Tt Vigas:
FlI=x
FA=0c0
H
Pilares:
FE I —constante
+ FA=0c

-

L } L }

Figura 6.48: Portico com viga rigida sujeito a carga lateral.

ser sempre reduzido a forma seguinte, em que I é a matriz de identidade:

L 5026

Este sistema mostra que oy forcas hiperestaticas p; dependem das restantes as =
«a — aq forgas hiperestaticas po, cujo valor permanece indeterminado. As deformacoes e os
deslocamentos sao determinados em todas as pecas da estrutura, mas os esforcos associados
a modos indeforméveis podem permanecer indeterminados, o mesmo sucedendo as reacgoes
de apoio que deles dependam através das condigoes de equilibrio da estrutura.

Exercicio 6.27. Os pilares do poértico plano com piso rigido representado na figura 6.48
sdo axialmente indeformaveis e tém a mesma rigidez a flexdo, F I (kN-m?). Resolva a
estrutura para a carga indicada tomando como uma das forcas hiperestaticas a reacgao
vertical num apoio. Determine os diagramas de esforcos e a deformada da estrutura.

6.9 Trabalho e Energia

Chamou-se anteriormente a atenc¢ao para o facto da equagao (6.72) representar estrita-
mente uma condi¢ao de equilibrio entre as forcas hiperestéticas e as forcas dadas, pe f, e
os esforcos independentes e as reacgdes que provocam na estrutura, X e R. Por outro lado,
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a equacao (6.73) define estritamente uma condi¢do de compatibilidade entres os desloca-
mentos correspondentes as forgas hiperestaticas e as forgas dadas, v e d, e as deformagoes
e deslocamentos correspondentes aos esforcos independentes e as reacgles, u e r. Entre
os pares de variaveis duais (X, u), (R,r), (p,v) e (f,d) ndo existe necessariamente uma
relagao de causa-efeito, pois as equagdes de equilibrio (6.72) e de compatibilidade (6.73)
sao independentes das relagoes constitutivas dos elementos estruturais, definidas pela equa-
¢ao (6.8) no presente contexto.
O produto interno das equagoes de equilibrio (6.72) e de compatibilidade (6.73) produz
o seguinte resultado, em que s@o introduzidos os indices E e C' para identificar os termos
necessariamente relacionados por condigoes de equilibrio e de compatibilidade, respectiva-
mente:
X%Lue =phve+fhde +REre (6.87)

Esta equacao traduz o principio dos trabalhos virtuais, ou, em rigor, o teorema dos tra-
balhos virtuais, pois essa relagao foi deduzida e nao postulada. Estabelece simplesmente
que sao idénticos os trabalhos das forgas interiores e das forgas interiores realizados por
um (qualquer) sistema de esforgos e forgas equilibrado e um (qualquer) sistema de defor-
magcoes e deslocamentos compativeis correspondente. Se o sistema compativel for o que
realmente existe na estrutura, o sistema equilibrado pode ser qualquer, dito virtual, e a
equacao (6.87) representa o teorema das for¢as virtuais. Pode ser assim interpretado o
procedimento aqui descrito para determinar deslocamentos em estruturas hiperestaticas,
ou isostaticas, como se fez no capitulo anterior. Se, pelo contrério, o sistema equilibrado
for o que realmente existe na estrutura, o sistema compativel pode ser virtual e a equa-
¢ao (6.87) representa o teorema dos deslocamentos virtuais, podendo ser utilizada para
calcular esforgos ou reacgoes.

Como a matriz de flexibilidade da estrutura, definida pela equacao (6.31), é positiva
definida, a solucao da equagdo do método das forgas, definida pelas expressoes alternati-
vas (6.21) e (6.34), pode ser recuperada resolvendo o seguinte problema de minimizagao:

1
anzémep+pT@0—w. (6.88)

Na realidade, é na solucao deste problema que se baseia a estratégia de grande parte
dos métodos iterativos para a solugdo de sistemas lineares, os quais sao frequentemente
adoptados na solugao de sistemas com grandes dimensoes. Se se utilizarem as defini¢oes
dadas para a matriz de flexibilidade da estrutura e para o vector das descontinuidades
devidas ao carregamento, conclui-se que o funcional presente no problema (6.88) define a
energia potencial complementar da estrutura,

n=E-W

em que F e w representam, respectivamente, a energia de deformagao da estrutura e o
trabalho realizado pelos deslocamentos impostos,

1
E:§XT@+H)
W=R"r+p'v

designadamente os assentamentos de apoio, r, e as descontinuidades na estrutura hiperes-
tatica, v. O trabalho realizado pelas forcas impostas, f, tem a seguinte expressao,

w=fld (6.89)
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pelo que a expressao (6.87) para o teorema dos trabalhos virtuais pode ser escrita na
seguinte forma:

E=W+W.

Quando o coeficiente f; do vector de forgas, f, representa uma forga generalizada, por
exemplo uma carga distribuida ou uma qualquer combinagao de forgas, a defini¢ao (6.89)
mostra que o deslocamento generalizado correspondente, d;, definido pela equagao de com-
patibilidade (6.73), representa o trabalho realizado pela forga generalizada unitéria, f; = 1.

6.10 Generalizacao da Formulacao

Na apresentacao do método das forgas aqui seguida utilizou-se sempre a mesma estrutura-
base para definir a equagao resolvente (6.34). Essa opgao foi escolhida para facilitar a
compreensao da estratégia em que o método se baseia, mas complica a automatizacao do
método, isto é, a sua programacao em computador. KEssa sistematizagdo depende, fun-
damentalmente, de uma légica que permita determinar automaticamente as matrizes que
definem os esforcos e as reacgoes que equilibram as forgas hiperestéticas e as forcas apli-
cadas, presentes na equagao (6.72). Tendo esta informagao, sao facilmente programaveis
todas as outras operagoes necessarias, designadamente a determinagao dos coeficientes da
equagao resolvente (6.34), a solucdo dessa equagdo e a realizacdo das operagoes de pos-
processamento, de determinacao e representagao de esforgos, reaccoes e deslocamentos.

A gerag@o automatica dessas matrizes é relativamente facil quando se tipifica a topo-
logia da estrutura, por exemplo a de vigas continuas, de poérticos simples, como os usados
em passagens superiores, ou de estruturas porticadas regulares. Todavia, quando se pre-
tende programar o célculo das matrizes de equilibrio para estruturas reticuladas com uma
qualquer topologia e com uma qualquer distribuicao de libertacoes, interiores ou exterio-
res, torna-se necessario generalizar o conceito do método das forcas em detrimento de uma
interpretacao fisica imediata das operagoes envolvidas.

Esta ideia ja foi sugerida quando se mostrou que, depois de resolvida a hiperestatia
da estrutura usando uma mesma estrutura-base, era possivel calcular os deslocamentos
recorrendo a qualquer outra estrutura-base. A justificagdo dessa possibilidade é simples:
sendo tnica a solugao de problemas fisica e geometricamente lineares, isto é, os esforgos,
as deformagoes e os deslocamentos na estrutura hiperestatica, essa solugao pode ser obtida
usando diferentes estruturas-base, pelo que nada impede que se use uma para estabelecer
a equacao do método das forgas e outra para determinar os deslocamentos, depois de
conhecer os esforcos e as deformacoes.

E a generalizacao deste conceito que esta na base da automatizacdo do método das
forcas. Estritamente em termos de um problema de algebra linear, é sempre possivel
substituir o sistema de forgas hiperestaticas, o vector p na equagao de equilibrio (6.72),
por uma combinacgao linearmente independente dessas forgas, definidas na forma,

p=Tp

sendo as descontinuidades associadas ao novo sistema de forcas hiperestéticas, que pode
deixar de ter uma interpretagao fisica imediata, definidas pela relagao,

v=TTv
para assegurar a invaridncia da transformacao,

pTV:f)TV
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ou, por outras palavras, a relagao de dualidade, pois as equagdes (6.72) e (6.73) passam a
ter as seguinte expressoes, em que B=BTe B, =B, T

X B'B p

il U I s D O - (6.90a)
R BT‘BOT‘ f

~ BT}]§T

S QU N D B (6.90b)
d Bg‘Bgr -r

A légica da automatizagdo do método passa agora pelo célculo directo das matrizes de
equilibrio usando conceitos que exploram as propriedades das estruturas fundamentais e
das estruturas arborescentes descritas no Capitulo 4. Essa logica combina, essencialmente,
conceitos da Teoria dos Grafos, para definir os caminhos de transmissao das cargas, e da
Estética, para calcular os esfor¢os independentes e as reacgoes de apoio.

Para incluir o efeito das libertagoes perfeitas, a condigao de equilibrio (6.90a) é escrita
na forma,

X B ' By

,,R,, — ,,,f,:,,Pfof,, ? (691)
X B, BoL f '
R; B,. 1 Borr

em que o vector Xz, define os esforgos impostos nas libertagoes interiores e vector Ry, define
as forcas impostas nas libertacbes exteriores, sendo ambos tipicamente nulos. A dimenséao
do vector das incognitas hiperestaticas, p, é agora o grau de hiperestatia da estrutura
fundamental, sendo a funcao das novas equagoes do sistema a de reduzir essa hiperestatia
para a da estrutura em analise, tal como se referiu no Capitulo 4.

A relagao de dualidade mantém-se, tomando a condi¢do de compatibilidade (6.90b) a
forma seguinte, em que os vectores uy, e ry, definem os deslocamentos relativos nas liberta-
¢oOes interiores e os deslocamentos nas libertacoes exteriores, e que constituem incognitas
do problema:

u
vz ,ETJ,BZT,L,BE,:,EZL,, L (6.92)
d [ | BT Bl BZ BI u '
0 ' Por ' Bor ' Borr el

Mantendo-se a definigao (6.8) para as relagoes de elasticidade, generalizadas para incluir
o efeito das libertacoes elasticas, a nova expressao para a equagao resolvente do método
das forgas (6.34) & obtida utilizando o mesmo processo: as relagoes de elasticidade (6.8) sdo
substituidas na condi¢ao de compatibilidade (6.92), os esforgos independentes sdo elimi-
nados impondo as condigoes de equilibrio (6.91) e adicionam-se as condigdes que impoem
explicitamente os esforcos e as forcas nas libertagoes perfeitas. O sistema que se obtém
permanece simétrico e positivo definido,

es
h
<)
=)
s
h

I
>~
h

|
2
h
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encontrando-se as seguintes expressoes para cada um dos seus termos:

F.=B’FB
vo=B” (FBof+u)—B!r
Xor =Bor

Ror, =Bo, f



Capitulo 7

Analise da Viga Biencastrada

7.1 Introducao

Tal como no método das forcas, na anélise estrutural pelo método dos deslocamentos,
uma estrutura reticulada é interpretada como um sistema de pecas lineares que se ligam
entre si, e ao meio de fundacdo, através dos nos que as limitam. O que distingue o
método dos deslocamentos é o facto de nele se escolher para incégnitas do problema os
deslocamentos sofridos pelos nos de discretizacao da estrutura.

A informacg@o necesséiria & implementacao deste método consiste essencialmente na
descri¢ao do comportamento de um elemento estrutural em fungdo dos deslocamentos dos
nos de extremidade, assim como da solicitacao de vao a que possa estar sujeito. Essa
informacgao é apresentada neste capitulo, sendo escrita e interpretada de forma a permitir
uma primeira formulacao do método dos deslocamentos.

Considere-se o portico representado na figura 7.1 e suponha-se que é actuado por uma
solicitacao que provoca a deformada ai indicada. Na figura 7.2 representa-se um elemento
tipico, ao qual se associou um referencial local, x. Os nés que limitam este tipo de elemento
podem sofrer deslocamentos e rotagoes no plano da estrutura a que o elemento pertence,
e estar sujeitos a forcas e a momentos contidos nesse plano.

Admita-se que esse elemento era retirado da estrutura imediatamente antes e logo
apos a solicitacao actuar. As configuracoes inicial e final do elemento estdo designadas na
figura 7.3 por AB e A'B’, respectivamente.

O movimento sofrido pelo elemento pode ser descrito pelos deslocamentos g1 a gg af
indicados, os quais sdo medidos em relagdao ao referencial local do elemento. Estes deslo-
camentos sao organizados no vector dos deslocamentos nodais do elemento, de acordo com
a numeracao sequencial utilizada para os identificar:

q1

q2
Am =9 . . (7.1)

g6

m

Os deslocamentos nodais que é necessario definir para caracterizar o movimento de
uma pega linear dependem da maneira como esta pega se liga aos restantes elementos da
estrutura e ao meio de fundagao.

Na configuracao deformada, A’B’, o elemento esta sujeito a solicitacao de vao, f, e as
forgas Q1 a Qg que é preciso aplicar nos nos de extremidade, para manter o elemento em

131
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Figura 7.1: Pértico plano.

i T J
O—— - |

H
¢/4
T3 €T

Figura 7.2: Peca linear.

Q T L T Q
Q3 Qs [¥?
—[H > ] —»
Q2 4 i @s

Figura 7.3: Deslocamentos e forgas nodais.
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f=0 f
H H —[H H]—
#z L j# Al j B
I >t L+e +
a2
FE, A = constante I -

qi1

Figura 7.4: Deslocamentos e forgas nodais.

equilibrio, depois de desligado da estrutura. Estas forcas, correspondentes aos deslocamen-
tos nodais (7.1) e medidas por isso no mesmo referencial, sdo organizadas no vector das
forcas nodais do elemento:
Q1
Q2
Qn =19 . ; (7.2)

Qs

No caso geral, os vectores dos deslocamentos e das forgas nodais de um elemento m
tém pois as seguintes expressoes,

m

Q1 Q1
q2 Q2

qm = . ) Qm = : 5 (73)
a) . Qs),

em que [, representa o nimero de deslocamentos nodais do elemento. Se estes desloca-
mentos forem linearmente independentes, isto €, se nenhum deles puder ser expresso como
uma combinagao linear dos restantes, o elemento diz-se ter um grau de indeterminagdao
cinemdatica By, .

7.2 Equacao Fundamental do Método dos Deslocamentos

Como exemplo de introdugéo, considere-se o elemento representado na figura 7.4. Ad-
mita-se, como antes, que esse elemento era retirado de uma estrutura imediatamente antes
e logo apods a solicitacao actuar. Por simplicidade, admita-se ainda que o elemento estéi
sujeito apenas a solicita¢oes axiais e que nele s6 se verificam movimentos no sentido do
eixo. Este elemento tem § = 2 graus de indeterminagao cinematica, pelo que os vectores
dos deslocamentos e das forgas nodais (7.3) tomam o seguinte aspecto, de acordo com a

notagao usada na figura 7.4:
q:{m}’ Q:{Ql}. (7.4)
q2 Q2

Na concepcao em que se baseia o método dos deslocamentos, a transicao do elemento
da posicao inicial, AB, para a posicao final, A’B’, é devida a actuacao simultanea de dois
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E A = constante @ =0
=0
=0
| L l
Figura 7.5: Elemento-base.
T 20
F—— 0
ETA . q1<_$>q: 5 0—» ELA “q1 q2 = 0
f=0
! L !
(a) Acgdo do deslocamento g;.
EA - EA @ =0
e -8 D<$<—L Q2 g2 #0
f=0
! L |
(b) Acgao do deslocamento g.
It - $>4: Eb<$<— L |a2=0
f#0
l L !

(c) Acgao das cargas de vao.

Figura 7.6: Anélise da estrutura-base.

grupos de solicitagoes, nomeadamente os deslocamentos nodais ¢ e g2, e a carga de vao,

Para analisar separadamente o efeito de cada uma destas solicitages, comega-se por
impedir os deslocamentos independentes g1 e g2 e por anular a solicitacao de vao, de modo
a simular a condi¢ao que inicialmente se verifica no elemento:

@1=0, =0, f=0.

O elemento nestas condigoes, representado na figura 7.5, é cinematicamente determi-
nado (8 = 0) e ¢ denominado elemento-base.

Para quantificar o efeito do deslocamento ¢;, liberta-se a ligacdo correspondente e
impoe-se & pega o deslocamento pretendido, como se indica na figura 7.6a. As forgas Q1 e
Q)2 provocadas por esta solicitagdo sao pois:

EA
HREIN

Se se utilizar um procedimento analogo para analisar o efeito do deslocamento g2, como
se ilustra na figura 7.6b, encontra-se:

_EA
) []-
2 L
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Quando, por sua vez, se aplica & peca a carga de vao, mantendo no entanto nulos os
deslocamentos independentes, como se indica na figura 7.6¢, desenvolvem-se nos apoios

forgas definidas por:
= £ (- .
Q2 —4

Sobrepondo os efeitos das trés acgoes, (7.5) a (7.7), encontra-se a seguinte expressao

para as forcas nodais:
EA EA L
al_ g ) el -5 (7.8)
@f [-F e -7

E importante chamar a atencdo para o facto de que na definicdo (7.8) para as forcas
nodais estao implicitas as condi¢bes fundamentais de equilibrio, de compatibilidade e de
elasticidade do elemento.

Fisicamente, a definigdo (7.8) representa uma equagao de equilibrio nodal, pois quan-
tifica as forcas ()1 e Q2 que mantém o elemento equilibrado quando é sujeito a qualquer
uma das solicitagoes, q1, g2 e f, e portanto também & sua ac¢ao combinada. Tal facto pode
ser verificado nas figuras 7.6a a 7.6¢ ou a partir da definigao (7.8), a qual mostra que se
verificam as duas tnicas condi¢oes de equilibrio nao triviais para este problema:

Q1+Q2=0, sef=0
Q1+ Q2+fL=0, sef#0

A defini¢ao (7.8) foi obtida recorrendo também condigoes de compatibilidade do ele-
mento. Nas deformadas representadas nas figuras 7.6a a 7.6¢ verifica-se a continuidade das
deformacoes e as condig¢oes de ligagdo do elemento aos nés sdo respeitadas.

Nessa definicao estéd também implicita a condicao de elasticidade pois os resultados
parciais (7.5) a (7.7) foram obtidos admitindo que o elemento tem um comportamento
elastico-linear.

No caso geral do elemento m de uma estrutura reticulada, a expressao (7.8) toma o
seguinte aspecto,

Qm =Kinam + QOm- (79)

em que q,, representa o vector dos deslocamentos nodais independentes do elemento m e
Q.. o das forgas nodais correspondentes, de acordo com as definigoes (7.3).

A matriz K, é designada por matriz de rigidez do elemento e o vector Qq,, por vector
de forcas de fixagdo. Fstas designagoes resultam da interpretagdo do significado fisico dos
coeficientes da matriz K., e do vector Qq,,. As expressoes (7.8) e (7.9) permitem de facto
concluir que:

e O coeficiente k;; da matriz de rigidez K,,,, representa a forca nodal @; que se de-
senvolve no elemento m, quando a ele se aplica o deslocamento nodal independente
¢; = 1 e se mantém nulos todos os restantes (¢, = 0, k # j), assim como a solicitacao
de vao (f =0).

e O coeficiente Qq;, do vector das forgas de fixagao, Qon,, representa a forga nodal Q);
que se desenvolve no elemento m, quando a ele se aplica a solicitagao de vao e se
mantém nulos todos os deslocamentos nodais independentes (q,, = 0).

Se se recorrer 4 nogao de elemento-base, isto é do elemento livre de solicitagdes de vao e

com todos os deslocamentos nodais independentes bloqueados, as defini¢oes acima tomam
a seguinte expressao:
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Figura 7.7: Viga biencastrada.
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(a) Forgas nodais de fixagao.
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(b) Forgas nodais devido ao deslocamento ¢; = 1.

Figura 7.8: Forgas nodais na viga biencastrada.

(D7.1) A coluna i da matriz de rigidez, K,,, representa as forgas no-
dais (7.3) que se desenvolvem no elemento-base, quando nele se impoe o des-
locamento ¢; = 1.

(D7.2) O vector das forgas de fixagao, Qom, representa as forgas no-
dais (7.3) que se desenvolvem no elemento-base, quando a ele se aplica a soli-
citagao de vao.

O elemento-base das estruturas planas solicitadas no proprio plano é a viga biencastrada
representada na figura 7.7. Este elemento é obtido bloqueando os 6 deslocamentos nodais
identificados na figura 7.3.

Na figura 7.8a ilustra-se a definigdo (D7.2) para o vector das forgas de fixagdo e na
figura 7.8b indicam-se as forgas nodais que representam a primeira coluna da matriz de
rigidez do elemento, de acordo com a definigdo (D7.1). Note-se que para qualquer das
duas solicitagoes ai representadas, o elemento é cinematicamente determinado pois sao
conhecidos os valores que tomam todos os deslocamentos nodais.

Como adiante se podera verificar, a equagao resolvente da anélise de uma estrutura
do método dos deslocamentos é estabelecida combinando as equagoes (7.9) associadas aos
varios elementos que a constituem, de modo a garantir o equilibrio dos nés de discretizagao.
Depois de conhecidos os deslocamentos nodais da estrutura, torna-se possivel determinar
os esforgos, as deformacoes e os deslocamentos em qualquer sec¢ao transversal da estrutura,
assim como as reacgoes que se desenvolvem nos aparelhos de apoio.
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Figura 7.9: Esforgos nas secgoes extremas.

7.3 Reformulagao das Relagoes de Elasticidade

Poe-se agora a questao de encontrar um método expedito que permita calcular os
coeficientes da matriz de rigidez, K,,,, associada aos deslocamentos nodais, q,,, assim
como os do vector das forgas de fixa¢ao, Qom, presentes na equagao (7.9).

Neste momento, a expressao mais simples de que se dispoe para caracterizar o compor-
tamento de elementos lineares elasticos é a formulagao de flexibilidade (3.12) das relacoes
de elasticidade:

U = Fo Xy + Upn. (7.10)

Nesta expressao, que foi estabelecida analisando o elemento simplesmente apoiado re-
presentado na figura 3.6, os coeficientes da matriz de flexibilidade F,, representam as
deformagoes independentes causadas pelos esforcos independentes unitarios, na auséncia
de solicitagoes de vao. O efeito destas solicitagoes é quantificado no vector das deformagoes
adicionais, U,,.

Utilizando o resultado (3.12) e recorrendo a tabela 3.2, encontra-se a seguinte expressao
para as relagoes de elasticidade (7.10) do elemento representado na figura 7.9:

L L fL3
0; 3EI 6FEI 0 M; 2}1]{531
_ L L
‘9j ~— |6EI 3EI 0 Mj + 24FET (- (7'11)
e 0 0 &£ 0

Quando se estabeleceram as relagoes de elasticidade (7.10), chamou-se a atencao para o
facto da matriz de flexibilidade F,,, ser simétrica e nao-singular. Existe portanto a inversa
dessa matriz,

K, =F,! (7.12)

a qual é também simétrica. Se se pré-multiplicar a relacao (7.10) pela inversa da matriz
de flexibilidade (7.12) encontra-se, depois de reagrupar os termos da equagao, a seguinte
expressao alternativa para as relagoes de elasticidade do elemento:

X = K U + Xom, (7.13)

em que
X = — Ky Up. (7.14)

A matriz K,,, é designada por matriz de rigidez do elemento associada as deformacéoes
independentes. O vector X,, é designado por vector dos esforgos de fixagao, por repre-
sentar os esforgos independentes que se desenvolvem no elemento quando a ele se aplica
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Figura 7.10: Deformagoes independentes.
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Figura 7.11: Acgado das deformagoes independentes e das cargas de vao.

a solicitacao de vao e se mantém nulas todas as deformacgoes independentes. Estas inter-
pretacoes estao ilustradas na figura 7.11 para o caso de elementos de estruturas planas
solicitadas no préprio plano.

Se as definigoes (7.12) e (7.14) forem aplicadas, obtém-se, com base na relagdo de
flexibilidade (7.11), a seguinte expressao para a formulagdo de rigidez (7.13) das relacoes
de elasticidade:

2
M [ 0] (0] (g

2
A e AR U e (1.5
N; 0 0 EA] (e 0

Como se pode verificar pelas deformadas tragadas na figura 7.11, na formulagao de rigi-
dez (7.13) das relagoes de elasticidade utiliza-se como elemento finito a pega biencastrada
representada na figura 7.7.

A identificagao dos esforcos e das deformagoes e a definicdo da matriz de rigidez em
termos das deformacoes estao apresentadas na tabela 7.1, resumindo-se nas tabelas 7.3
a 7.5 os esforgos de fixagdo determinados para diferentes cargas de vao.

E com base nesses resultados que serdo determinados os coeficientes da matriz de rigidez
associada aos deslocamentos nodais independentes, q.,, e do vector das forgas de fixagao,
Qom, presentes na expressao (7.9).

Exercicio 7.1. A formulacao de rigidez (7.13) para o elemento representado na fi-
gura 7.4 tem a seguinte defini¢ao:

EA L?
= () o ()
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Figura 7.12: Elemento-base de estrutura plana.

Utilize esta expressao para calcular as forgas nodais indicadas nas figuras 7.6a a 7.6c.

Exercicio 7.2. Utilize os resultados apresentados na figura 7.11 para quantificar os
coeficientes da primeira coluna da matriz de rigidez associada aos deslocamentos nodais
independentes do elemento de estrutura plana solicitada no proprio plano. Baseie-se na
identificacdo indicada na figura 7.8b.

7.4 Definicao do Vector das Forgas de Fixagao

Na figura 7.12a esta representada a deformada que se desenvolve num elemento de
estrutura plana, quando se aplica a solicitacdo de vao ai indicada ao elemento-base, de
acordo com a defini¢ao (D7.2).

As forgas que se desenvolvem nos nés do elemento para equilibrar esta solicitagdo estao
indicadas na figura 7.12b, e foram obtidas a partir dos resultados resumidos na tabela 7.3.
De acordo com a convengao indicada na figura 7.3, é a seguinte a definigdo do vector das
forcas de fixagao:

Qom =4 -%7-- : (7.16)

m

A determinagao dos coeficientes do vector das forcas de fixagdo para este ou outro tipo
de elemento, sujeitos a esta ou outra solicitagdo de vao, nao oferece pois qualquer dificul-
dade. Basta combinar a informagao apresentada nas tabelas 7.3 a 7.5 para as solicitacoes
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Figura 7.13: Deslocamento nodal transversal.

em questao e organiza-la de acordo com a convencao adoptada para identificar as forcas
nodais do elemento em causa. Os resultados que assim se obtém estao resumidos nas
tabelas 7.6 a 7.8.

Exercicio 7.3. Verifique, com base na informagao dada na figura 7.11, se para um
elemento de estrutura plana sujeito a uma carga uniformemente distribuida transversal, o
vector das forcas de fixacao tem a seguinte defini¢ao:

1
0

s ) 3

R S 1
Qo 1 1 (7.17)

0
6
L m

7.5 Definicao da Matriz de Rigidez

Na tabela 7.9 estao representadas as deformadas que se obtém quando, no elemento-
-base das estruturas planas solicitadas no préprio plano, se introduzem separadamente cada
um dos seis deslocamentos nodais indicados na figura 7.3. Para provocar essas deformadas,
é necessério aplicar ao elemento as forcas nodais auto-equilibradas que ai se indicam.

As forcas nodais que se desenvolvem ao impoOr as rotacoes e os deslocamentos axiais aos
no6s do elemento-base podem ser determinadas directamente a partir da informacao contida
na figura 7.11, a qual foi obtida a partir da formulagao de rigidez (7.15) das relagoes de
elasticidade. Esta expressao pode também ser utilizada para determinar as forgas nodais
que provocam os deslocamentos nodais transversais ao eixo do elemento.

Na figura 7.13 representa-se o efeito do deslocamento g3. Se se admitir que o desloca-
mento imposto é infinitesimal,

a3 a3 2
t (—) ~ =, ~ 0,
T L (43)

da deformada ai tragada conclui-se que:

_B

01' = , €5 = 0. (7.18)
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Substituindo o resultado (7.18) em (7.15), com f = 0 pois nao existem cargas de vao,
encontra-se a seguinte definigdo para os esforgos independentes:

6FE1
M; = — 7(13,

6FE1
M; :4‘7(13,
N; =0.

O esforgo transverso nas secgoes extremas é calculado de maneira a garantir o equilibrio
do elemento:

12E1
Vi=+ 3 a3,
12FE1

A expressdo da matriz de rigidez do elemento de poértico plano pode agora ser obtida,
organizando na forma (7.9) todos os resultados apresentados na tabela 7.9, de acordo com
a definigdo (D7.1):

4E1 0 6EI | 2EI 0 6EI
L L2 ! L T L2
o £ o 0o B4 o0
6E1 0 12EI ' 6EI 0 _12EI
K. — | -2~ 3 _ L2 T L3 . (7.19)
*m 2FE1 0 6EI | 4FE1I 0 6E1 ) )
L L2 | L T L2
o £ o 0o B4 o0
_6EI 0 _12EI ' _6EI 0 12E1
L L2 3! L2 L3 Im

Os resultados resumidos nas tabelas 7.23 a 7.27 para os restantes elementos-tipo podem
ser obtidos repetindo o procedimento anteriormente descrito.

Exercicio 7.4. Verifique a definicdo dada na tabela 7.25 para a matriz de rigidez do
elemento da grelha.

7.6 Efeito das Libertacoes Internas

O problema que agora se pretende analisar é o das alteragoes que se verificam na
definicdo dos coeficientes da matriz associada aos deslocamentos nodais do elemento, K.y,
assim como dos do vector das forcas nodais de fixacao, Qq,,, quando no elemento estrutural
se passam a incorporar aparelhos de libertacao.

Em consequéncia do critério de discretizagao que aqui tem sido utilizado, os aparelhos
de libertacao que possam existir numa estrutura estdao sempre na vizinhanca de um no,
coincidindo pois com as secgdes extremas dos elementos estruturais.

Na figura 7.14 representa-se o caso do elemento-base de estruturas planas com uma
articulagdo na vizinhanga da seccao j, e na tabela 7.13 apresentam-se as deformadas que
se desenvolvem no elemento-base quando se aplicam separadamente cada um dos desloca-
mentos nodais.



142 Analise da Viga Biencastrada

3: E, I, A = constante ,EE
1 2

-
h
-+

(a) Deformada.

w
o
~
)
[y
_>
w N
~
w

BT
7z 41 7z q1 l
(b) Forgas nodais.

Figura 7.15: Efeito da rotagdo nodal ¢;.

As forgas que se desenvolvem nos nés do elemento ao provocar cada um desses mo-
vimentos podem ser determinadas aplicando um procedimento analogo ao adoptado na
analise do elemento sem libertagoes internas.

Considere-se, por exemplo, o efeito da rotagao nodal, ¢, a qual introduz no elemento a
deformada representada na figura 7.15a, e que é caracterizada pelas seguintes deformacoes
independentes:

Hi = —q1, € = 0. (7.20)

A rotacdo na secg@ao j nao é conhecida mas pode ser calculada se se atender a que o
efeito da articulagao é o de anular o momento flector nessa secgao:

M; =0. (7.21)
Substituindo as condigoes (7.20) e (7.21) na relagao de elasticidade (7.15), com f =0,
obtém-se:
1
0. — -
7 2 q1,
SEI
Mi = - i3 q1,
N; =0.

Na figura 7.15b indicam-se as forcas nodais que equilibram os esforcos independentes
acima definidos.

De acordo com a defini¢ao (D7.1) e com base nos resultados resumidos na tabela 7.13,
encontra-se a seguinte expressao para a matriz de rigidez do elemento representado na
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0 0 0 ;0 0 0
0 “EA 0 o B2 0

__3521 0 _3531;0 0 3531 ]

Em consequéncia da condigao (7.21), na quarta linha da matriz de rigidez todos os
coeficientes sdo nulos, o que implica ser nulo o momento no n6 da direita,

Q4:07

para qualquer das solicitacoes consideradas. A quarta coluna da matriz também tem
coeficientes nulos por a rotacao nodal g4 nao introduzir esforgos na barra devido a presenca
da articulagao na vizinhanga do né.

Os resultados obtidos para a viga encastrada num né e com uma libertagao de esforgo
transverso e de esforgo axial no outro né de continuidade estao resumidos nas tabelas 7.17
e 7.18, respectivamente. O caso particular da barra biarticulada estd resumido na ta-
bela 7.19. Como af se indica, na hipétese da linearidade geométrica s6 os deslocamentos
axiais introduzem esforcos nas barras, os quais se consideram inferiores aos que provocam
a encurvadura da peca.

Exercicio 7.5. Verifique os valores representados na tabela 7.17 para as forgas nodais
que se desenvolvem no elemento-base representado na figura 7.16, quando se introduzem
cada um dos deslocamentos nodais. Note que agora se deve impor a condi¢ao de ser nulo
o esforco transverso na seccao j, o que se traduz na seguinte relagdo entre os momentos
flectores nas secgOes extremas, por ser nulo o carregamento de vao:

M; = M;,

Considere-se agora o problema da definigao dos coeficientes do vector das forgas de
fixacdo, Qom, em elementos com libertagoes internas.

Na figura 7.17 representa-se o elemento-base da figura 7.14 sujeito a uma carga trans-
versal uniformemente distribuida, de intensidade f. De acordo com a defini¢ao (D7.2), as
forgas que se desenvolvem nos nés do elemento definem os coeficientes do vector das forcas
de fixacao.

A deformada do elemento é caracterizada por,

01’ = O, €; = O, (7.23)
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Figura 7.17: Barra encastrada-rotulada com carga de vao.
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Figura 7.18: Forgas nodais de fixagao na barra encastrada-rotulada.

e o campo de esforcos pela condicao:
M; = 0. (7.24)

Substituindo os resultados (7.23) e (7.24) na formulagao de rigidez (7.15), obtida para
o elemento sujeito a carga distribuida representado na figura 7.9, encontram-se os seguintes

valores:
0; = fL3
7 A8ET
2
Mi = - fi?
8
N; =0.

Na figura 7.18 indicam-se as forgas nodais que equilibram os esforgos acima referidos.
De acordo com a organizagao (7.3), o vector das forgas de fixacdo tem pois a seguinte
definigao:

Qom =14 --5--3 . (7.25)

8 Jm

O procedimento acima descrito pode ser utilizado para analisar o efeito de outros tipos
de libertacoes internas. Nas tabelas 7.10 a 7.12 e 7.14 a 7.16 definem-se as forcas de fixagao
associadas as solicitagdoes mais correntes.

Exercicio 7.6. Verifique os valores apresentados na figura 7.19 para as forcas nodais
que se desenvolvem no elemento representado na figura 7.16.
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Figura 7.19: Forgas nodais de fixacao na barra encastrada-encastrada deslizante.
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(a) Articulacdo no interior do elemento-base. (b) Articulagao no exterior do elemento-base.

Figura 7.20: Elemento-base com articulagao.
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Figura 7.21: Libertacoes interiores e exteriores.

7.7 Deslocamentos Nodais Dependentes

Uma questao que também interessa considerar é a de saber como sao afectados os
resultados anteriormente obtidos quando os aparelhos de libertacao, em vez de existirem
no interior do elemento, passam a existir fora dele, continuando no entanto na vizinhanca
dos noés de extremidade.

Na figura 7.20 ilustra-se a diferenga das duas situagoes que se pretendem comparar,
para o caso da libertacao se tratar de uma articulagdo. Como se sugere na figura 7.21, as
libertacoes externas podem ocorrer quer na ligacao de um elemento ao meio de fundagao,
quer na sua ligacao a um outro elemento da estrutura em que existam libertagoes internas.

Como adiante se verificara, a posi¢ao da libertacao reflecte-se apenas na defini¢do dos
deslocamentos independentes do elemento. Os campos de esforgos serao no entanto idén-
ticos, assim como as forgas nodais, quer a libertacao seja interior ou exterior ao elemento.

O elemento de estrutura plana representado na figura 7.22 vai ser utilizado para ilustrar
estes factos. De acordo com as definigoes (7.17) e (7.19), a equagao geral (7.9) para as
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Figura 7.22: Elemento de estrutura plana.

forcas nodais do elemento toma o seguinte aspecto:

( [ 4EI 6EI  2EI 6EI ) ( L2 )
Ql I3 0 12 : L 0 L2 q1 fl
EA ! EA
6EI 12EI ' 6EI 12E1 L
Qs \ _ | 2z 0 = L3 17 O = ) el 5
- 2E1 0 6EI | 4EI 0 _6FEI fL?
Q4 L Iz ' L 2 94 12
EA ! EA
Q5 0 - I 0 : 0 I O as 0
_BEI _12EI ' _6EI 12E1 fL
L QG L 12 0 3 ! 12 0 3 i g6 ) . 2
(7.26)

Considere-se agora a possibilidade do elemento ter uma articulagdo no né da direita,
como se ilustra na figura 7.20b. Para que o né articulado esteja em equilibrio torna-se
necessario garantir que seja nulo o momento a ele aplicado:

Q4 =0. (7.27)

Introduzindo esta condi¢do na expressao (7.26), encontra-se a seguinte rela¢ao entre os
deslocamentos nodais e a solicitacao de vao:

0= % {(2) ¢+ (0) g2 + (i) g3+ (4) ga + (0) g5 + <—§> QG] + <—f§> :

Esta equacgao pode agora ser resolvida em fungao do deslocamento correspondente a
for¢a nodal que foi anulada, encontrando-se a seguinte defini¢do para a rotacao qy:

qa = <—;> a1+ (0) g2 + <_23L> g3+ (0) g5 + <23L> g6 + <4J;g]> - (7.28)

Substituindo esta expressao em (7.26), encontra-se a seguinte defini¢ao para as forgas
nodais no elemento articulado:

— B 2
Ql 3%1 0 3[?2[: 0 _3[?2] (ql ’fTL\
@ o 5 0 g o |lel| | o
Q3 — 35‘2] 0 3[%[: 0 _3[{%[ 03 + 5);L ) (729)
2 et _L2 P V. e I [ S
o 0o e e o0 e | |
3EI 3ET ! 3EI 3fL
QG, L~ 12 0 _L31 0 3 | \QG, ‘é

Nesta definicdo deixa-se de incluir o momento nodal ()4, por se saber ser nulo, e omite-
-se também a rotagao correspondente, por ter sido eliminado através da defini¢ao (7.28);
a rotagao g4 deixa de ser considerada como deslocamento independente.
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Figura 7.23: Barra encastrada-apoiada.
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Figura 7.24: Acgado da rotacdo nodal q;.

A rotagao gy é de facto um deslocamento dependente pois pode ser determinada a partir
dos restantes deslocamentos nodais, e da solicitagao de vao, recorrendo a defini¢ao (7.28).
Consequentemente, na caracterizagao do elemento-base a rotagao g4 nao deve ser impedida,
como se ilustra na figura 7.23.

Se a este elemento-base se aplicar o procedimento anteriormente descrito para deter-
minar os coeficientes da matriz de rigidez, K,,, e do vector das forgas de fixacdo, Qom,
recuperam-se os resultados presentes na expressao (7.29).

Exercicio 7.7. Na figura 7.24 representa-se a deformada do elemento-base da fi-
gura 7.23, quando se impGe a rotacao nodal g;. Verifique se as forgas nodais no elemento
coincidem com os coeficientes da primeira coluna da matriz de rigidez definida na expres-
sao (7.29). Baseie os calculos na formulagao de rigidez (7.15) das relagoes de elasticidade
e note que as condigoes (7.20) e (7.21) permanecem validas.

Se se compararem os resultados (7.22) e (7.25), obtidos para o elemento com a liber-
tagao indicado na figura 7.20a, com os resultados (7.29) deduzidos para o elemento com
a libertagao externa representado na figura 7.20b, conclui-se que as forgas nodais sao as
mesmas. Os elementos sdo de facto estaticamente equivalentes pois em qualquer deles se
verificam as condigoes (7.21), (7.24) e (7.27) de andamento dos momentos na vizinhanga
do no6 da direita do elemento.

Esta equivaléncia estatica continua a verificar-se para qualquer outro tipo de aparelho
de libertagao, para este ou outro tipo de elemento estrutural. Por esta razao, as tabelas 7.6
a 7.16, 7.13 a 7.19 sao validas para elementos com as libertacoes indicadas, quer elas lhe
sejam interiores ou exteriores.

A posicao das libertacoes afecta todavia o movimento que os nés do elemento podem
sofrer, como por exemplo, as deformadas representadas nas figuras 7.15 e 7.24 o ilustram.
Quando a articulagao é interior, a rotacao g4 deve ser considerada como independente, por
nao poder ser determinada em funcao dos restantes deslocamentos, apesar dessa rotagao
nao introduzir esforgos no elemento. Quando a articulacao é exterior ao elemento, a rotagao
q4 nao pode ser considerada como independente, pelo que deve estar livre quando ao ele-
mento se aplicam as solicitagoes, sejam elas as cargas de vao ou os restantes deslocamentos
nodais.
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7.8 Aplicacao a diferentes elementos estruturais

A equagao fundamental do método dos deslocamentos é escrita na forma (7.9) indepen-
dentemente do tipo de elemento estrutural considerado, designadamente de pértico ou de
treliga, de estruturas planas ou tridimensionais, de viga continua ou de grelha. O vector
Q. retne os deslocamentos nodais tomados como independentes e o vector Q,,, as forcas
nodais correspondentes, mantendo-se as interpretagoes (D7.1) e (D7.2) para os coeficientes
da matriz de rigidez do elemento, K,,,, e do vector das forcas nodais de fixacdo, Q..

Os resultados anteriormente obtidos para o elemento de poértico plano, resumidos nas
tabela 7.2 para a matriz de rigidez e nas tabelas 7.6 a 7.8 para o vector das forcas de
fixagao, sao aqui adaptados aos elementos estruturais que caracterizam os seguintes tipos
de estruturas reticuladas: vigas continuas, treligas, grelhas e porticos tridimensionais. O
processo anteriormente descrito para simular o efeito de libertagoes perfeitas, interiores ou
exteriores, é directamente aplicavel as situagoes a seguir analisadas.

7.8.1 Elemento de viga continua

Como se estabeleceu no Capitulo 4 e se representa na tabela 7.20, os momentos de
extremidade e as rotagoes das secgoes extremas medidas em relagdo a corda, definem os
esforgos e as deformagdes independentes de um elemento de viga continua. Para carac-
terizar o movimento de uma peca deste tipo é suficiente controlar as rotagoes dos nos de
extremidade e os deslocamentos desses nés perpendiculares ao eixo da pega, isto é, os des-
locamentos q1, g3, g4 € gg na representacao da figura 7.3. Como se indica na tabela 7.21, a
matriz de rigidez do elemento é obtida eliminando as linhas e colunas da matriz de rigidez
do elemento de poértico plano, definida na tabela 7.2, associadas as forgas e deslocamentos
nodais, respectivamente. O vector das forcas de fixacdo é definido a partir da informagao
resumida nas tabelas 7.6 a 7.8 | de acordo com a numeragao definida na tabela 7.21 para
as variaveis nodais.

7.8.2 Elemento de treliga

O movimento de uma pecga biarticulada é definido pelas translagoes dos nos de extre-
midade, pois a rotacao de um né, de uma estrutura articulada, é determinado pela rotagao
da tnica barra que encastra nesse no. Portanto, nas pegas de estruturas planas (tridi-
mensionais) controlam-se apenas duas (trés) forcas e dois (trés) deslocamentos por no. Os
esforgos e as deformagoes independentes estdao definidos na tabela 7.23 e a matriz de rigi-
dez na tabela 7.24. A numeragéo ai adoptada é a utilizada na quantificagdo do vector das
forgas de fixagdo devidas a cargas de vao, para as acgoOes axiais resumidas nas tabelas 7.6
a 7.8.

Exercicio 7.8. Defina o vector das forcas nodais de fixacao para um elemento de trelica
sujeito as cargas de vao representadas nas figuras 7.9 (forga transversal uniformemente
distribuida) e 7.12b (momento aplicado a meio vao).

7.8.3 Elemento de grelha

Os esforgos e as deformagoes independentes de um elemento de grelha, representado na
figura 3.14, estao definidos na tabela 7.24. Este tipo de elemento é analogo ao elemento de
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Figura 7.25: Elemento de grelha sujeito a cargas de vao.

portico plano, com a diferenga de ser agora necessério controlar o modo de tor¢ao em vez
do modo de deformagao axial. S&o necessarios trés deslocamentos por né para descrever
o movimento de um elemento de grelha. Dois movimentos provocam a flexdo da pega,
designadamente a translagao perpendicular ao plano da estrutura e a rotacao segundo um
eixo existente nesse plano e ortogonal ao eixo da pega. O terceiro movimento provoca a
tor¢ao da peca e é definido pela rotacao do né segundo o seu eixo. A matriz de rigidez do
elemento de grelha esta definida na tabela 7.25, continuando vélida a informagao resumida
nas tabelas 7.6 a 7.8 para definir o vector das for¢as nodais de fixagdo, usando agora os
carregamentos que provocam a flexdo e a tor¢ao da pega.

Exercicio 7.9. Na figura 7.25 representa-se um elemento de grelha. Para a solicitacao
ai indicada, verifique se é a seguinte a definicao para o vector das forcas de fixacao:

—2,5kN-m
13,3594 kN-m
—7,7148 kN
Qo = §
—6,6406 kN-m
—2,2852kN

7.8.4 Elemento de poértico tridimensional

O elemento de poértico tridimensional é obtido combinado os elementos de portico plano
e de grelha. Os esforcos e as deformagoes independentes estao definidos na tabela 7.26 e a
numeracao adoptada na identificagdo dos seis deslocamentos e forgas por né esté definida
na tabela 7.27, onde se define também a matriz de rigidez do elemento. Os resultados
resumidos nas tabelas 7.6 a 7.8 continuam a ser validos para a determinacao do vector
das forgas nodais de fixacdo, desde que se respeite as hipoteses que lhes estao inerentes,
designadamente que uma dada acgao s6 introduz esforgos segundo o plano em que actua.

Exercicio 7.10. Defina o vector das for¢as nodais de fixagao para a peca tridimensio-
nal definida na figura 7.26 e discuta a utilizacdo da matriz de rigidez definida na tabela 7.27
na anélise dessa pecga.
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Figura 7.26: Viga em U sujeita a uma forga transversal uniformemente distribuida.

(a) No referencial da barra. (b) No referencial da estrutura.

Figura 7.27: Deslocamentos e forcas nodais.

7.9 Generalizacao dos resultados

Como adiante se ird verificar, e com a excepgao da anélise de vigas continuas e de
outros casos particulares, a aplicagdo do método dos deslocamentos exige que a equagao
fundamental (7.9) seja expressa em termos de deslocamentos e for¢as nodais referidos a um
referencial que nao corresponde ao referencial local da barra, como se ilustra na figura 7.27
para os deslocamentos e forcas nodais ¢} e Q;.

O problema que se poe é a defini¢do da equagao em funcao do novo conjunto de variaveis,
na forma,

Q" =K"'q"+ Q. (7.30)

em que se omite o indice de identificacdo da barra, m, para simplificar a notagao. Deve-se
sublinhar que se mantém a interpretagao dada pelas defini¢oes (D7.2) e (D7.1), agora em
termos das novas variaveis.

Para obter a equagao (7.30) a partir da equacao (7.9) é conveniente exprimi-las na

seguinte forma,
Q: _ K1 Kio| Jai n Qo1 (7.31a)
Q2 Ko Ko| |a2 Qo2

{Q*l} _ [ 11 Tz] {qf} n {QEFH} (7.31b)
Q.2 K5 K3 493 Qo2
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em que o indice ¢ identifica os vectores dos deslocamentos e forcas nodais do né i do
elemento (indices 1 a 3 para ¢ = 1 e indices 4 a 6 para i = 2). Recorda-se que a matriz de
rigidez é simétrica:

Ky = K1,
A mudanga de coordenadas dos deslocamentos e das forgas nodais tem a mesma expressao
geral,

4 =R (7.32a)
Qi =RQ; (7.32D)
onde
cos(a) 0 —sen(a)
R = 0 1 0
sen(a) 0  cos(a)

tendo a matriz de rotagao a propriedade de ser uma matriz ortogonal:
R'=R".

Esta propriedade garante que o trabalho dos deslocamentos nodais sobre as forcas nodais
é independente do referencial de medida,

af Q= Ra)" (RQ))=q/" Q;

sendo esta relagao muito util para simplificar o calculo manual de estruturas utilizando o
método dos deslocamentos.

Os resultados (7.31) e (7.32) permitem obter facilmente a expressao da matriz de rigidez
e do vector das forgas de fixagdo no novo sistema de coordenadas:

K;=R"K;;R (7.33a)
Qy; = R" Qus (7.33D)

Os resultados aqui apresentados aplicam-se aos elementos estruturais anteriormente
analisados, assim como aos diferentes casos de barras com libertagoes.

Exercicio 7.11. Determine a matriz de rigidez em coordenadas globais do elemento de
portico plano representado na figura 7.27b usando os resultados (7.19) e (7.33a) e recupere
o mesmo resultado trabalhando a informagao dada na tabela 7.9. Admita que a barra tem
comprimento L, rigidez de flexdo E I e rigidez axial F A.

Exercicio 7.12. Repita o exercicio anterior para determinar o vector das forcas de
fixagdo para uma carga transversal uniformemente distribuida, trabalhando agora com os
resultados (7.17) e (7.33b), e com a informacao da tabela 7.6.

Exercicio 7.13. Determine a expressao da matriz de rotacao para os elementos de tre-
lica, grelha e portico tridimensional e verifique para cada um dos casos a propriedade (7.9).
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Esforgos Independentes

Deformacoes Independentes

%L—l—ej;f

0;

Matriz de Rigidez

AEI  _2EI
L L
— 2E1 4FE1
Kn= |- ¢ 0
EA
0 S

Tabela 7.1: Esforcos e deformagoes independentes em elemento de portico plano.

Caracteristicas Forcas e Deslocamentos Nodais
2 2 5
E AT
¥ R X roN .
1 1 4
‘3 ‘3 ‘6
: L .
Matriz de Rigidez
[ EA i _EA T
T 0 O =7 0 0
0 AEI  _6EI | | 2E1 6E1
L Iz L L2
0 _6EI 12EI 1 _6EI __12FEI
K, = |-—cn-_-__1 IZ___ . T LZ__ T L5 .
~BA o | £4 0 0
0 281 _6EI | 4E1 6E1
L 7 L L2
0 6EI _12EI' 6ET 12E1
L L2 3! L2 3

Tabela 7.2: Elemento de pértico plano.
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—5+—L4 a4 p—+
L b2 L? L? L?
M -k I = -1 ~I
L 2p L? L? L?
M; - fs - fZ? - f12 o f20 - f30
(H/ (Hf / ;oo
— OO0 0] _—w0 [Oo—07"
+~5+35+ +a—+-bH—+
f fb(2a—b) fL fL
M; 4 Lg 0 T12 12
f fa(2b—a) L fL
M; 4 s L? s 0 12 12
f s f fof
T —= —_— =
+5+35—+ +a—+b—+
L L L
N;j —4 —fg ~I —5E ~fE
f 7 f [
—54+—L+ a4 p
f f fL fL fL
T; 3 -7 —5 —3 —5
Tabela 7.3: Esforgos de fixagao devidos a forgas de vao.
[—Jan  _—an An[—0_
M, _aACZlEI 0 _aA]}:lEI
AT, E1 AT, E1
M; e — 0
AL, _—]aT, AL[T—_
Nj —a AT, E A _QA%EA _QA%EA

Tabela 7.4: Esforgos de fixagao devidos a variagbes de temperatura.
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+—L—+ +—L——+ L Ly
M; toa —toa (2 afl;fc) to
Mj toa to b (2 cfl;a) to
M; to to to

Tabela 7.5: Esforcos de fixacao devidos a acgao do pré-esforgo.
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f ‘f f rr
+—5+—35+ +-a—+—-p—+
L b2 sz fL2 fLQ
M I e T = 50
fL fa?b f L2 fL? f L2
Mg % — i %0 %0
f S b2 (3a+b) fL 3fL 7TfL
Va 2 i vl 50 50
fa?(a+3b) fL 7fL 3fL
VB % % = 50 50
(O () ! fof
— aNala 0] [Oo—01
+~5+35+ +a—+—b—+
! fb(2a-b) fL /L
My T ] 0 5] 1
b_
we 4 fga 4
N f i g
3 6 b
v 4 B N 4 4
f f f f o f
L _Z — o é Q
+5+35+ +a—+b—+
f fb [L L /L
Na —3 - —% —% -3
! ! fL fL fL
Ng —3 7 —% —3 -5
f f / I f
I T e e wa A N
L+ Ly a4+ p—+
b [L /L [L
Ta -4 - —7 —% -3
! fL fL fL
Ty -3 T 5 3 5

Tabela 7.6: Forgas de fixagdo devidas a cargas de vao em barra biencastrada.
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[—Jan AT AT

M4 aATYET 0 a AT ET
R h
Mg _aAYf;,EI _aAIf}EI 0
_aATEI aATIET
Va 0 Lh Lh
aAT, E1 _aATEI
VB 0 Lh Lh

[—Jan _——an, An[—0_

AT, EA AT, EA
Na a AT, E A oAl EA oAl BA

AT, F A AT, FA
Ng —aAT,EA — AT BA — AT BA

Tabela 7.7: Forcas de fixagdo devidas & accao da temperatura em barra biencastrada.

+—L—+ +—L—+ L Ly
My —toa toa @ a—l;’—c) to
—(2c—b—a)t
Mp toa tob L 0
Vi 0 (a+[lj) to (a=c)to
Vi 0 _(a‘zb) to (a—c) to
Np to to to

Tabela 7.8: Forgas de fixagao devidas & acgao do pré-esfor¢co em barra biencastrada.
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A=1 A=1
> >
-------- 1 {]-—— -« [} {]—»
EA EA EA EA
L L L L
T x
dg=1— dg ==
¥ L ST L

Tabela 7.9: Acgao de deslocamentos nodais em barra biencastrada.
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f ‘f f fof
45+ 4—a—+—b—+
3fL fab(L+b) f L2 7fL? 8 f L?
My 16 272 s 120 120
v s Fo(302-4%) 5L 27f L 48 f L
A 16 213 S 120 120
5f fa?(3L—a) 3fL 33fL 12f L
VB 16 213 -8 120 120
0 fL? fa?b fL3 L3 fL3
B 32E1 iETL 18ET 0L 1 120E1
(N (O f Fof
I 000l _—odl [OCo—
53+35+ +-a—+—bH—+
i F(L2-30%) [L [L
My 5 YE: 0 5 —5
9 3 fa (L+b) 5f 3fL
Va 5T BNy I f 5 5
9f 3 f a (L+b) 5f 3fL
Vi T8 T as -f % 8
fL fa(2b—a) fL? f L2
O T16ET T 4EIL 0 48FET T48ET
f s f fof
5+ 5+ +a—+—b—+
f fb fL fL fL
Na —3 - —% —% -3
f f IL fL fL
Np ~3 - -5 -3 %5
f f / I f
S4—5+ +a—+—bh—+
f fb fL fL fL
Ta 3 - -5 —% -3
f / fL fL fL
Tp —3 -7 —5 —3 —%

Tabela 7.10: Forcas de fixacao devidas a cargas de vao em barra encastrada-rotulada.
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—

3a AT EI a AT EI o AT EI
Ma 2h 2h h
% 3a AT EI a AT EI o AT, EI
A 2Lh 2Lh Lh
% _3aATEI QAT EI _aATEI
B 2Lh 2Lh Lh
a AT L a AT L
gz 4h 4h 0
[—an,  __—Jan, ART—0
AT, EA AT, EA
Ny aAT, EA L S
AT, EA AT, EA
Np —-a AT, EFA R — =
Tabela 7.11: Forcas de fixacdo devidas & accdo da temperatura em barra encastrada-
-rotulada.
______________ a T a N c
ot ta w £
+—L—+ +—L—+ L Ly
_3tga to (2a—b) to (a—b)
Ma 2 2 2
_3tga to (2a—b) to (a—b)
Va 2L 2L 2L
3toa __to(2a-b) __to(a—b)
Vi 2L 2L 2L
Na —to —to —to
Np to to to
_toal _tobL to (2¢c—b—a) L
ATs 4ET 4ET 12E1

Tabela 7.12: Forcas de fixacao devidas & acg¢ao do pré-esforco em barra encastrada-rotulada.



160 Analise da Viga Biencastrada

d
4N
d
O 3 o0
f———{x

(nao introduz esforgos)

A=1 A=1
! —
--------- il o ] «— -] o ] —»
EA E7A EA EA
L L L L
x X
d3_1_f dS_Z

Tabela 7.13: Accao de deslocamentos nodais em barra encastrada-rotulada.
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f ‘f f foof
+—3+3 +—a—+—b—+
3fL fa(b+L) f L2 5f L2 3f L2
My 5 5L N o o7
fL fa? fL? 3fL2 fL?
Mp T 5T = 51 o
L L
Va f f fL =2 =2
A fL? fa?(a+3b) fL* 7TfL* 3fL*
B 24ET 12E71 24FE1 240E1 240FE 1
(M () f fod
— aYaNa) 0] [Oo—
=5+ 3 +—a—+—b—+
f fb fL fL fL
My —3 - —% —% N
f f fL fL fL
Mg —3 —T —7 -3 -
Va 0 0 0 0 0
f fab fL3 fL3 fI3
Ap 8 _251 12FE1 24E]T T24ET
7 / [ f
L — — o é Q
+ 5+ +—a—+—b—+
fb fL IL fL
Na - - —% —% -3
! fL fL fL
Ng - —T 2 -3 —%
f f / I f
+—54+—5+ +a—+bh—+
Ib fL fL fL
Ta - - —7 —% -3
f fL fL fL
Ts - - 5 3 —%5

Tabela 7.14: Forgas de fixacao devidas a cargas de vAo em barra encastrada-encastrada

deslizante.
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—

a AT ET aATEI aAT, EI
My A 2h 2h
QAT EI QAT EI _aATEI
Mp h 2h 2h
Va 0 0 0
a ATy L? _aAT L2
Ap 0 12h 2h
AT, _——JAT, AT[—
alAT,E A aAT, EFA
Ny alAT, EA R FEgEs
aAT, EFA _aAT,EA
Np —-a AT, FA — 25 =s e

Tabela 7.15: Forcas de fixagdo devidas & accao da temperatura em barra encastrada-
-encastrada deslizante.

+—L—+ +—L—+ L Ly
My —toa fo (a=0) o (a=2b+0)
Mp toa w _W
Vs 0 0 0
Ny —to —to —to
Np to to to

Tabela 7.16: Forgas de fixagao devidas & acgao do pré-esfor¢co em barra encastrada-encas-

trada deslizante.
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do
dq
d
i,
f——l

(nao introduz esforgos) 3‘]

A=1 A=1
................................... b | © |
dy = -1 dq
da =0 dy =0
A=1 A=1
= ’
--------- 1 ED<— - [} gg—>
BA EA | EA EA
L L L L
x x
dg—l—z dg—z

Tabela 7.17: Acgao de deslocamentos nodais em barra encastrada-encastrada deslizante.



164 Analise da Viga Biencastrada

d
N
d
0 2 m
I
. a } 0<a<L

(n&o introduz esforgos) (nao introduz esforgos)
i i
_________ D o omom| D D o o mom| D

1 sex<a 0 sex<a
ds = B ds = -
0 sex>a 1 sex>a

Tabela 7.18: Acgao de deslocamentos nodais em barra com libertagdo de esfor¢o normal.
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(ndo introduz esforcos)

=1

(ndo introduz esforcos)

L

(nao introduz esforgos)

(ndo introduz esforgos)

X X
d1:—1+z dl——z
d R d 1
T L T L
A=1 A=1
—— ——
_________ o o ] «— - [Jo o ] —»
EA EA EA E7A
L L L L
X X
d3=1—— ds = —
3 T 3 L

Tabela 7.19: Accao de deslocamentos nodais em barra biarticulada.
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Esforcos Independentes

Matriz de Rigidez

M.

M; T B, I ¢ 3
C ).

} L }

Deformagoes Independentes

[\

4EI _2EI
_ L L
Kn=1 9k1 4EI

Tabela 7.20: Esforcos e deformagoes independentes em elemento de viga continua.

Caracteristicas

2
yo\ Bl

Forgas e Deslocamentos Nodais

Matriz de Rigidez

_12E]

Tabela 7.21: Elemento de viga continua.
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Esforgos Independentes Matriz de Rigidez

-+
~
-

Deformagoes Independentes

47[4—1-63'4*-

Tabela 7.22: Esforcos e deformagoes independentes em elemento de trelica.

Caracteristicas Forcas e Deslocamentos Nodais
1 4
Oo E, A o] —» — [Io o] —»
2 1 ~ ~
' 2 43 5 4o
} L }
Matriz de Rigidez
[ EA \ _EA 1
Tz 00, -7 00
0 00 0 00
0 0 0 0 00
K. = | -2 -~ [
* EA . EA
-z 007 00
0 0 0r 0 00
0 00 1 0 0 0 |

Tabela 7.23: Elemento de trelica.
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Esfor¢os Independentes

Matriz de Rigidez

=
3
[
o >
SRS
~
~ (V)
Eh‘@j
~

oh‘
Oh\

Q
b“k‘O o

Tabela 7.24: Esforcos e deformacgoes independentes em elemento de grelha.

Caracteristicas Forcas e Deslocamentos Nodais
E 1,G,J 1 4
9 ] a —» —»» [] 1 —»»
~ 1 / 3 / 6
3 2 5
$ L }
Matriz de Rigidez
R R
0 AEI  _6EI 0 2E1T 6ET
L 2 L R
0 _6BI 12EI 0 _6EI _12BI
K. - | % = 200 v R T
-¢2 90 0 &L 0
0 2ET 6ET 0 4ET 6ET
L L2 L L2
0 6EI _12BI' | 6EI  12E1
i L2 L3 L2 I

Tabela 7.25: Elemento de grelha.
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Caracteristicas Esforgos e Deformacoes Independentes
Ea G7 A’ -[23 13, J 3 4
2 [ ] —
’/ ¢ 3 1 [ ] —» —»
A
: L :

Matriz de Rigidez

2E 1>

iALL 2L 0 0 0 0

—28L  4AEL 0 0 0 0

K — 0 0 e~
0 0 2L 4EL o g

0 0 0 o £4 0

|0 0 0 0 0 &7

Tabela 7.26: Esforcos e deformagoes independentes em elemento de portico tridimensional.
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Capitulo 8

Indeterminacao Cinematica

8.1 Introducao

Ao analisar o comportamento de uma estrutura sujeita a uma determinada solicita-
¢ao, as incognitas de natureza cinematica presentes no problema sao os deslocamentos que
se verificam nos nos de discretizacao da estrutura e as descontinuidades que se instalam
nos aparelhos de libertagdo que nela possam existir. A estrutura diz-se ser cinematica-
mente determinada quando todos os deslocamentos nodais e todas as descontinuidades sao
conhecidos.

Os elementos-base analisados no capitulo anterior sdo os sistemas estruturais cine-
maticamente determinados mais simples de que neste momento se dispoe. Nas tabelas
anteriormente apresentadas estao definidos os deslocamentos nodais e as descontinuida-
des que neles se desenvolvem quando sao actuados pelas cargas de vao ou sujeitos aos
deslocamentos impostos que ai se consideram.

Entre os elementos-base que entao foram analisados, os que estao associados a estru-
turas planas solicitadas no préprio plano sdo os representados na figura 8.1. Qualquer
combinacao dos elementos-base ai indicados gera sistemas estruturais planos que também
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Figura 8.1: Barras cinematicamente determinadas.
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Figura 8.2: Estrutura cinematicamente determinada.

sao cinematicamente determinados.

Na figura 8.2a representa-se um sistema desse tipo. A estrutura é cinematicamente de-
terminada, por ser possivel calcular os deslocamentos que se desenvolvem nos nés usando
directamente os resultados resumidos nas tabelas 7.6 a 7.8, onde se caracteriza o compor-
tamento dos elementos-base que a compoem.

Como se ilustra na figura 8.2b, o que caracteriza o comportamento das estruturas
cinematicamente determinadas é o facto de nao existir interaccao entre os elementos que
as constituem. Os esforcos, as deformacgoes e os deslocamentos que se desenvolvem num
elemento dependem exclusivamente das suas propriedades, geométricas e mecéanicas, e da
solicitagao que sobre ele directamente actua.

Este tipo de comportamento deve-se ao facto de estar encastrado ao meio de fundacao
o Unico n6 da estrutura que é comum aos elementos que a constituem. O encastramento
permite que cada barra transmita directamente para a fundacao, sob a forma de reacgoes
de apoio, os esforcos que nela se desenvolvem.

Como se ilustra na figura 8.3, a independéncia do comportamento dos elementos da
estrutura termina assim que se introduz uma libertagao ao exterior no n6 por eles parti-
lhado. Se, como ai se indica, essa libertacao for uma articulagao, os elementos 1 e 2 deixam
de poder transmitir directamente para a fundacdo os momentos flectores que se desenvol-
vem nas secgOes que os ligam ao né que partilham. Consequentemente, estabelece-se um
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Figura 8.3: Estrutura cinematicamente indeterminada.

fluxo de esforgos entre os vérios elementos, que se traduz na alteragdo da deformada da
estrutura. A deformagdo que agora se verifica no elemento 3 resulta dos esforgos que lhe
sao transmitidos pelos restantes elementos.

Como os deslocamentos que se desenvolvem nos nés da estrutura nao podem ser cal-
culados directamente a partir dos resultados resumidos nas tabelas que caracterizam o
comportamento de cada elemento estrutural, diz-se que a estrutura se tornou cinematica-
mente indeterminada. O que caracteriza o comportamento das estruturas cinematicamente
indeterminadas € pois a interac¢do que se manifesta entre os elementos que a compéem. O
comportamento de cada elemento influencia e é influenciado pelo dos restantes elementos
da estrutura.

Como se ilustra na figura 8.4, a deformada representada na figura 8.3a pode ser obtida
sobrepondo a da estrutura cinematicamente determinada, indicada na figura 8.2b, com a
que se obtém quando se impoe a rotagao nodal ¢ na auséncia das solicitagdes de vao. Os
deslocamentos definidos na figura 8.4b foram obtidos a partir das tabelas 7.13 e 7.17.

Os resultados apresentados na figura 8.4c¢ mostram que s6 é possivel determinar os des-
locamentos em todos os noés e a descontinuidade angular na articulagdo, quando se conhecer
a rotagao ¢q. Diz-se por isso que a estrutura é uma vez cinematicamente indeterminada.
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(a) Solucdo particular (estado 0).
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(b) Solugédo Complementar (estado 1).
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Figura 8.4: Sobreposigao de efeitos.
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No caso geral, define-se como grau de indeterminagdo cinemdtica de uma estrutura,
B, o nimero de deslocamentos nodais e de descontinuidades que é necessério e suficiente
conhecer para determinar univocamente os deslocamentos em todos os nés e as desconti-
nuidades em todas as libertagoes da estrutura. Por outras palavras, é o menor nimero de
deslocamentos nodais e de descontinuidades que é necessario impedir na estrutura para a
reduzir a um sistema de elementos-base cinematicamente determinados.

Esta definicdo mostra que, contrariamente ao que sucedia com o grau de hiperestatia,
a, o grau de indeterminacao cineméatica nao é um invariante da estrutura, pois depende
da discretizagao adoptada e, fundamentalmente, dos elementos-base disponiveis.

Se, para analisar a estrutura representada na figura 8.3a, se dispuser apenas do elemento
biencastrado representado na figura 8.1, o grau de indeterminagao cinemética da estrutura
cresce para 3 = 3. Como se ilustra na figura 8.5a, torna-se agora necessario bloquear 2
deslocamentos nodais e a descontinuidade na articulacao para reduzir a estrutura a uma
combinacao de elementos biencastrados.

Admita-se novamente que para analisar a estrutura em causa, se dispoe de todos os
elementos indicados na figura 8.1. Suponha-se todavia que sob a carga concentrada que
actua sobre a estrutura se introduz também um né de discretizagdo. Se assim se fizer,
a indeterminagdo cinemética cresce em 3 graus, pois passa a ser necessario bloquear 4
deslocamentos para transformar a estrutura num sistema de elementos cinematicamente
determinados, como se ilustra na figura 8.5b.

Note-se que a introdugao desse n6 adicional seria de facto necessaria se o elemento fosse
composto por dois trogos com propriedades geométricas e/ou mecanicas distintas, pois a
analise das pecas cinematicamente determinadas, realizada no capitulo anterior, baseou-se
na hipotese dos elementos serem uniformes.

Mesmo que os elementos da estrutura em causa sejam uniformes se, como se ilustra
na figura 8.5¢, a articulagao for eldstica, e nao perfeita, a descontinuidade angular que ai
se desenvolve tem de ser considerada como independente, pois nao se dispoe de nenhum
elemento-base com essas caracteristicas.

Uma situacdo anéloga é a representada na figura 8.5d. O deslocamento no encastra-
mento deslizante tem de ser considerado como independente por este ser obliquo em relagao
ao eixo da peca. Nenhum dos elementos analisados apresenta esta condigao apoio.

Exercicio 8.1. Determine os graus de indeterminacao cinematica do pértico plano
representado na figura 8.6, quando se admite que se dispoe dos seguintes elementos-base:
(i) elementos biarticulados e biencastrados;
(ii) elemento encastrado-articulado, para além dos anteriores.

8.2 Estruturas sem Libertacoes

Numa estrutura reticulada sem aparelhos de libertacao, os nés de discretizacao estao
encastrados as barras que a constituem, sendo também por encastramento total que se
realizam as ligacoes ao meio de fundagao que nela possam existir. Neste tipo de estruturas,
as Unicas incégnitas cineméticas sao, portanto, os deslocamentos nos nos livres, isto é nos
noés que nao sao de fundagao.

Como o ntimero de graus de liberdade por né é de 3 ou 6, consoante se trate de uma
estrutura plana ou tridimensional, é a seguinte a definicdo do grau de indeterminacao
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Figura 8.5: Indeterminagao cinemética para diferentes condigoes.
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Figura 8.6: Poértico plano.
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Figura 8.7: Estrutura sem libertagoes.

cinematica de uma estrutura com N noés livres:

5_{2}N. (8.1)

Na figura 8.7 indicam-se os graus de liberdade da estrutura af representada, assim como
os modos de deformagao associados a cada um dos trés deslocamentos independentes.

8.3 Estruturas com Libertacoes

As estruturas articuladas solicitadas por forcas aplicadas nos nos, constituem um caso
muito particular de estruturas com libertagoes. Estas estruturas podem ser representadas,
sem perda de generalidade, usando um tnico tipo de elemento-base, a peca biarticulada
indicada na figura 8.1.

Como nas trelicas os inicos deslocamentos independentes sao as translagoes dos nos, o
grau de indeterminacao cinematica é definido por,

ﬁ:{g}N+%, (8.2)

em que L, representa o numero de translagoes permitidas nos nos de fundagao. Para o
exemplo ilustrado na figura 8.8, tem-se:

B=2-6+2.

J& anteriormente se referiu que quando o tnico elemento-base disponivel é a peca bien-
castrada, tem de se considerar como deslocamentos independentes todos os deslocamentos
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Figura 8.8: Deslocamentos nodais de uma treliga.

nodais possiveis, assim como as descontinuidades em todas as libertagoes. Esta situagao
foi ilustrada na figura 8.5a.

Quando assim é, se na estrutura existirem L. libertacoes externas e L; libertacoes
internas, o grau de indeterminacao cinemética tem a seguinte expressao:

3
B=qy ( NtletLs (8.3)

Para o caso da estrutura representada na figura 8.5a, tem-se:
B=3-04+2+1

A quantificagdo do grau de indeterminacdo cinematica de estruturas com libertacoes
s6 é imediata quando para a anélise da estrutura se dispoe apenas de um elemento-base.
Caso contrario, torna-se necessario recorrer a um procedimento geral, por nao ser possivel
estabelecer uma formula para o grau de indeterminagéo cinematica vélida para todas as
aplicagoes.

O procedimento que se sugere consiste em introduzir sequencialmente ligagoes na es-
trutura até a transformar numa combinacgao dos elementos-base disponiveis para realizar
a sua analise. Cada ligagao introduzida corresponde a um grau de liberdade que é retirado
a estrutura, pelo que o seu grau de indeterminacao cinemética se identifica com o niimero
total de bloqueamentos realizados. Para sistematizar este procedimento, deve-se comegar
pelos elementos com ligagoes ao meio de fundacao, de maneira a transferir os bloqueamen-
tos para o interior da estrutura. Em cada fase, para o ndé a analisar deve ser escolhido
aquele a que ligam o menor nimero de elementos.

Como exemplo de aplicagao, considere-se a estrutura representada na figura 8.9a e
admita-se que para a sua andlise estao disponiveis os elementos-base representados na
figura 8.1. Esta estrutura é 9 vezes indeterminada cinematicamente, estando a sequéncia
de bloqueamentos ilustrada nas figuras 8.9b a 8.9d.

O n6 5 é o nd de fundagao a que liga o menor ntimero de elementos. O deslocamento
que é ai permitido deve ser impedido por nao se dispor de um elemento-base com um
encastramento deslizante obliquo em relagao ao eixo da pega. Como se indica na figura 8.9b,
para transformar o elemento 6 numa peca encastrada-articulada, é necessario bloquear o
no 4.

O no6 1 é agora o ndé com o maior namero de bloqueamentos em que incide o menor nu-
mero de elementos. Para impedir a interaccao entre os elementos 1 e 4, torna-se necessario
bloquear a rotagao nesse no, transformando o elemento 1 numa pega biencastrada. Como
se ilustra na figura 8.9¢, para reduzir o elemento 4 a uma pega do mesmo tipo, o n6 2
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Figura 8.9: Identificacao dos deslocamentos independentes.

tem de ser encastrado. O elemento 2 fica simultaneamente transformado numa pecga biar-
ticulada. Para transformar a estrutura numa combinagao dos elementos-base disponiveis,
basta agora impedir a translagao do né 3, como se ilustra na figura 8.9d.

Os 9 deslocamentos independentes da estrutura estao indicados na figura 8.9e.

O procedimento anteriormente descrito pode ser resumido nos seguintes passos:

Definicao do Grau de Indeterminagao Cineméatica

1. discretize a estrutura usando o niimero necessario e suficiente de noés;

2. seleccione para movimentos independentes da estrutura os permitidos pelas liberta-
coes elasticas que nela possam existir. Bloqueie essas libertagoes para impedir que
esses movimentos voltem a ocorrer;

3. entre os nos de fundagao, seleccione aquele que tem o maior nimero de ligagoes ao
exterior e no qual esta incidente o menor ntimero de elementos;

4. introduza nos noés de extremidade dos elementos assim definidos o niimero de ligagoes
necessario e suficiente para o transformar num dos elementos-base disponiveis para a
analise da estrutura. Passe a interpretar esses nés como nos de fundacao da estrutura
modificada;
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Figura 8.10: Estruturas reticuladas planas.

5. regresse ao passo 3 e repita o processo até transformar a estrutura numa combinagao
dos elementos-base disponiveis;

6. o ntimero de bloqueamentos realizados representa o grau de indeterminacao cinema-
tica da estrutura, (3.

Exercicio 8.2. Com base no procedimento anteriormente sugerido, verifique os graus
de indeterminacgao cinematica indicados na figura 8.10 para as estruturas ai representadas.

8.4 Tracado de Deformadas

Quando se bloqueiam os 8 deslocamentos independentes de uma estrutura reticulada,
a estrutura resultante é, por defini¢cao, cinematicamente determinada. Esta é a estrutura-
base da analise do método dos deslocamentos, cuja equacao resolvente é estabelecida so-
brepondo o efeito de cada um dos deslocamentos nodais da estrutura, quando sao nulas as
cargas aplicadas, ao efeito dessas cargas quando se bloqueiam os deslocamentos indepen-
dentes.

Nestas condigoes, é simples determinar as deformadas provocadas por cada uma das
B + 1 acgoes, os deslocamentos nodais e o conjunto das cargas aplicadas & estrutura.
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2

Cada uma dessas deformadas deve ser cinematicamente admissivel, isto é, satisfazer a
condi¢ao de continuidade dos deslocamentos e das rotagdes em cada barra e respeitar
as condigoes de ligacdo de cada barra aos nés de extremidade e de ligacao desses nos
ao meio de fundagado, como se ilustra na figura 8.4. Para além disso, cada deformada é
cinematicamente determinada, isto é, sao calculaveis os deslocamentos em todos os nés e
as descontinuidades em todas as libertagoes recorrendo apenas a consideragoes geométricas
e a informagao disponivel sobre a deformagao de cada pega da estrutura-base.

O procedimento a adoptar no tragado de deformadas cinematicamente admissiveis pro-
vocadas pelos deslocamentos independentes pode ser resumido nos seguintes passos, apos
a identificacao da estrutura-base:

Tracado de deformadas compativeis

1. libertar na estrutura-base a ligacdo que impede o deslocamento independente g; e
impor esse movimento;

2. definir, por tangentes aos nés, as condicoes de ligacao de cada barra a cada no,
permitindo os movimentos relativos nos aparelhos de libertacao que possam existir;

3. tragar, para cada barra, a linha mais simples que satisfaz as condigoes de ligagao
assim definidas e assegurar a continuidade dos deslocamentos e das rotagoes em cada
peca.

2

¢ imediata a adaptagdo deste procedimento ao tragado da deformada causada pelas
cargas aplicadas a estrutura-base, devendo-se apenas atender ao andamento que cada carga
de vao pode induzir nas pecas a que estao aplicadas. As barras livres de cargas de vao
permanecem indeformadas.

Exercicio 8.3. Trace as deformadas associadas aos deslocamentos independentes da
estrutura representada na figura 8.10.

8.5 Estruturas com Elementos Rigidos

As férmulas anteriormente definidas para o calculo do grau de indeterminagao cine-
matica das estruturas, assim como o procedimento que foi sugerido, pressupdoem que o0s
elementos que formam a estrutura podem sofrer qualquer tipo de deformacao.

Casos existem, todavia, em que se sabe de antemao serem nulas certas deformacoes,
como serd o caso da flexdo em barras solicitadas axialmente, ou tdo pequenas que devem
ser supostas nulas no caso da analise geometricamente linear, como sucede & deformagao
axial em pegas solicitadas transversalmente ao seu eixo.

Em geral, e como adiante se poderé verificar, nem todas as componentes de deformacao
que se admite serem nulas sao linearmente independentes entre si. Se numa estrutura ¢’
componentes de deformacao sdo nulas, das quais,

§<¢
sao linearmente independentes, o seu grau de indeterminagao cinemética reduz-se para,
B =pB-6, (8.4)

em que 3 representa o grau de indeterminacdo cinemética da estrutura quando se admite
serem possiveis todos os tipos de deformagao. O pardmetro § representa pois os modos
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Figura 8.11: Movimentos possiveis em barras axialmente indeforméveis.

de deformacao independentes que as ¢’ deformacoes nulas impedem que se desenvolvam
na estrutura. Como s6 em casos particulares se torna possivel exprimir o pardmetro § em
fungao do nimero de deformagoes nulas, §’, a utilidade pratica da definigdo (8.4) é muito
limitada.

Na anélise de estruturas porticadas pelo método dos deslocamentos, é frequente ad-
mitir-se a hipotese de ser desprezéavel a deformacao axial em determinados elementos da
estrutura. Como adiante se podera verificar, esta hipotese permite reduzir substancial-
mente o grau de indeterminagdo cinemética da estrutura (8’ < () sem que o rigor dos
resultados fornecidos pela andlise estrutural seja significativamente afectado. Interessa,
pois, analisar com um certo pormenor o problema da definicdo do grau de indeterminacao
cinematica de estruturas com elementos axialmente rigidos.

Como se ilustra na figura 8.11, para além dos deslocamentos de corpo rigido, na hi-
potese da linearidade geométrica, as rotacoes nos nés de um elemento nao provocam o
aparecimento de deformacgoes axiais, 0 mesmo sucedendo quando nos nos se provocam des-
locamentos perpendiculares ao eixo da peca. Qualquer combinacao destes movimentos é
também possivel em elementos axialmente rigidos. Na hipoétese da linearidade geométrica,
a deformacao axial de um elemento s6 pode ser causada pelo deslocamento relativo dos
no6s no sentido do eixo do elemento.

A existéncia de componentes de deformagao linearmente dependentes é facilmente ilus-
trada com o sistema representado na figura 8.12. A estrutura tem 8 = 3 graus de liberdade
quando se admite a deformabilidade axial das barras. Quando se admite que as barras sao
axialmente rigidas (&' = 2), verifica-se que dos 3 deslocamentos nodais apenas 2 sdo pos-
siveis. Ao impor o deslocamento g3, introduz-se nas barras deformacoes axiais iguais mas
de sinal contrario, pelo que apenas uma delas é linearmente independente (§ = 1).

Considere-se agora o caso mais geral representado na figura 8.13a. Se todas as com-
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Figura 8.12: Dependéncia das deformagoes axiais.

ponentes de deformagado no plano da estrutura forem possiveis, o portico tem 8 = 6 graus
de indeterminagao cinematica, estando nas figuras 8.13b representadas as deformadas que
lhes estao associadas.

Suponha-se agora que as trés barras da estrutura sdo axialmente rigidas, como se
indica na figura 8.14a. Com elementos deste tipo, os modos de deformagao linearmente
independentes que se podem instalar na estrutura sao os ai representados. Para determinar
esses modos de deformacao, utilizou-se o procedimento que a seguir se descreve.

Numa primeira fase, procurou-se entre os 6 deslocamentos nodais ¢; aqueles que de
antemao se sabe continuarem a ser possiveis na estrutura com barras axialmente rigidas.
Sao eles as rotacoes nodais indicadas na figura 8.13a, as quais passam a ser designadas na
estrutura modificada por d; e ds nas figuras 8.14b e 8.14c. As deformadas representadas
nessa figura mostram que estas rotagoes provocam os seguintes deslocamentos nodais:

q1 =du, ¢ =0-d; i #1, (8.5a)
qs =da, ¢ =0-d; i # 4. (8.5b)

Para que os modos de deformacao associados a estas rotagoes nao possam tornar a ocor-
rer, introduzem-se na estrutura as ligagoes correspondentes, como se ilustra na figura 8.14d.

Numa segunda fase devem-se procurar os movimentos de translagao que se sabe terem
de ser nulos. Sao eles os deslocamentos nodais no sentido do eixo das pegas em que o outro
n6 de extremidade esteja fixo. Da figura 8.13a conclui-se que g3 = 0.

Esta informagao é introduzida na estrutura de barras axialmente rigidas ao transformar
a ligacao do nd 2 num encastramento deslizante horizontal. Como se sugere na figura 8.14e,
deixa de ser necessario indicar que o elemento 1 é axialmente indeforméavel, pois agora sé
pode sofrer deslocamentos perpendiculares ao eixo.

A terceira fase da analise consiste em determinar, entre os deslocamentos de translacao
ainda possiveis, quais sdo os que ndo provocam o aparecimento de deformagoes axiais nos
elementos da estrutura. Nesta fase deve dar-se prioridade aos nés da estrutura que, em
cada instante, tém o menor nimero de translagoes possiveis e a que ligue pelo menos um
elemento com o outro né de extremidade fixo.

Na estrutura em analise, é o n6 2 que esta nestas condi¢oes, mostrando-se a deformada
definida na figura 8.14f. é ai que se provoca o deslocamento d3, desligando-se simultanea-
mente a barra 2 do resto da estrutura para facilitar o estudo do movimento, como se ilustra
na figura 8.15a. Para recuperar a continuidade da estrutura, é necessario tornar a ligar
as barras 2 e 3. As extremidades destas barras tém de se deslocar perpendicularmente ao
eixo, de modo a garantir que durante o movimento néo se desenvolvem deformacoes axiais.
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(b)

Figura 8.13: Poértico com barras axialmente deformaveis.

A deformada que se obtém estd também representada na figura 8.15b, concluindo-se
que:
@1 =¢q3=q1=0-d3, g2 =q5= g6 = ds. (8.6)

Para garantir que o modo de deformacao d3 ndo toma a ocorrer, basta transformar o
n6é 2 num encastramento total, como se ilustra na figura 8.16a.

O n6 3 é o tinico nod da estrutura que ainda se pode mover. As barras que ai incidem
s6 podem sofrer deslocamentos perpendiculares ao eixo, verificando-se que a posi¢ao inicial
do nd 3 é a tunica que satisfaz simultaneamente essas restrigdes. O facto de todos os
noés estarem bloqueados, indica que estao esgotados os modos de deformacao linearmente
independentes da estrutura com elementos axialmente indeformaveis, como se ilustra na
figura 8.16b.

O grau de indeterminagao cinemética da estrutura desce pois de 8 = 6 para 3’ = 3.
Verifica-se neste exemplo que o niimero de componentes de deformacao nulas, ¢’ = 3, iguala
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Figura 8.14: Pértico com barras axialmente indeformaéveis.

(a) (b)

Figura 8.16: Definigdo da estrutura-base.
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o dos modos de deformacao impedidos, § = 3.
Se se agruparem nos vectores q e d os parametros g; e d;, que descrevem os modos de
deformagao anteriormente analisados, as relagoes (8.5) e (8.6) tomam a seguinte expressao

q 1 0 0
00 1
- 000 d
BT G dy v (8.7)
q4 010 J
as 00 1 s
de6 ) L 0 0 1 ]
No caso geral, esta expressao toma a forma:
q=Td (8.8)

A matriz de dependéncia dos deslocamentos, T, define pois a relagdo que se estabelece
entre os deslocamentos nodais e os deslocamentos independentes da estrutura quando se
passa a admitir serem nulas determinadas componentes de deformagcao nos elementos que
a constituem.

O procedimento anteriormente utilizado para estabelecer o grau de indeterminacao
cinemética de estruturas com elementos rigidos, pode ser resumido nos seguintes passos:

Definicao do Grau de Indeterminagao Cinematica em Estruturas com
Elementos Rigidos

1. determine o grau de indeterminagao cinemética da estrutura admitindo que todas as
componentes de deformacao sao possiveis. Identifique os deslocamentos independen-
tes correspondentes, ¢;;

2. seleccione para movimentos independentes da estrutura as descontinuidades nas liber-
tagoOes elasticas que nao estejam associadas a modos de deformacao nulos. Bloqueie
essas descontinuidades;

3. seleccione para rotagoes independentes todas as rotagoes ¢; em nbés em que incidam
no maximo uma peca rigida & flexao. Bloqueie essas rotacoes;

4. identifique e bloqueie os movimentos ¢; que se sabe de antemao serem nulos. Sao
eles:

(a) os deslocamentos no sentido do eixo de pegas axialmente rigidas, em que o outro
noé de extremidade esteja fixo;

(b) as rotagoes em nos a que ligam pegas rigidas a flexdo, em que o outro né de
extremidade esteja impedido de rodar;

5. passe a interpretar como nos de fundagao da estrutura modificada todos aqueles que
tém movimentos de translacao impedidos;

6. seleccione entre os nés de fundagao aquele que tem o menor nimero de translagoes
ainda livres e em que incida pelo menos uma barra com o outro né de extremidade
fixo. Desligue da estrutura todos os outros elementos que incidem nesse né e provoque
al uma translagao. Compatibilize a deformada de modo a nao provocar as compo-
nentes de deformacao impedidos nos elementos rigidos. Bloqueie um deslocamento
que tenha ocorrido no modo de deformagao encontrado;

7. regresse ao passo b e repita o processo até fixar completamente a estrutura;
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Figura 8.17: Poértico com piso rigido.

8. o nimero de bloqueamentos realizados, & excep¢ao dos implementados no passo 4,
representa o grau de indeterminacao cinemética da estrutura, /3’

Exercicio 8.4. Verifique, com base no procedimento anteriormente descrito, se a
estrutura representada na figura 8.17 tem apenas os graus de liberdade ilustrados nas
figuras 8.17b e 8.17c, quando se admite que um elemento é axialmente rigido e outro
também o é & flexao.

Exercicio 8.5. Com base no procedimento anteriormente descrito, verifique os graus
de indeterminagao cinemética indicados na figura 8.18 para as estruturas af representadas.

Exercicio 8.6. Trace as deformadas associadas aos deslocamentos independentes das
estruturas representadas na figura 8.18 e estabeleca, para cada uma, a matriz de depen-
déncia dos deslocamentos, T.



188 Indeterminagao Cinematica

—

7 /77 -t -
} 5 } 5 4 } 6 b—g—4
A =00
A=oo VAl L
7m
: ; —e /823
} 5 } 5 } +—12—4+24—34—+24-12—+

Figura 8.18: Indeterminacao cinematica de estruturas reticuladas planas.



Capitulo 9

Método dos Deslocamentos

9.1 Introducao

A ideia em que o método dos deslocamentos se baseia consiste, essencialmente, em
substituir a estrutura a analisar por um sistema de elementos cinematicamente determina-
dos, designado por estrutura-base. As incégnitas do problema sao agora os deslocamentos
independentes da estrutura a analisar, os quais sao calculados obrigando a estrutura-base
a tornar-se estéitica e cinematicamente equivalente & estrutura em anélise.

A estrutura representada na figura 9.1 vai ser utilizada para introduzir os conceitos em
que o método dos deslocamentos se fundamenta.

Na figura 9.2 esta representada uma deformada admissivel para a estrutura em causa.
Essa deformada satisfaz todas as condi¢bes de apoio, de continuidade das deformagGes nos
elementos e da sua ligacdo aos nés que os limitam.

Dos dois deslocamentos nodais ai assinalados, é possivel seleccionar apenas a rotagao
q como deslocamento independente. De facto, como se ilustra na figura 9.3, quando essa
rotacdo é bloqueada, a estrutura transforma-se numa combinagdo de elementos-base ja

¢
T
Lé_é
=

*%LHHHHKE

E, I = constante fa
L
——
R - —id
Figura 9.1: Pértico plano. Figura 9.2: Deformada cinematicamente ad-

missivel.
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Figura 9.3: Estrutura-base. Figura 9.4: Diagrama de corpo livre.

analisados. A estrutura em anélise tem, portanto, 1 grau de indeterminacdo cinemética,
sendo o sistema representado na figura 9.3 a estrutura-base que lhe esta associada.

Na figura 9.4 esta representado o diagrama de corpo livre da estrutura. Para além da
solicitagao estao também indicadas as reacgoes que os apoios da estrutura sao capazes de
mobilizar. Na mesma figura esta ainda assinalada a forga correspondente ao deslocamento
indeterminado, o momento nodal ). Para o carregamento em andlise, definido na figura 9.1,
o momento ¢ é nulo:

Q=o0. 9.1)

é o facto de se conhecer a for¢a, momento (), correspondente ao deslocamento tomado
como incognita, a rotacdo ¢, que vai sustentar a estratégia de anélise da estrutura pelo
método dos deslocamentos.

Na concepc¢ao do método dos deslocamentos, a resposta da estrutura é consequéncia
da acgao simultanea de dois grupos de solicitagoes, nomeadamente o deslocamento inde-
pendente ¢ e o carregamento f.

Suponha-se agora que cada uma dessas solicitagoes é aplicada & estrutura-base, na
auséncia da outra, como se ilustra nas figuras 9.5 e 9.6. Por analogia com a nomenclatura
utilizada no método das forcas, a componente associada & incégnita do problema, que agora
é a rotacao ¢, é designada por solucio complementar, enquanto a componente associada ao
carregamento é designada por solu¢do particular. Interessa salientar que tanto a solugao
complementar como a solugao particular satisfazem as condigbes de compatibilidade da
estrutura em analise.

Se se compararem as deformadas representadas nas figuras 9.5 e 9.6 com a dada na
figura 9.2, conclui-se que as condigoes de continuidade das deformagoes nos elementos es-
truturais e a da sua ligacao aos nés que os limitam, continuam a ser respeitadas. Relativa-
mente as condi¢oes de apoio, pode também verificar-se que nao existe nenhum movimento
que esteja impedido na estrutura em anéalise que seja permitido em qualquer das solugoes,
particular ou complementar.

Como o deslocamento que esta impedido na solugao particular (¢ = 0), é permitido na
solucdo complementar, conclui-se que ao combinar as deformadas que lhes estao associadas,
se obtém uma que é cinematicamente equivalente & da estrutura em andlise. Em parti-
cular, o deslocamento dependente, d, no encastramento deslizante, pode ser determinado
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Figura 9.5: Accao do deslocamento nodal q. Figura 9.6: Accao das cargas de vao.

combinando as parcelas que estao associadas as solugdes complementar e particular:
d=d.+ dy. (9.2)

Interessa agora analisar o que se passa do ponto de vista estatico, isto é das condicoes
de equilibrio da estrutura.

Na figura 9.7a representa-se o sistema de forgas que é necessario aplicar a cada elemento
estrutural, quando suposto isolado no espago, para introduzir as deformadas causadas
pela rotagao independente q. As forgas af indicadas foram determinadas recorrendo as
tabelas 7.9 e 7.17. Para reconstruir a estrutura, torna-se a ligar os elementos pelo né que
partilham, indicando-se na figura 9.7b as resultantes das forcas nodais que se desenvolvem
na deformada associada & solu¢ao complementar. é facil verificar que esse sistema de forcas
estd em equilibrio.

Como se ilustra na figura 9.7c¢, quando no diagrama de corpo livre se introduzem
as condigoes de ligagao ao exterior da estrutura em analise, conclui-se que todas as forgas
nodais sao absorvidas como reacg¢oes de apoio, ja identificadas na figura 9.4, excepto aquela
que corresponde ao deslocamento independente. Por outras palavras, para introduzir a
rotacao nodal ¢, na auséncia de qualquer outra solicitagao, é necessario aplicar & estrutura
o momento correspondente, com o valor:

Q. = (5?) : 9.3)

Considere-se agora a solugao particular, representada na figura 9.6. Em consequéncia
das condicoes de apoio da estrutura-base, cada elemento do sistema responde directa e
exclusivamente & solicitagdo que lhe esta aplicada. Como os elementos se comportam
independentemente um do outro, torna-se possivel desliga-los e determinar as forcas que é
necessario aplicar aos nés para, por um lado, equilibrar a solicitacao e, por outro, manter
as condicoes de apoio dos nés de extremidade. Os valores tomados por essas forcas estao
representados na figura 9.8a e foram determinados usando as tabelas 7.6 e 7.14.

Como se ilustra na figura 9.8b, para reconstruir a estrutura, basta ligar os elementos
pelo né que partilham, somando todas as forcas nodais que ai se desenvolvem. Como
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Figura 9.7: Forgas nodais devidas aos deslocamentos independentes.
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Figura 9.8: Forcas nodais devidas ao carregamento.
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Figura 9.9: Sobreposicao das solugoes complementar e particular.

qualquer dos elementos representados na figura 9.8a estd em equilibrio, também o esté

o sistema de forgas resultantes da sua ligacdo. Analogamente ao que sucedera com a

solugao complementar, quando no diagrama de corpo livre associado & solucao particular

se introduzem as condigoes de apoio da estrutura em analise, todas as forcas nodais se

identificam como reacgoes, excepto aquela que corresponde ao deslocamento independente.
A figura 9.8c ilustra qual é agora a fun¢do do momento nodal:

2
Qo = —flTL - f23L . (9.4)

é o momento que é necessario aplicar & estrutura para impedir o deslocamento independente
quanto actua a solicitagdo de vao. Por outras palavras, é uma forca de fixagao.

Na figura 9.9 representa-se o resultado da sobreposicao das solicitacoes associadas as
solugoes complementar e particular, identificadas nas figuras 9.7c e 9.8c, respectivamente.
O momento nodal, @, ai indicado é obtido sobrepondo os resultados (9.3) e (9.4):

_(5EI hL  fL?

Para que o sistema representado na figura 9.9 se torne estaticamente equivalente ao
problema em andlise, definido na figura 9.1, basta impor a condi¢do (9.1) que exige ser
nulo o momento (9.5) aplicado a estrutura:

Esta equagao pode ser resolvida para o deslocamento independente,

_ (3f1 +8f2L) L?
= 120E1 (97)

ficando deste modo levantada a indeterminagao cinemética da estrutura em estudo. Conhe-
cido o valor do deslocamento independente da estrutura, torna-se possivel determinar todas
as variaveis do problema, nomeadamente reacgoes e esforcos, deformacgoes e deslocamentos.
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Figura 9.10: Viga continua.

Por exemplo, de acordo com os resultados associados as solucoes complementar e parti-
cular, definidos nas figuras 9.7b e 9.8b, a reacgao vertical no n6 1 tem a seguinte expressao,

 6EI fi
Ry = +? q+ o
ou, se se usar o resultado (9.7):
_13fi+8f2L
Ry = 50 .

Analogamente, dos resultados resumidos nas mesmas figuras, encontra-se a seguinte
expressao para o momento flector na secgéo 4:

EI L? 3 28 fo L
:7q+f2 _3Nh+2fL

My =7 6 120

Exercicio 9.1. Com base na expressao (9.2) e no resultado (9.7) verifique se, na
estrutura em analise, o deslocamento nodal dependente tem o seguinte valor:

(fi+6f2L) L3
SOFE T ’

Baseie os calculos na informagao obtida nas tabelas 7.14 e 7.17.

d=

Como, no caso geral, as incognitas da equagao resolvente (9.6) sao deslocamentos ge-
neralizados, este método de analise de estruturas é correntemente designado por método
dos deslocamentos. A designacao alternativa, menos frequente, de método da equacgao de
equilibrio, resulta da equagao resolvente ser estabelecida igualando as forgas corresponden-
tes aos deslocamentos indeterminados que se desenvolvem na estrutura-base, com as que
se verificam existir na estrutura em anélise.

9.2 Equacao do Método dos Deslocamentos

O objectivo do estudo que a seguir se inicia é o de definir um processo geral que permita
sistematizar a montagem da equagao do método dos deslocamentos, assim como o calculo
dos esforcos, das deformacoes e dos deslocamentos que se desenvolvem numa estrutura
sujeita a uma determinada solicitagao.

Como exemplo de aplicagdo, considere-se a viga continua representada na figura 9.10.
Esta estrutura tem 2 graus de indeterminacdo cinemética pois, para a transformar num
sistema de elementos-base disponiveis, basta bloquear as rotacdes nos noés intermédios,
como se ilustra na figura 9.11.
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Figura 9.11: Estrutura-base.
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Figura 9.12: Deslocamentos e forgas nodais.

Os dois graus de indeterminagao cinematica sao representados pelos deslocamentos
nodais independentes ¢; e go, indicados na figura 9.12. Na mesma figura estao assinaladas
as forgas correspondentes aos deslocamentos independentes. Sao os momentos nodais (g
e (2, 0s quais para o problema em anélise tomam os seguintes valores:

—0
{g; i (9.8)

Por simplicidade, de aqui em diante os deslocamentos nodais independentes sao desig-
nados por deslocamentos nodais e as forgas correspondentes por forcas nodais. Todas as
restantes solicitagoes a que a estrutura esteja sujeita serao designadas por solicitagoes de
vao. Para o exemplo em questao, o momento aplicado no né 4, por estar associado a um
deslocamento dependente, sera interpretado como uma solicitagao de vao.

Suponha-se agora que a solicitagdo de vao é aplicada & estrutura-base representada na
figura 9.11. A acgdo de cada carga de vao esté ilustrada na figura 9.13, indicando-se ai
as reaccoes de apoio que se desenvolvem na estrutura. Essas reacgoes foram calculadas a
partir dos resultados resumidos nas tabelas 7.6, 7.10 e 7.14. Na figura 9.14 apresenta-se o
efeito da sobreposi¢ao de todas as cargas de vao.

Para recuperar as condi¢oes de apoio da estrutura em analise, é necessario substituir
por apoios fixos os encastramentos dos nos intermédios. Para o fazer basta aplicar a esses
noés os seguintes momentos de encastramento, como se ilustra na figura 9.15:

Qo1 =—10 9.9)
Qo2 =—16" .

A comparacao do resultado (9.9) com a condigdo de carregamento (9.8), mostra que
o sistema representado na figura 9.15 ndo é estaticamente equivalente ao problema em
analise, definido na figura 9.10. Para recuperar a equivaléncia estéatica, torna-se necessario
sobrepor a accao dos deslocamentos nodais, ¢ e g2, ao efeito da solicitacao de vao sobre a
estrutura-base.
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Figura 9.15: Forcas de fixacao.
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Figura 9.16: Acgao dos deslocamentos unitarios nodais.

Como se ilustra nas figuras 9.16a e 9.16b, esta operacao é realizada libertando na
estrutura-base cada uma das ligagoes correspondentes aos deslocamentos nodais, de modo
a permitir que sejam impostos separadamente. As forgas indicadas nas figuras 9.16a e 9.16b
foram determinadas recorrendo as tabelas 7.9, 7.13 e 7.17.

Tal como se fez no caso da solicitagdo de vao, para recuperar as condi¢oes de apoio da
estrutura em analise, os encastramentos nos noés intermédios sao substituidos por apoios
fixos, aplicando-se aos n6s os momentos de encastramento, como se ilustra nas figuras 9.17a
e 9.17b. A accdo combinada dos deslocamentos nodais estd representada na figura 9.18,
sendo facil concluir que as forgas nodais tomam os seguintes valores:

{ch = (1,30 ET) q1 + (0,50 ET) s

9.10
Q2= (0,50E1) ¢+ (1,75E 1) qo ( )

Para recuperar a configuragdo da estrutura em andlise, representada na figura 9.12,
basta sobrepor a accao da solicitacao de vao & dos deslocamentos nodais, concluindo-se
facilmente a partir das figuras 9.15 e 9.18 que:

{Qc1+Qo1=Q1 (9.11)

Qe2 + Qo2 = Q2

A equagao do método dos deslocamentos é obtida substituindo em (9.11) os resulta-
dos (9.8) a (9.10),

(1,30 ET) ¢1 + (0,50 ET) g2 + (—10) =0
(0,50E1) q1 + (1,75 E1) go + (—16) = 15’

ool

ou, em notacao matricial:

1,30EI 0,50E1
0,50EI 1,75E1
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Figura 9.17: Forcgas nodais devidas aos deslocamentos nodais unitarios.
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Figura 9.18: Acgao combinada dos deslocamentos nodais.

No caso geral, de uma estrutura com g graus de indeterminacao cinematica, o sistema
de equagodes resolventes (9.12) do método dos deslocamentos toma a forma,

K.q+Qo=Q. (9.13)
em que,
qn
a2
a=9 . ¢ (9.14)
45
é o vector dos deslocamentos nodais independentes, e
Q1
Q2

Q=4 . ¢ (9.15)
Qs
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é o vector das forcas nodais correspondentes, aplicadas & estrutura.

Na expressao (9.13), a matriz K, é designada por matriz de rigidez da estrutura e o
vector Qg por vector das forcas de fixacdo. Estas designacoes resultam do significado fisico
dos coeficientes que intervém nesses operadores.

Para o exemplo anteriormente analisado, os resultados (9.12) e as ilustragoes apresen-
tadas nas figuras 9.15 e 9.17, mostram que:

(D9.1) O coeficiente Qy;, do vector das forgas de fixac¢ao, Qq, representa a
forca nodal QQ; que é necessario aplicar a estrutura quando ela é sujeita a solici-
tacao de vao e se mantém nulos todos os deslocamentos nodais independentes
(q=0).

(D9.2) O coeficiente k;; da matriz de rigidez, K, representa a for¢a nodal
Q; que é necessario aplicar a estrutura quando nela se impoe o deslocamento
nodal independente ¢; = 1 e se mantém nulos todos os restantes (g = 0,k # j),
assim como a solicita¢ao de vao (f = 0).

A matriz de rigidez, K., é uma matriz quadrada com dimensao igual ao grau de inde-
terminacao cinematica da estrutura, 3, e que se caracteriza por ser simétrica,

K, =K’ (9.16)
e ndo singular, isto ¢, existe a matriz inversa, K, !, tal que:
K, 'K, =1 (9.17)

O procedimento anteriormente utilizado para estabelecer a equagao do método dos
deslocamentos (9.13) pode ser sistematizado nos seguintes passos:

Determinacao da Equagao do Método dos Deslocamentos

1. discretize a estrutura e oriente e numere sequencialmente os elementos deformaveis
que a compoem;

2. resuma num quadro as constantes geométricas e elasticas que determinam o compor-
tamento de cada elemento estrutural;

3. determine o grau de indeterminacao cinemética da estrutura, 8, e defina a estrutura-
-base associada;

4. identifique os B deslocamentos nodais q com uma numeracgao sequencial e quantifique
os coeficientes do vector das forgas nodais correspondentes, Q;

5. aplique a estrutura-base a solicitacdo de vao e monte o vector das forcas de fixagao,
Qo, recorrendo a definigao (D9.1);

6. aplique a estrutura-base cada um dos deslocamentos nodais independentes e monte
a matriz de rigidez da estrutura, K,, recorrendo & defini¢ao (D9.2).

Exercicio 9.2. As caracteristicas geométricas e elasticas dos elementos da estrutura
representada na figura 9.19 sdo as seguintes:
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5m ¢ 2 t 2
Figura 9.19: Viga atirantada.
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i E; (kN-m?) I (m*) A; (m?)
1 E I 1001
2 E I 1001
3 E — I

Com base no procedimento anteriormente descrito, verifique se, para os deslocamentos
independentes indicados na figura 9.19, a equagao do método dos deslocamentos (9.13)
tem a seguinte expressao:

1,2 —0,072 0,024 @ ~10 0
EI |-0,072 12,8611 —9,5255| {qop+< —1,8 p =<0
0,024 —9,5255 17,3149 | |3 —37.4 0

9.3 CAlculo dos Deslocamentos

Estabelecida a equagao resolvente (9.13), os deslocamentos independentes da estrutura
em analise sao calculados recorrendo a um método de solucao de sistemas de equagoes
lineares:

a=K" (Q- Qo). (9.18)

Para o exemplo em questao, encontra-se facilmente a seguinte solugao para o sis-

tema (9.12):
| _ 1 [0,988 (9.19)
0 ET |17,432| '
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Figura 9.20: Deslocamentos nodais dependentes.

Conhecidos os deslocamentos independentes da estrutura, a determinagao dos desloca-
mentos nodais dependentes, ou de qualquer outra quantidade, é realizada usando o processo
que foi adoptado para quantificar as forgas nodais (9.11), isto é, por sobreposigao dos efeitos
associados as solugoes complementar e particular do problema.

Como exemplo de aplicagao, considere-se o problema de calcular os deslocamentos
nodais dependentes assinalados na figura 9.20. Com base nas deformadas representadas
nas figuras 9.14 € 9.17, e usando os resultados resumidos nas tabelas anteriormente referidas
encontram-se as seguintes expressoes para os deslocamentos d; e da,

125
d1 =(2,5) ¢1 +(0) @+ 35T

12
dy = (0) QI+(075) QQ‘Fﬁ

ou, matricialmente:

d 2,5 0 1 41,667
ds 0 0,5 | EI] 12

Substituindo o resultado (9.19) em (9.20) vem finalmente:

di| 1 [44,136
d  EI |20,716[°

No caso geral, a definigdo (9.20) para os deslocamentos dependentes toma a seguinte
expressao,

d=Dgq+do. (9.21)

concluindo-se que:

(D9.3) O coeficiente dy; do vector dy representa o deslocamento depen-
dente d; que se verifica na estrutura quando ela é sujeita & solicitacao de vao
e se mantém nulos todos os deslocamentos nodais independentes (q = 0).

(D9.4) O coeficiente d;; da matriz D, representa o deslocamento depen-
dente d; que se verifica na estrutura quando nela se impée o deslocamento no-
dal independente ¢; = 1 e se mantém nulos todos os restantes (g = 0,k # j),
assim como a solicita¢ao de vao (f = 0).
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O procedimento a adoptar no calculo dos deslocamentos dependentes é, pois, o seguinte:
Determinagao dos Deslocamentos Dependentes

1. identifique os deslocamentos dependentes, d, a calcular;

2. calcule a parcela dos deslocamentos dependentes associada a solucao particular apli-
cando a definigao (D9.3);

3. calcule as parcelas dos deslocamentos dependentes associadas a solugao complementar
recorrendo a definigao (D9.4);

4. determine os deslocamentos dependentes substituindo na expressao (9.21) os valores
obtidos para os deslocamentos nodais q.

Exercicio 9.3. Verifique se o deslocamento correspondente & carga concentrada apli-
cada & estrutura representada na figura 9.19, tem a seguinte expressao:

14, 6733)

d=(-0,75)q1 + (0,09) g2 + (0,62) g3 + <EI

9.4 C(Calculo dos Esforcos

Um procedimento analogo ao anteriormente descrito pode ser utilizado para determinar
os esforcos independentes nos elementos que constituem a estrutura a analisar.

Para a estrutura representada na figura 9.10, e de acordo com a orientagao indicada na
figura 9.11, encontra-se a seguinte expressao para os esfor¢os independentes no elemento

R RS 1
My q2 —10

se se atender a informagao contida nas figuras 9.13 e 9.16. No caso geral, esta expressao

~1,0EI —0,50E1
+0,50 EI +1,0E1

toma a forma,
X = Ena+ Xon, (923)

em que:

(D9.5) O vector Xy, representa os esfor¢os independentes que se instalam
no elemento m da estrutura quando ela é sujeita & solicitagao de vao, e se
mantém nulos todos os deslocamentos nodais independentes (q = 0).

(D9.6) A coluna i da matriz E,,, representa os esfor¢os independentes que
se instalam no elemento m da estrutura quando nela se impoe o deslocamento
¢i = 1 e se mantém nulos todos os restantes (¢; = 0,7 # i), assim como a
solicitacao de vao (f = 0).

O procedimento a adoptar no calculo dos esforgos independentes pode ser resumido nos
seguintes passos:
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14,111

Figura 9.21: Diagrama de momentos flectores.

Determinacgao dos Esforgos Independentes

1. identifique os esfor¢os independentes que caracterizam o comportamento de cada
elemento que constitui a estrutura;

2. calcule a parcela dos esforgos independentes associada a solugdo particular, Xgm,,
aplicando a definigdo (D9.5);

3. calcule as parcelas dos esforcos independentes associadas & solugdo complementar,
E,,, recorrendo a definigao (D9.6);

4. determine os esforgos independentes substituindo na expressao (9.23) os valores ob-
tidos para os deslocamentos nodais q.

Conhecidos os esfor¢os independentes e o carregamento, podem determinar-se as dis-
tribuigoes de esforcos que sejam relevantes para a analise da estrutura.

Exercicio 9.4. Utilize o procedimento anteriormente descrito para verificar se o di-
agrama de momentos flectores na estrutura representada na figura 9.10 é o definido na
figura 9.21.

9.5 C(Calculo das Reacgoes de Apoio

As reacgoes que se desenvolvem nos aparelhos de apoio da estrutura podem também
ser calculadas combinando as parcelas associadas as solugoes complementar e particular
do problema. A defini¢ao geral que se encontra, tem a seguinte expressao,

R = Aq+R0. (9.24)

concluindo-se que:

(D9.7) O vector Ry representa as reacgoes que se desenvolvem nos apoios
da estrutura quando ela é sujeita a solicitacao de vao e se mantém nulos todos
os deslocamentos nodais independentes (q = 0).
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vao (f = 0).

(D9.8) A coluna i da matriz A representa as reacgoes que se desenvolvem
nos apoios da estrutura quando nela se impoe o deslocamento ¢; = 1 e se
mantém nulos todos os restantes (¢; = 0,7 # ©), assim como a solicitagao de

Como exemplo de aplicagao, considere-se o problema definido na figura 9.1.

Se se utilizar a informagao contida nas figuras 9.7b e 9.8b, para a identificagdo das
reacgoes de apoio definida na figura 9.4, encontra-se:

F oL ]
EI 0
6
—L
- 0 -

Substituindo os resultados (9.7) e (9.25) na defini¢ao (9.24), obtém-se:

T 120

3HL
12 f4

(21 f1 +16fo L) L
781 +48 fo L

(=3fi—28fL) L
0

(9.25)

O procedimento para o célculo das reacgoes de apoio resume-se, portanto, nos seguintes

passos:

Determinagao do Vector das Reacgoes de Apoio

1. identifique, usando uma numeragao sequencial, as reacgoes que se podem desenvolver
nos aparelhos de apoio da estrutura;

2. calcule a parcela das reacgoes associada a solugao particular, Rg, aplicando a defini-

gao (D9.7);

3. calcule a parcela das reacgoes associadas & solucao complementar, A, aplicando a

definicao (D9.8);

4. determine as reacgoes de apoio substituindo na expressao (9.24) os valores obtidos

para os deslocamentos nodais q.
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Figura 9.22: Assentamento de apoio.

Exercicio 9.5. Utilize o procedimento anteriormente descrito para determinar as
reaccoes de apoio na estrutura representada na figura 9.10, para a solicitagdo ai indicada.

9.6 Assentamentos de Apoio

Considere-se agora o problema de analisar o comportamento de uma estrutura quando
num dos apoios se impoe um determinado assentamento. No modelo da estrutura, para
implementar esta solicitagao, liberta-se a ligacao associada ao movimento que se pretende
impor e aplica-se ai a for¢a correspondente.

Esta operacao esté ilustrada na figura 9.22, em que A representa o assentamento vertical
no no6 2 da estrutura definida na figura 9.10. A intensidade da forga P nao é conhecida a
priori, mas o valor do deslocamento correspondente, A, é um dado do problema.

Para este tipo de solicitagao tem-se sempre,

Q=0. (9.26)

na equagao (9.13) do método dos deslocamentos, pois a forga correspondente a um assen-
tamento de apoio nunca se identifica com qualquer das forgas nodais correspondentes aos
deslocamentos independentes da estrutura.

Os coeficientes do vector das forgas de fixagdo, Qp, sd@o determinados libertando na
estrutura-base a ligacdo correspondente ao assentamento de apoio, implementando-se em
seguida o deslocamento pretendido. Esta operagao esté ilustrada na figura 9.23a para o
problema em estudo. A reconstituicdo das condig¢oes de apoio da estrutura esté represen-
tada na figura 9.23b. Se o assentamento for de,

A = 54 mm,

encontra-se a seguinte definigdo para o vector das forgas de fixagao,

—20,25-1073
Q= {—20,25 - 10—3} ’ (6-27)

de acordo com a convengao definida na figura 9.12 para as forgas nodais.
Substituindo os resultados (9.26) e (9.27) na equagao (9.13) encontra-se,

12,5
q1 _ ) 10_37
q2 87 0

se se usar a matriz de rigidez da estrutura presente na expressao (9.12). Conhecidos os
deslocamentos independentes da estrutura, a aplicacao dos procedimentos anteriormente
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Figura 9.23: Acgao de assentamento de apoio na estrutura-base.

6,0-102ET
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Figura 9.24: Momentos flectores devido a assentamento de apoio.

descritos permite determinar os deslocamentos dependentes, os esforcos e as reaccoes de
apoio que se desenvolvem na estrutura.

Exercicio 9.6. Verifique se a solicitagdo representada na figura 9.22 introduz na
estrutura a distribui¢ao de momentos flectores definida na figura 9.24, quando se continua
a admitir que A = 54 mm. Verifique também se a forga associada a este assentamento &,

P=244-103E1,
e se os deslocamentos dependentes assinalados na figura 9.20 tomam os seguintes valores:

di = 85,25-10"3m,
dy = 4,00 - 103 rad.

9.7 Variacao de Temperatura

A variacao da temperatura nos elementos de uma estrutura é uma solicitacao tipica-
mente de vao, pelo que a condigdo (9.26) de anulamento das forgas correspondentes aos
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+

Figura 9.25: Variagao de temperatura ao longo da secgao.

1,5m 1,5m

Figura 9.26: Acgao da variagao de temperatura na estrutura-base.

deslocamentos nodais independentes continua a ser aplicavel. Para quantificar os coefici-
entes do vector das forgas de fixacao, Qq, basta introduzir na estrutura-base a variacao da
temperatura em causa.

Como exemplo de aplicagao, considere-se de novo a viga representada na figura 9.10.
Suponha-se agora que, em vez da solicitacao ai indicada, se sujeita a estrutura a variagao de
temperatura indicada na figura 9.25, em que h representa a altura das sec¢bes transversais
dos elementos estruturais.

Na figura 9.26a representa-se o efeito desta variacdo de temperatura sobre a estru-
tura-base e na figura 9.26b as forgas nodais que é necesséario aplicar para reconstituir as

condigoes iniciais de apoio:
—0,5m
Qo = :
+0,5m

Os valores ai indicados, em que
ETl
m=«a (t; +ts) —
h
1
n=;a (t; —ts) EA
foram obtidos a partir das tabelas 7.7, 7.11 e 7.15.
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A A
42 4 2 4

Figura 9.28: Acgao do erro de fabrico na estrutura-base.

Exercicio 9.7. Determine, para o exemplo anteriormente considerado, as distribuicoes
de momento flector, esforgo transverso e esforgo axial na estrutura.

Exercicio 9.8. Suponha que o tirante da estrutura representada na figura 9.19 so-
fre uma variagdo uniforme de temperatura, At. Verifique se esta solicitacdo provoca no
elemento 2 um esforgo axial de —0.889166 « At F' 1.

9.8 Deformacoes Iniciais

Admita-se agora que ao montar a estrutura representada na figura 9.10, se verifica que
o n6 4 nao assenta no aparelho de apoio preparado para o receber, em consequéncia de um
erro no alinhamento do elemento 3, como se ilustra na figura 9.27.

Para estabelecer a ligagao do né 4 com o meio de fundagao, é necessério aplicar a forga
P indicada na mesma figura. Pretende-se determinar a intensidade que essa forga deve ter
para realizar esta operagao de montagem.

A solicitagao indicada na figura 9.27 nado contém forgas correspondentes aos desloca-
mentos independentes da estrutura, definidos na figura 9.12, pelo que se mantém a validade
da condigao (9.26).

A realizacao da operacdo de montagem sobre a estrutura-base esta representada na
figura 9.28. As forcas ai indicadas foram determinadas com base nos resultados resumidos
na tabela 7.13. O vector das forgas de fixagao tem, portanto, a seguinte expressao:

Qo = {SEOIA} : (9.28)

16

Substituindo os resultados (9.26) e (9.28) na equagao (9.13) e usando a matriz de rigidez



210

Meétodo dos Deslocamentos

0,0972 B 1 A

. o 12

0,0139 ET A

Figura 9.29: Momentos flectores devidos ao erro de fabrico.

da estrutura presente na equacao (9.12), encontra-se:

0,0463 A
al_ ) . (9.29)
q2 —0,1204 A
A forca P, ap6s a operagao de montagem, é suportada pelo meio de fundacao como

uma reacgao de apoio vertical no né 4. Da informagao contida nas figuras 9.16a, 9.16b
e 9.28 obtém-se

3ET 3ETA
PZ(mm%—<16>q2+< o >:0£%3EIA

Exercicio 9.9. Verifique se a operagao de montagem anteriormente analisada introduz
na estrutura a distribuicdo de momentos flectores definidos na figura 9.29.

Como se referiu durante o estudo da analise de estruturas hiperestéaticas pelo método
das forcas, a accao das deformacoes iniciais pode ser representada por uma variacao de
temperatura equivalente. Esta analogia simplifica, em algumas situagoes, o estudo do efeito
das deformacodes iniciais nos elementos que constituem uma estrutura.

Exercicio 9.10. Ao montar a estrutura representada na figura 9.19, conclui-se que,
por um erro de fabrico, o comprimento do tirante é de apenas 7m. Determine o aumento
uniforme de temperatura que é necesséario introduzir nessa peca para estabelecer a liga-
¢ao aos restantes elementos estruturais, assim como os esforcos iniciais que esta operagao
introduz.

9.9 Pré-esforco

A acc¢ao do pré-esforgo é€ uma solicitacao tipicamente de vao, que equivale a introduzir
na estrutura um campo de deformacoes iniciais, podendo por isso ser também simulada
por uma variacao de temperatura equivalente. Para este tipo de solicitagdao sao nulas as
forcas nodais correspondentes aos deslocamentos independentes da estrutura, pelo que a
condigao (9.26) se continua a verificar.

Na equagao do método dos deslocamentos, (9.13), a acgao do pré-esforco é representada
pelo vector das forcas de fixacdo, Qq, cujos coeficientes representam agora as forgas nodais
que é necessario aplicar a estrutura para impedir os deslocamentos independentes causados
pelo pré-esforgo introduzido nos elementos que a constituem.
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E, I, A = constante

A 2
} 15m { 10m —+

Figura 9.30: Viga continua pré-esforcada.

q, Q=0
y RN

Figura 9.31: Deslocamento independente.

3EI
qg=1 P

0,3E1

+
0,2E1

Figura 9.32: Acgao do deslocamento independente.

Considere-se de novo o exemplo da viga continua pré-esfor¢ada, definido na figura 6.39.
Como se pode verificar pelo modelo representado na figura 9.30, esta estrutura é estatica-
mente determinada para solicitagoes axiais.

A anéilise do comportamento da viga & flexao pode, portanto, ser realizada conside-
rando apenas um deslocamento independente, a rotagao ¢ do né intermédio assinalado na
figura 9.31. Na mesma figura esta indicada a forga correspondente, o momento nodal

Q= {0}. (9.30)

Na figura 9.32 esta representada a acgao do deslocamento independente, tendo as forgas
al indicadas sido obtidas a partir da tabela 7.13. A matriz de rigidez da estrutura tem,
pois, a seguinte expressao:

K. = [05E1]. (9.31)

A accao do pré-esforgo sobre a estrutura-base esta representada na figura 9.33. As
forgas ai assinaladas foram obtidas introduzindo na tabela 7.12 as caracteristicas do pré-
esfor¢o em analise, definidas na figura 6.39. E facil verificar que o vector das forgas de
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Figura 9.33: Acgao do pré-esfor¢o na estrutura-base.
fixagdo toma a seguinte expressao:
Qo= {50} (9.32)

Introduzindo os resultados (9.30), (9.31) e (9.32) na equagao (9.18) e resolvendo, en-
contra-se o seguinte valor para o deslocamento independente:

q¢=—-100E1 (9.33)

A distribuigdo de momentos flectores na viga continua, causada pela ac¢ao do pré-es-
forgo, é obtida multiplicando pelo resultado (9.33) o diagrama representado na figura 9.32
e sobrepondo o diagrama resultante ao associado & solucao particular, definido na fi-
gura 9.33. A distribuicdo que assim se obtém coincide, naturalmente, com a representada
na figura 6.44.

Exercicio 9.11. Determine o valor do pré-esfor¢o a aplicar na travessa do poértico
representado na figura 9.34, de modo a anular o deslocamento correspondente & forga
aplicada.

9.10 Estruturas com Libertacoes Elasticas

Quando numa estrutura existem aparelhos de libertacao elastica, os movimentos por
eles permitidos devem ser considerados como deslocamentos independentes, por nenhum
dos elementos-base anteriormente analisados incorporar aparelhos deste tipo.

Tal como as pecas lineares, os aparelhos de libertacao elastica devem ser interpretados
como elementos resistentes da estrutura. Por essa razao, o efeito das libertagoes elasticas
vai-se manifestar na equagao do método dos deslocamentos (9.18), exclusivamente a nivel
da matriz de rigidez da estrutura.

De facto, quando na estrutura-base se introduzem os deslocamentos independentes,
para além das forcas necessarias para deformar as pecgas lineares, torna-se também neces-
sario deformar as molas que intervenham no movimento, para garantir a continuidade da
estrutura. Quando, por sua vez, a solicitagdo é aplicada & estrutura—base, os aparelhos
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Figura 9.34: Pértico pré-esforcado.

de libertacao elastica estao bloqueados, nao intervindo portanto na defini¢ao das forcas de
fixacao.

Como exemplo de aplicagao, suponha-se que era elastico, com uma rigidez k, o encas-
tramento deslizante da estrutura representada na figura 9.1. A estrutura modificada esta
representada na figura 9.35a. Como se indica na figura 9.35b, para além da rotacao do né
2, torna-se agora necessario considerar também como independente a translagao horizontal
do no6 vizinho a libertagao eléstica.

Como nao existem forcas nodais aplicadas a estrutura, tem-se:

L) ~{o)

Para determinar os coeficientes do vector das forcas de fixacao, Qg, deve-se aplicar & es-
trutura a solicitagdo de vao, impedindo simultaneamente os deslocamentos independentes,
q1 e ¢q2. Esta solicitacdo esta representada na figura 9.36, tendo as forgas ai indicadas sido
determinadas a partir da tabela 7.6. Note-se que a mola nao intervém nesta solicitagao
por estar bloqueado o deslocamento que lhe esta associado, qo.

Atendendo & convencgao adoptada para as forgas nodais, indicada na figura 9.35b, a
partir da informagao contida na figura 9.36 encontra-se a seguinte expressao para o vector
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(a) Modelo estrutural. (b) Deslocamentos independentes.

Figura 9.35: Portico com apoio elastico.
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Figura 9.36: Acgao das cargas de vao.
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Na figura 9.37 representa-se o efeito dos deslocamentos independentes q; e g2, respec-
tivamente. As forgas ai assinaladas foram determinadas a partir da tabela 7.9. Quando se
provoca o deslocamento ¢o, para além das forgas necessarias para introduzir no elemento 2
a deformada desejada, é ainda necessario aplicar ao né 3 a forga que obriga a mola a acom-
panhar o deslocamento desse n6. Essa forca iguala a rigidez da mola, k, por ser unitéario o
deslocamento imposto.

das forgas de fixagao:

Com base nos resultados apresentados na figura 9.37 encontra-se a seguinte expressao
para a matriz de rigidez da estrutura:

L L?
6E21 12E1+k

[ 8EI _6EI

L
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Figura 9.37: Acgao dos deslocamentos nodais.

Exercicio 9.12. Suponha que na estrutura representada na figura 9.35a se tem:
L =4m, f; =20kN, f5 =2kN-m~!
Dimensione a mola, isto é, determine a rigidez k, de modo a garantir que ¢z = 2 cm.

Um procedimento analogo ao anteriormente descrito pode ser utilizado para realizar a
analise de estruturas com libertagoes elasticas interiores. Os deslocamentos independentes
correspondentes passam agora a ser as descontinuidades permitidas por esses aparelhos de
libertagdo. As quantidades estaticas associadas a essas descontinuidades sdao os esforcos
mobilizados pelos aparelhos de libertagao em causa.

Exercicio 9.13. Considere a estrutura representada na figura 9.38a. Verifique se,
para a ordenagao dos deslocamentos independentes definida na figura 9.38b, a equagao do
método dos deslocamentos toma a seguinte expressao:

SEI 6EI AET AL 0

L 2 L q1 g

6EL |+ 1281 0 G+ 0 p=<—f
L

4%[ 0 k/+4€I q3 _flT 0

9.11 Trabalho das Forcas e dos Deslocamentos Nodais

Nos exemplos anteriormente resolvidos, os deslocamentos independentes e as forcas
nodais correspondentes coincidem sempre com o referencial de cada barra da estrutura, o
que facilita o uso dos resultados resumidos nas tabelas apresentadas no Capitulo 7, todos
eles escritos no referencial da barra.
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(a) Modelo estrutural. (b) Deslocamentos independentes.

Figura 9.38: Portico com libertagoes elasticas.

Quando tal nao sucede, torna-se necessario decompor os deslocamentos e as forgas
nodais recorrendo explicita ou implicitamente & mudanga de coordenadas apresentada na
Seccao 7.9, o que pode ser bastante trabalhoso em célculo manual. Foi certamente neces-
sario recorrer a essa decomposi¢ao na resolucao do exercicio 9.2.

Na figura 9.39, para além de identificar o deslocamento independente, ¢, e a forga nodal
correspondente, (), apresentam-se as solucoes particular e complementar do problema. A
forca nodal é obtida determinando a componente da forca aplicada no no, F', segundo o
deslocamento nodal:

Q@ = —sen(a) F.

As forcas de extremidade devidas & carga de vao sdo determinadas recorrendo a ta-
bela 7.6, encontrando-se o seguinte valor para a forca de fixagao:

Qo = +sen(a) P.

O deslocamento nodal unitario provoca um deslocamento axial, cos(a), e um desloca-
mento transversal, sen(«), recorrendo-se a tabela 7.9 para determinar o sistema de forgas
que é necessario aplicar a barra. A forca nodal correspondente, K, define o dnico coefici-
ente da matriz de rigidez da estrutura, e é obtida determinando as componentes das forcas
de extremidade segundo o deslocamento imposto:

K= <ELA cos(a)> cos(a) + (12;; ! sen(a)> sen(a).

Apresenta-se a seguir uma reinterpretacao dos coeficientes da equacdo do método dos
deslocamentos (9.13) que simplifica substancialmente a aplicagdo manual do processo de
mudanca de coordenadas, usando-se para isso o exemplo simples definido na figura 9.39.

Admita-se que a estrutura tem (5 deslocamentos independentes e defina-se o produto in-
terno entre o vector dos deslocamentos nodais e o vector das for¢as nodais correspondentes,
isto é, o trabalho realizada pelos deslocamentos nodais sobre as forcas correspondentes:

8
W=q"Q=> a¢Q

k=1
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Figura 9.39: Viga com encastramento deslizante.

Este resultado mostra que,

(D9.9) A forga nodal Q; representa o trabalho realizado pelas for¢as nodais
na deformada da estrutura-base devida ao deslocamento nodal ¢; = 1 e todos
os restantes deslocamentos nodais (g¢; = 0, j # i) sdo nulos, assim como a
solicitagao de vao (f = 0).

e ¢ imediatamente generalizavel para a definicdo das forcas de fixacao:

(D9.10) A forga nodal Qo; representa o trabalho realizado pelas forgas
nodais de fixacdo na deformada da estrutura-base devida ao deslocamento
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nodal ¢; = 1 e todos os restantes deslocamentos nodais (¢; = 0, j # i) s@o
nulos, assim como a solicita¢ao de vao (f = 0).

Para aplicar a definigdo (D9.9) e recuperar o resultado (9.11) basta realizar o trabalho
da forga nodal F' (figura 9.39a) sobre a deformada devida a ¢ = 1 (figura 9.39d). De acordo
com a defini¢ao (D9.10), o resultado (9.11) é recuperado realizando o trabalho das forgas
de fixacao definidas na figura 9.39e na deformada definida na figura 9.39d.

De acordo com a equagao (9.13) do método dos deslocamentos, as forgas nodais devidas
aos deslocamentos nodais, na auséncia das cargas de vao, sao definidas pela expressao,

QC = K* q7
sendo a seguinte a expressao do trabalho que elas realizam:

B B
W:qT'Qc:qTK*q:ZQizkiij'
=1 j=1

Este resultado permite estabelecer a seguinte conclusao, ou a sua simétrica, em con-
sequéncia da simetria da matriz de rigidez:

(D9.11) A forga nodal k;; representa o trabalho realizado pelas forcas
nodais devidas ao deslocamento nodal ¢; = 1 na deformada da estrutura-base
devida ao deslocamento nodal ¢; = 1.

O resultado (9.11) é recuperado realizando o trabalho das forgas nodais definidas na
figura 9.39f na deformada 9.39d.

Exercicio 9.14. Prove que os coeficientes diagonais da matriz de rigidez sao necessa-
riamente positivos, k; > 0.

O processo anteriormente descrito para determinar os coeficientes da equagao resolvente
do método dos deslocamentos pode, portanto, ser reformulado da seguinte maneira:

Determinagao da Equagao do Método dos Deslocamentos

1. discretize a estrutura e oriente e numere sequencialmente os elementos deforméveis
que a compoemn;

2. resuma num quadro as constantes geométricas e elasticas que determinam o compor-
tamento de cada elemento estrutural;

3. determine o grau de indeterminagao cinematica da estrutura, 3, e defina a estrutura-
-base associada;

4. identifique os [ deslocamentos nodais q com uma numeragao sequencial e trace as
deformadas cinematicamente admissiveis correspondentes;

5. seleccione as forgas aplicadas nos noés onde se identificaram os deslocamentos inde-
pendentes e aplique a definigao (D9.9) para obter o vector das forgas nodais, Q.

6. equilibre o carregamento dado na estrutura-base e aplique a defini¢ao (D9.10) para
obter o vector das forgas nodais de fixacao, Q.
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Figura 9.40: Portico rectangular com barras axialmente rigidas.

7. determine as forgas nodais na estrutura-base devidas a cada um dos deslocamentos
independentes e aplique sequencialmente a defini¢ao (D9.11) para obter a matriz de
rigidez da estrutura, K.

Este procedimento mantém-se véalido para as acgoes consideradas anteriormente (Sec-
goes 9.6 a 9.9) e para estruturas com libertagoes elasticas (Secgao 9.10). é complementado
pelo recurso & sobreposicao de efeitos para determinar os deslocamentos dependentes, os
esforgos e as reacgoes de apoio na estrutura analisada (Secgoes 9.3 a 9.5).

Exercicio 9.15. Recupere os resultados do Exercicio 9.2 recorrendo ao procedimento
acima descrito.

9.12 Estruturas com Elementos Rigidos

Os problemas anteriormente estudados, foram formulados admitindo que nao havia
restrigoes relativamente aos modos de deformagao dos elementos estruturais. Todavia, por
vezes é vantajoso, ou mesmo necessario, admitir que a estrutura a analisar contém elemen-
tos resistentes que nao sao capazes de absorver determinados modos de deformagao. Como
adiante se mostra, este tipo de comportamento reflecte-se num aspecto central da formula-
¢ao da equagao do método dos deslocamentos: a identificacdo das forcas correspondentes
aos deslocamentos independentes.

9.12.1 Forcas nodais equivalentes

Como exemplo de introducao, admita-se que os elementos de pértico plano caracteri-
zado na figura 9.40 sao axialmente rigidos. Na figura 9.41 estao indicados os deslocamentos
independentes, ¢;, que se deveriam considerar na anélise da estrutura se as barras que as
constituem fossem axialmente deforméveis. Na mesma figura estdao indicadas as forgas
nodais correspondentes, @;.

Ao introduzir a hip6tese da indeformabilidade axial das barras, verifica-se que o grau de
indeterminacao cinematica da estrutura desce de 6 para 3. Os trés modos de deformagao
linearmente independentes estao representados na figura 9.42, estando também af definida
a estrutura-base correspondente.

Como a estrutura com barras axialmente rigidas tem apenas 3 graus de indetermina-
¢ao cinematica, o sistema resolvente do método dos deslocamentos vai envolver apenas 3
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Figura 9.41: Deslocamentos independentes para barras axialmente deformaveis.

equagoes a 3 incognitas, os deslocamentos §;. FEsse sistema vai ser expresso na forma se-
guinte, para o distinguir do sistema (9.13) que resolveria a estrutura com barras axialmente
deformaveis:

S6+F)=F. (9.34)

Para a estrutura em anélise, o sistema (9.34) toma o seguinte aspecto:

S511 812 S13 01 For Fy
S21 S22 823 02 p +§ Fo2 p = Fa p - (9.35)
531 S32 533 03 Fo3 F3

As interpretagoes (D9.1) e (D9.2) para as constantes presentes no sistema (9.13) podem
ser adaptadas para o sistema (9.34), se em vez de deslocamento nodal independente ¢; e
forga nodal correspondente @;, se ler o modo de deformacéao independente §; e a forca cor-
respondente F;. O problema que obviamente se poe ao tentar implementar estas defini¢oes
é o de saber que quantidades de facto as forcas F; representam.

No exemplo em consideracao este problema poe-se especificamente na identificagao da
forga nodal correspondente ao deslocamento de translacdo, o modo d3 na figura 9.42d, o
qual pode ser identificado tanto com o deslocamento nodal ga como com o deslocamento
nodal g5, assim como com qualquer deslocamento horizontal da viga do poértico com barras
axialmente indeforméaveis. A forca F3 nao pode, portanto, ser identificada com a forca
nodal ()2 ou com a forca nodal )5, identificadas na figura 9.41.

Se se aplicar o procedimento descrito na secgdo anterior para definir as forgas nodais
F;, realizando o trabalho das forgas nodais @); sobre as deformadas tragadas na figura 9.42,
obtém-se as seguintes identificacoes:

F Q1
= Q4 (9.36)
F3 Q2+ Qs

Este resultado, ilustrado na figura 9.43, mostra que a forga nodal forca equivalente,
F3, é a soma das forcas nodais @2 e U5, traduzindo o facto que a deformada d3 = 1 ser a
soma das deformadas g2 = 1 e g5 = 1. Mostra também que as forcas nodais (3 e Q¢ nao
vao intervir na equagao (9.13) do método dos deslocamentos, pois nao realizam trabalho
na estrutura com barras axialmente indeforméaveis. Como adiante se mostra, este facto
obriga ao recurso a um método indirecto para determinar os esforcos associados a modos
indeformaveis, os quais podem permanecer hiperestaticos.
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Figura 9.42: Deslocamentos independentes para barras axialmente rigidas.
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Figura 9.43: Forgas nodais equivalentes.

Para formular de maneira geral o resultado (9.36) comega-se por definir os deslocamen-
tos nodais ¢; em funcdo dos modos de deformacao J; da estruturas com modos rigidos,
obtendo-se a seguinte relagao para o exemplo em estudo, utilizando as identificagoes e as
deformadas definidas nas figuras 9.41 e 9.42 | respectivamente:

q1
q2
q3

qa
g5
d6

ou, se se usar a notagao matricial (8.8):

0

q="T34.

0

01
5 b, (9.37)
03

(9.38)

Esta relagao mostra que é suficiente (mas nao estritamente necesséario) definir as forgas

nodais equivalentes pela relagao,

F=T"Q

(9.39)

para assegurar que o trabalho dos deslocamentos nodais q sobre as forcas nodais, Q,
sempre facilmente identificiveis, iguala o trabalho dos modos de deformacao & sobre as
forcas nodais equivalentes, F, que se pretendia identificar:

W=q"Q=(Ts&"' Q=6"T"Q=46"F.

Para o exemplo em anélise, o trabalho das forcas nodais é definido por,

6
W=> 4Q:
=1

(9.40)

bastando introduzir as relagdes (9.37) para obter o trabalho realizavel na estrutura com
barras axialmente rigidas, obtendo-se a seguinte expressao depois de agrupar as variaveis:

W=06Qi+3dQsi+d3 (Q2+Q5). (9.41)
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Recupera-se o resultado (9.36) igualando esta expressao a defini¢ao do trabalho expresso
em termos das forgas nodais equivalentes:

W=>6F. (9.42)

Exercicio 9.16. Recupere o resultado (9.36) usando a defini¢ao (9.39) e a matriz de
dependéncia dos deslocamentos presente na expressao (9.38).

9.12.2 Formulacao da equagao do método dos deslocamentos

Face ao anteriormente exposto, o procedimento descrito na Sec¢ao 9.11 pode ser directa-
mente aplicado para determinar a equagao do método dos deslocamentos na forma (9.34). A
informacao necessaria para o fazer para o exemplo em anélise esta resumida na figura 9.44,
encontrando-se as seguintes expressoes para o vector das forgas nodais equivalentes,

0
F={ 0 o, (9.43)
0412

para o vector das forcas nodais de fixagao equivalentes,

12-1,5
Fo=1{-12-0,5, (9.44)
-3-1,5
e para a matriz de rigidez da estrutura:
4 4 2 6
§t3 6 9
_ 2 4 3 3
6 3 12, 3
5+ 0 0+ 9 97 T o

Este procedimento é o mais pratico para célculo manual, mas é dificilmente programé-
vel. Neste contexto, é mais facil determinar a equacao do método dos deslocamentos na
forma (9.13) admitindo que todos os modos sao deforméveis (com constantes mecanicas
finitas mas arbitrarias) e estabelecer a equagao resolvente na forma (9.34) recorrendo as
relagoes (9.38) e (9.39):

F=T'Q=T" (K.q+ Q) =TTK,.Td+ T Q. (9.46)

Para além da defini¢ao (9.39) para o vector das forgas nodais equivalentes, o resultado
anterior estabelece as seguintes defini¢des para o vector das forcas nodais de fixacao equi-
valentes e para a matriz de rigidez da estrutura com modos indeforméveis em fungao da
matriz de rigidez da estrutura deformavel:

Fo =T" Qo, (9.47a)
S=TTK,T. (9.47b)
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Figura 9.44: Forcas nodais devidas as cargas de vao e aos deslocamentos independentes.
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Exercicio 9.17. Recupere os resultados (9.44) e (9.45) usando as definigdes (9.47) e a
matriz de dependéncia dos deslocamentos presente na expressao (9.37). Note que primeiro
é necessario montar a equagao do método dos deslocamentos para a estrutura representada
na figura 9.40, supondo que todos os elementos sao axialmente deformaveis.

As interpretagoes (D9.1) e (D9.2) podem ser imediatamente adaptadas para o sis-
tema (9.34):

(D9.12) O coeficiente Fy;, do vector das forgas de fixagao Fy, representa
a forca nodal F;, correspondente ao modo de deformagao d;, que é necessario
aplicar & estrutura quando ela é sujeita a solicitacao de vao e se mantém nulos
todos os modos de deformagao independentes (d = 0).

(D9.13) O coeficiente s;; da matriz de rigidez, S, representa a for¢a nodal
F;, correspondente ao modo de deformagao d;, quando nela se impoe o modo
de deformagao d;j = 1 e se mantém nulos todos os restantes (dy = 0,k # j),
assim como a solicita¢ao de vao (f = 0).

O procedimento para a montagem da equagao do método dos deslocamentos (9.34)
para estruturas com elementos rigidos, pode ser sistematizado nos seguintes passos:

Montagem da Equagao do Método dos Deslocamentos

1. discretize a estrutura e oriente e numere sequencialmente os elementos deformaveis
que a compoem;

2. resuma, num quadro, as constantes elasticas e geométricas que determinam o com-
portamento de cada elemento estrutural;

3. determine o grau de indeterminacao cinematica da estrutura, 8, admitindo que todos
os elementos sao deforméveis;

4. determine o grau de indeterminagao cinemética da estrutura com elementos rigidos,
B3, e defina a estrutura-base associada;

5. estabeleca a relagao (9.38) de dependéncia entre os 3 deslocamentos nodais q e os 3
modos de deformacao independentes d;

6. quantifique o efeito das forgcas nodais aplicadas & estrutura recorrendo & defini-
gao (9.39);

7. aplique & estrutura-base a solicitagdo de vao e monte o vector das forgas de fixacao,
Fo, usando as definigoes (D9.12) e (9.39);

8. introduza na estrutura-base cada um dos modos de deformacado independentes e
monte a matriz de rigidez da estrutura, S, recorrendo as definigdes (D9.13) e (9.39).

Uma duavida que pode surgir é se uma forga aplicada num né deve ser considerada
como forca nodal, e contribuir para o vector F , na equagao (9.34), ou como carga de vao,
e contribuir para o vector das forgas de fixagao, o vector Fg na mesma equagao. Qualquer
das opgoes é valida, se for aplicada coerentemente.

No entanto, para sistematizar o célculo, interessa definir um critério que seja sempre
valido, independentemente das condigbes de deformabilidade dos elementos estruturais.
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Figura 9.45: Pértico com barras axialmente rigidas.

Esse critério consiste em aplicar a forga & estrutura-base e verificar se é equilibrada direc-
tamente como reaccao de apoio ou se deforma alguma peca e é por ela transmitida para
os apoios da estrutura-base. No primeiro caso a forca é tratada como forca nodal e no
segundo como carga de vao.

Exercicio 9.18. Usando o procedimento anteriormente descrito, verifique se quando
se admite que todos os elementos da estrutura representada na figura 9.45 sdo axialmente
rigidos, a equacao do método dos deslocamentos toma o seguinte aspecto:

2 0,5 0 d 3,2 0
EI (0,5 1,7071 —0,1098| {dsp+4{ 523 =40
0 —0,1098 0,5076 | |ds 1,8 5

Baseie-se no resultado (8.7), utilizando os modos de deformacao correspondentes.

Apesar de ter sido ilustrado para estruturas com elementos axialmente indeformaveis,
o procedimento anteriormente descrito é aplicidvel & analise de estruturas com quaisquer
outros modos de deformacao impedidos, sujeitas a qualquer uma das solicitagoes ja consi-
deradas.

Como exemplo de aplicagao, considere-se o pértico plano com pisos rigidos representado
na figura 9.46. Na figura 9.47a estao indicados os deslocamentos nodais que se deveriam
considerar como independentes, se nao houvesse restrigoes sobre os modos de deformacao
dos elementos estruturais.

Se, para além dos pisos serem rigidos, se admitir ainda que os pilares sdo axialmente
indeforméveis, o grau de indeterminacdo cinemética da estrutura desce de 12 para 2. Os
dois movimentos possiveis sao as translacoes dos andares, as quais sao caracterizadas pelos
deslocamentos indicados na figura 9.47b. Na figura 9.48 esta representada a estrutura-base
correspondente.

Os modos de deformagao estao representados nas figuras 9.49, sendo facil concluir que
é a seguinte a expressao da matriz de dependéncia dos deslocamentos:
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Figura 9.46: Poértico com pisos rigidos.
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Figura 9.47: Deslocamentos em poértico com pisos rigidos.

P

L
1
|-

7 7

Figura 9.48: Estrutura-base.
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Figura 9.49: Acgao dos deslocamentos nodais.
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As forcas correspondentes aos modos de deformacao independentes tém, pois, as se-
guintes definigoes:

{F1 =Q2+ Qs (9.48)

Fy=Qs + Q11

Aplicando as defini¢oes (D9.13) e (9.48) a informagao contida nas figuras 9.49a e 9.49b,
encontra-se para a matriz de rigidez da estrutura a seguinte expressao:

oolw

S=FEI

3

5 38] : (9.49)
8 4

Considere-se agora o efeito de um assentamento vertical, A, no apoio da esquerda.
Na figura 9.50 representa-se a deformada que se instala na estrutura-base quando esta
solicitac@o é introduzida. Nas figuras 9.51a e 9.51b estao definidas as for¢as nodais que é
necessario aplicar aos pilares dos andares inferior e superior, respectivamente, para provocar
as deformacoes que apresentam na estrutura-base.

A partir dessa informacao, e utilizando as defini¢oes (D9.12) e (9.48) encontra-se a
seguinte expressao para o vector das forgas de fixagao:

41
Fo=EIAq 1¢. (9.50)

8

Substituindo os resultados (9.49) e (9.50) na equagao (9.34), e atendendo a que esta
solicitacao nao esté associada a forcas nodais aplicadas,

F=0,

encontra-se a seguinte solucao para os deslocamentos independentes:

6= {_ﬁ} : (9.51)
—3
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Figura 9.51: Forcas nodais devidas ao assentamento de apoio.

A deformada que se instala na estrutura devido ao assentamento de apoio esté repre-
sentada na figura 9.52a. O andar superior limita-se a sofrer um deslocamento de corpo
rigido, devendo por isso estar livre de esforcos. Esta é de facto a situag@o que se verifica
quando se determina o diagrama de momentos flectores final na estrutura, representado
na figura 9.52b.

9.12.3 Calculo de deslocamentos, esforgos e reacgoes

A sobreposicao de efeitos descrita nas Secc¢oes 9.3 a 9.5 continua a ser aplicavel para
determinar os deslocamentos, os esforcos e as reacgoes de apoio apos a resolugao da equa-
¢ao (9.34) na anélise de estruturas com modos indeforméaveis.

Como todas as deformadas envolvidas no céalculo, designadamente as deformadas de-
vidas aos deslocamentos independentes e a deformada da estrutura base devida as cargas
aplicadas, sdo determinadas, a expressao equivalente a equagao (9.21) define de maneira
dnica os deslocamentos dependentes da estrutura:

d=Dd+ do. (9.52)

No entanto, quando se estabelece a sobreposigao de efeitos (9.23) para os esforgos
independentes,

X = Em 6 + Xom, (9.53)
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Figura 9.52: Efeitos do assentamento de apoio.

verifica-se que os esforgos associados aos modos indeforméaveis sdo nulos, em consequéncia
de se ter impedido essa deformagdo na construcao das solugoes complementares e parti-
culares. Todavia, quando estas solugoes sao sobrepostas, para obter a solucao da anélise
estrutural, verifica-se também que nao esta assegurado o equilibrio dos nés moveis da es-
trutura nem, portanto, dos esfor¢os das barras que neles incidem. O desequilibrio local dos
nos moveis decorre da defini¢ao das forgas nodais equivalentes (9.39), a qual pode eliminar
algumas forgas nodais da equagao resolvente (9.34) e explicitar o equilibrio de combinagoes
de outras.

Os esforgos associados aos modos indeformaveis sao calculados de modo a repor essa
condicao de equilibrio, podendo isso ser feito na definicdo das solugoes complementares
e particulares ou apos a determinacdo dos deslocamentos independentes. E possivel, no
entanto, que as condi¢bes de equilibrio disponiveis nao sejam suficientes, obtendo-se uma
solucao estaticamente indeterminada.

Para o exemplo representado na figura 9.40, os resultados definidos na figura 9.44
mostram que a defini¢do (9.53) nao permitiria determinar o esfor¢o axial na viga e nos
pilares; os quais foram considerados axialmente indeforméaveis. Esses resultados mostram,
também, que se poderia aplicar forcas nodais que s6 introduzissem esforco axial nessas
pecas sem que isso afectasse as solugoes cinematicamente admissiveis ai definidas.

Para este exemplo, da definigdo (9.36) para as forcas nodais equivalentes decorre que
as forgas nodais Q3 e Qg estao ausentes da equagao de equilibrio (9.35), a qual nao im-
poe explicitamente o equilibrio das for¢as nodais Q2 e Q5 mas apenas da sua resultante.
A solugao que se obtém, representada na figura 9.53, é obtida combinado os resultados
definidos na figura 9.44:

6E1 12FE1

Q2:—3+ 32 51+37353
6FE1 6FE1

Q3:_8_?51—W52
6F1 6F1

Q6:_8+ 62 51+ 62 52

O equilibrio nodal, face ao carregamento dado, é estabelecido redistribuindo estas forcas
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Figura 9.53: Desequilibrio das forcas nodais.

como esforgos axiais nas barras axialmente indeforméveis. Essa redistribuicao esté ilustrada
na figura 9.54 para cada uma das solugoes, mas pode ser imposta apenas para a combinagao
dessas solucoes, ap6s o célculo dos deslocamentos independentes.

Exercicio 9.19. Determine os diagramas de esfor¢os no portico com barras axialmente
rigidas representado na figura 9.40.

Exercicio 9.20. Resolva o exercicio 6.27 recorrendo ao método dos deslocamentos.
Confirme que a solugao é cinematicamente determinada (a deformada da estrutura é tinica)
e uma vez estaticamente indeterminada (as reacgoes de apoio e os diagramas de esforgos
dependem de uma variavel livre).

9.13 Generalizacao da Formulacao

O método dos deslocamentos foi introduzido admitindo que todos os elementos estru-
turais eram deforméveis para facilitar a interpretagao da equagao resolvente (9.13), a qual
define nesse contexto um conjunto de condigoes de equilibrio nodal das forgas correspon-
dentes aos deslocamentos tomados como incognitas. A redefinigao dos coeficientes dessa
equagao recorrendo ao conceito de trabalho enfraquece a interpretacao fisica da equacao
resolvente do método mas facilita a sua aplicacao em calculo manual, e esté implicita na
defini¢do das forcas correspondentes aos deslocamentos independentes de estruturas com
pecas indeformaveis.

Em qualquer dessas fases sublinhou-se que a aplicacao do método se baseia na com-
binagdo de solugoes cinematicamente admissiveis, garantindo que a deformada de cada
elemento e da estrutura satisfazem as condigoes de equilibrio. As forgas necessarias para
impor essa deformada decorrem da aplicacao das relagoes de elasticidade e asseguram o
equilibrio de cada elemento estrutural e, portanto, a condigao de equilibrio global da es-
trutura. Mostra-se a seguir como cada uma dessas condi¢oes fundamentais, de equilibrio,
compatibilidade e elasticidade, pode ser imposta a nivel de cada elemento estrutural para
obter a generalizacao da equacao fundamental do método dos deslocamentos, definida no
Capitulo 7, na qual se baseia a automatizacao do método.

Essa generalizacao é feita para as vérias situacoes que foram entretanto analisadas,
designadamente a modelagao de pecas com libertacoes, trogos rigidos ou modos indefor-
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Figura 9.54: Redistribuicao das forgas nodais.
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Figura 9.56: Esforcos e deformagoes independentes.

maéaveis. é ilustrada para o elemento de portico plano, sendo os resultados generalizaveis
para outros tipos de elemento estrutural.

9.14 Equilibrio, Compatibilidade e Elasticidade

Na representacdo definida na figura 9.55, as forcas (impostas) f, definem as resul-
tantes das cargas de vao e as distancias 7, L as suas posigoes, sendo L o comprimento
da pega deformavel. Os deslocamentos (generalizados) dj, definem os deslocamentos cor-
respondentes, medidos em relacdo a corda do elemento, como adiante se mostra. Como
elemento-base toma-se a barra biencastrada com as libertagoes associadas aos esforgos e
deformagoes independentes, como se ilustra na figura 9.56. Esta representagao permite es-
tabelecer as condigoes de equilibrio e de compatibilidade independentemente das relagoes
constitutivas (7.13), as quais se mantém validas a nivel do elemento.

A condigao de compatibilidade do elemento é escrita na forma,

u AuN
-
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Figura 9.57: Elemento-base sujeito a deslocamentos nodais.

definindo as deformagoes independentes e os deslocamentos, medidos em relagao & corda,
compativeis com os deslocamentos nodais. As expressoes que se obtém para as matrizes
de compatibilidade estao ilustradas na figura 9.57:

1 0 -1/L'0 0 +1/L

An=| 0 0 +1/L:+1 0 -1/L (9.55a)
L0 -1 0 10 41 0
[0 0 —1/L'0 0 +1/L

Asy=|0 +1 0 0 0 0 (9.55b)
0 0 7]3—1}0 0 —n3

O indice N ¢é utilizado para distinguir o vector dos deslocamentos nodais, qu, € os termos a
ele associados, do vector dos deslocamentos relativos nas libertagoes, qr,, adiante utilizado.

A transformagao dual da condigdo de compatibilidade (9.54) estabelece a condi¢ao de
equilibrio entre as forcas nodais, Qp, os esforcos independentes, X, e as resultantes das
cargas de vio, f:

Qu = AL, AL] {i} (9.56)

Exercicio 9.21. Verifique a condigao de equilibrio nodal (9.56) para as definigdes (9.55)
aplicando separadamente os esforcos independentes, M;, M; e N;, e as forcas fq, fo e f3
ao elemento-base, qy = 0.

Exercicio 9.22. Verifique se a condi¢ao de equilibrio nodal (9.56) garante as condigoes
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de equilibrio global do elemento base:

Qan + Qsn + fo =0,
Q3N + Qen — f3 =0,
QN +Qun—LQsy+ f1+(1—n3)Lf3=0.

A equagao fundamental do método dos deslocamentos (7.9), escrita agora na forma,

Kyyanv + Qo = Qn. (9.57)

é recuperada eliminando os esforgos independentes na condigao de equilibrio nodal (9.56)
através das relagoes de elasticidade (7.13) e eliminando depois as deformagoes independen-
tes recorrendo a condigao de compatibilidade (9.54). Sao as seguintes as expressoes que se
obtém para a matriz de rigidez do elemento e para o vector das forcas nodais de fixagao:

Kyy =AT KA,y (9.58a)
Qo =AlyX - Ay f (9.58b)

Exercicio 9.23. Verifique a expressao (7.19) para a matriz de rigidez do elemento
aplicando a defini¢ao (9.58a) e o resultado (7.15).

Exercicio 9.24. Verifique a expressao (7.17) para o vector das forgas de fixagao devidas
a uma carga uniforme transversal aplicando a definigao (9.58b) e o resultado (7.15).

9.15 Trabalho e Energia

O resultado seguinte é obtido fazendo o produto interno das condigoes de compatibili-
dade (9.54) e de equilibrio (9.56), servindo os indices C' ¢ E para identificar os grupos de
variaveis compativeis e equilibradas, respectivamente:

Ao Qne + 6L fp =ul Xgp

Esta equac@o, obtida sem se recorrer as relagdes de elasticidade (7.13), recupera o
teorema dos trabalhos virtuais, igualando o trabalho das forgas exteriores ao das forgas
interiores. Quando se toma esta equagao como ponto de partida, a equagao fundamental do
método dos deslocamentos (9.57) é obtida impondo a relagao de elasticidade, para exprimir
os esfor¢os em funcao das deformacées, e definindo os deslocamentos d e as deformagoes u
compativeis com os deslocamentos virtuais, qy¢:

ayve (Qne + AN ) = aye Aly KAy ang +X).

A equagao (9.57) é recuperada assegurando que esta equagao escalar é valida para
qualquer deslocamento virtual.
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A minimizacdo da energia potencial é outro processo frequentemente utilizado para
deduzir a equagao fundamental do método dos deslocamentos. Da definigdo do trabalho
das forcas exteriores e da energia de deformacao,

W =qyQn +46"f (9.59)
1 _
E=;u" (X+X) (9.60)

obtém-se a seguinte definicdo para a energia potencial,
1 — _
I = 5uT (X+X)—ayQn-—06"f

ou, recorrendo as condigoes de equilibrio, compatibilidade e elasticidade e as defini¢oes (9.58)
para a matriz de rigidez e para o vector das forcas de fixagao:

1
II = §Q%KNN(1N_QIJ\} (Qn — Qno) -

9.16 Barras Indeforméaveis

Para generalizar o resultado (9.54) para barras com modos indeformaveis basta adici-
onar as condi¢Oes necessarias e suficientes para que essa indeformabilidade seja garantida
independentemente das relagoes constitutivas utilizadas, designadamente as relagoes de
elasticidade (7.13).

As condigoes de compatibilidade tomam a seguinte forma,

u AuN
0 ;= |Asn| an (9.61)
uy ATN

em que o vector U, define os modos indeformaveis (impostos) e a transformagao dual
generaliza a condigao de equilibrio nodal (9.56),

X
Qny = |[AL, AL, AT | < -f (9.62)
X,

em que o vector X, define os esforgos generalizados correspondentes, os quais podem
permanecer total ou parcialmente indeterminados apds a analise da estrutura, como se
ilustrou anteriormente.

Por exemplo, e de acordo com a definigao (9.55a), para as condi¢oes de indeformabili-
dade axial e de indeformabilidade & flex&o,



9.17. Barras com Trocgos Rigidos 237

R
o N

+—p1 L e L (1 —m) L—4p L+

Figura 9.58: Barra com trocos rigidos.

obtém-se as seguintes defini¢goes para a matriz de compatibilidade associada aos modos
rigidos, respectivamente:

ATN:[O ~1 010 +1 0}

-1 0 -1/L' 0 0 +1/L

A—’I‘N: |
0 0 +1/Li+1 0 —1/L

O comportamento de barras rigidas é simulado combinando estas duas condigbes, mos-
trando a condigao de compatibilidade (9.61) que, no caso plano, apenas 3 dos 6 desloca-
mentos nodais permanecem independentes (ou 6 em 12, no caso tridimensional).

A equagado fundamental do método dos deslocamentos continua a ser obtida combi-
nando as condigoes de compatibilidade (9.61)) e de equilibrio (9.62) com as relagdes de
elasticidade, sendo os esforgos associados aos modos indeforméveis agora tratados como

variaveis independentes:
{ an }:{ QN:QNO } (9.63)
X, u,

Exercicio 9.25. Generalize a equagao dos trabalhos virtuais e a definicdo da energia
potencial para incluir o efeito de modos indeformaveis e de deformagbes independentes
impostas.

Kyy Aly
Ay O

9.17 Barras com Trocos Rigidos

Os resultados anteriormente obtidos permanecem vélidos para barras com trogos ri-
gidos, sendo no entanto necessario actualizar as defini¢oes (9.55) das matrizes de com-
patibilidade para incluir o efeito das excentricidades em relagao ao referencial da peca
deformavel. Deixa-se para exercicio verificar, por compatibilidade e por equilibrio, que sao
os seguintes os resultados que se obtém para a geometria indicada na figura (9.58), quando
os deslocamentos e as forgas sdo medidos no referencial do trogo deforméavel da barra:
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Indices led 2ebd 3eb

o o o

Figura 9.59: Aparelhos de libertagao.

—(1+p1) 0 —1/L —p2 0 +1/L
AN = p1 0 +1/L 1+ po 0 —1/L
L (o1 (pa—p3) +p3l L =1 pa—psipa(pa—p3)—pal L +1 p3—pa
(9.64a)
[ —n 0 —1/L —pa 0 +1/L
Asv=|lp1 (pa—ps)+psl L +1 pi—ps i p2(ps—ps) L O ps—pa (9.64b)
(1—mn3) p2 L 0 1-m . -mp2L 0 +4ns

Se se pretender simular a existéncia de modos rigidos continua-se a recorrer & matriz
de compatibilidade (9.64a) para extrair os termos relevantes para a condi¢ao de indeforma-
bilidade, definida pela matriz A,y na defini¢do (9.61) para a condi¢do de compatibilidade
da barra.

9.18 Barras com Libertacoes

A presenca de aparelhos de libertacao perfeitos pode ser simulada modificando a matriz
de rigidez e o vector dos esforgos de fixacdo presentes nas relagoes de elasticidade, tal
como se fez no Capitulo 7 para representar barras articuladas e com libertagoes de esforgo
transverso. O processo alternativo que a seguir se apresenta é equivalente mas tem a
vantagem de permitir também a modelagao de libertagoes elésticas.

No contexto das pecas de poérticos planos, podem existir as trés libertagoes representa-
das na figura 9.59, ou uma qualquer combinagao dessas libertagoes, em qualquer uma das
duas secgoes extremas. Os deslocamentos relativos nessas libertac¢oes sdo reunidos no vec-
tor qy, e os pares de forcas correspondentes no vector Q. Como se indica na figura 9.59,
os indices 1 a 3 (4 a 6) identificam libertagoes de momento flector, esforgo axial e esforgo
transverso na sec¢ao inicial (final) da pega.

Quando se introduz o efeito dos deslocamentos relativos nas libertagoes, a condi¢ao de
compatibilidade (9.61) toma a seguinte expressao,

u AuN AuL
5 5= |Asy Ay {qN} (9.65)

_ qr
u, ArN ArL
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e a transformagao dual substitui a condi¢do de equilibrio (9.62),
X
-Qr AZL AaTL AZL X
T

definindo as forgas nas libertagoes que equilibram os esforgos independentes e as resultantes
das carga de vao, em que:

[ -1 0 +1/L ' 0 0 +1/L
A= 0 0 -1/ -1 0 -1/L
L 0 =1 p3s—ps1 O —1 p3—py4
[0 0 +1/L '0 0 +1/L
Asp=10 +1  +ps 10 0 +ps
0 0 —1—p3:0 0 4p3

é necessario distinguir trés possibilidades na generalizacdo da equacao fundamental do
método dos deslocamentos (9.63), designadamente: existirem deslocamentos relativos im-
postos nas libertagoes, sendo livres as forgas correspondentes; existirem (pares de) forgas
impostas nas libertagoes, sendo livres os deslocamentos relativos correspondentes; existi-
rem libertagoes elasticas, caso em que as relagoes de elasticidade (7.13) sdo escritas também
para estes aparelhos, na forma seguinte:

Qr=Krar+Qp (9.67)

Estas situacoes podem coexistir, isto é, pode-se modelar uma peca com libertacoes
elasticas e com outras libertacoes onde existam deslocamentos relativos ou pares de forcas
impostas. No entanto, definem-se separadamente cada um dos casos para simplificar a
apresentacao, designadamente quando existem deslocamentos relativos impostos nas liber-

tacoes,
Kyy AL, av | _ ) Qv —Qno—Qnz (9.68)
ATN o Xr U, — Up .

Qnz =Knrar
U, =A], ar
Ky, =AT KA,

sendo,

quando existem pares de forcas impostos nas libertagoes, devendo os deslocamentos rela-
tivos correspondentes ser tratados como varidveis livres,

Kyvy Ky AL an Qn — Qno
K%, Ki, AL ar ¢ =94 —Qr—Quro (9.69)
AT‘N ArL @) Xr u,r,

sendo,
Ky, =AL, KA,
Qro=Al X - A f
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e encontrando-se os seguintes resultados para a simulacao de libertacoes elésticas:

Kyn Knyp AT, an Qn — Qno
K%, Koo +Kp Al ar (=94 —Qr—Qro (9.70)
ArN ArL 0] Xr u,y,

é conveniente condensar localmente os sistemas (9.69) e (9.70) nos deslocamentos relativos
nas libertagoes para obter sistemas com o formato (9.63) para todas as situagoes.

Exercicio 9.26. Generalize a equagao dos trabalhos virtuais e a definicdo da energia
potencial para incluir o efeito de libertacoes em cada uma das situagdes anteriormente
analisadas.
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