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1. Introducao

1.1 Conceito de vibracao aleatoria

O estudo de vibragdes aleatorias, esta intimamente ligado ao estudo de
processos estocasticos em que os fenomenos envolvidos sdo do ambito da
mecanica € mais especificamente da dinamica.

Referéncias como vibragdes aleatdrias, conjunto de valores aleatorios,
analise de séries temporais ou processos estocasticos podem ser varias formas
de mencionar um mesmo fendémeno. Muitas vezes, a no¢do de processo
estocastico serve também para caracterizar fendmenos aleatorios.

A palavra estocastico, normalmente sindnimo de conjectural ou de
natureza aleatoria, provem do grego “stokhastikos* que significa habilidoso
no objectivo. Posteriormente, a palavra passou a ter o significado de
conjectura ou de tentativa de obtencdo um resultado, tendo sido finalmente
adoptada para descrever um fendémeno aleatorio.

O conceito matematico dos processos estocasticos tem-se revelado
adequado para descrever alguns fenomenos fisicos, € ndo sé. Entre estes
podem citar-se a caracteriza¢ao de ruido nas transmissoes por radio, o estudo
das ondas cerebrais, as flutuagdes nos mercados das bolsas de valores. Em
engenharia civil tem sido essencialmente utilizado para proceder a
caracterizacao das accoOes sismicas, do vento e dos seus efeitos sobre as
construcgdes e ainda para estudar vibragdes em estruturas € de forma indirecta
avaliar as suas caracteristicas dinamicas.

Com efeito, em aplicagcdes de Engenharia Civil e especialmente em
Engenharia de Estruturas, torna-se necessario analisar os fendmenos que
causam vibragdes em construcoes, quer por poderem influenciar a seguranca
estrutural, quer por poderem causar desconforto aos utentes dessas
construcdes. Entre as ac¢des que provocam vibragdes em construgdes, podem
citar-se a ac¢do sismica, o vento, as explosdes, o funcionamento de maquinas,
o trafego rodovidrio e ferroviario e até o movimento de pessoas.
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A acgdo sismica ¢ sem divida a mais importante do conjunto atras
enunciado, ja que, pelo menos em muitas zonas do globo e também em
Portugal, condiciona o dimensionamento estrutural. No entanto outros tipos
de accgOes de caracteristicas aleatorias, tais as vibragdes induzidas pela
passagem de trafego pesado, pela cravacdo de estacas, pela ocorréncia de
explosdes ainda que controladas, etc., podem também colocar questdes de
seguranca, especialmente em estruturas mais antigas, devendo portanto ser
objecto de analise cuidada.

Finalmente, ¢ cada vez mais importante ter em conta o desconforto
humano causado por fontes de vibragdo tais como o trafego urbano, o
funcionamento de maquinas e outras fontes, que também pela seu caracter
repetitivo podem induzir para além do desconforto, doengas tanto do foro
psiquico como fisico.

1.2 Processos deterministicos € estocasticos

O conceito de processo deterministico radica na oposicao ao conceito de
processo estocastico. Suponha-se que se registam varias vezes, € sempre
sobre as mesmas condigdes, as vibragcoes de um dado equipamento, obtendo-
se um conjunto de registos que se denomina por processo. Suponha-se ainda
que os registos obtidos (realizagdes desse processo) sao idénticos, quer sejam
regulares ou irregulares. Pode entdo dizer-se que esse processo €
deterministico (portanto ndo estocastico), ja que as caracteristicas de uma
proxima realiza¢ao desse processo sdo a partida conhecidas.

Um exemplo de um processo deterministico ¢ um conjunto de
movimentos de um mesmo péndulo em que as condi¢des iniciais (posi¢do e
velocidade) sejam inequivocamente conhecidas. Nessas condig¢oes, ¢ possivel
deduzir uma expressdo matematica que traduza, inequivocamente, o
movimento do péndulo, para cada vez que o mesmo seja colocado em
movimento.

No entanto, se os registos efectuados (cada uma das realizagdes do
processo) diferirem entre si, ainda que as condi¢des sejam idénticas, entdo o
processo diz-se estocastico ou de natureza aleatoria. As diferengas
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encontradas de registo para registo derivam neste caso de variabilidades
naturais € ndo podem ser controladas pelo observador.

Um exemplo de um processo estocastico ¢ uma sequéncia de registos
sismicos efectuados num dado local. Todos os registos serdo diferentes, nao
existindo, excepto de um ponto de vista estatistico, qualquer tipo de
previsibilidade relativamente as caracteristicas de um dado evento.

Outro exemplo de um processo estocastico pode ser o conjunto de
vibragcdes medidas numa maquina em que se verifique qualquer anomalia, ou
em que as condi¢oes de trabalho impliquem que o seu funcionamento nao
seja perfeitamente regular.

O conceito de imprevisibilidade estd portanto associado a nog¢do de
processos estocasticos, em relagdo aos quais se pode dizer que a sua
previsibilidade ¢ puramente estatistica. Estes processos s6 podem, portanto,
ser descritos através da sua probabilidade de ocorréncia, ainda que sejam
fun¢do de uma variavel deterministica. Essa varidvel ¢ usualmente o tempo,
mas pode também ser qualquer outra.

Na realidade, poderia até afirmar-se que, de um ponto de vista formal,
ndo existem fendmenos estritamente deterministicos. Mesmo em relacdo ao
exemplo do movimento pendular, podera conjecturar-se que as condicdes de
fixacdo do péndulo ndo sdo estaveis, que o0 movimento do ar circundante € o
consequente atrito nao serdo constantes ao longo do tempo, que as condigdes
iniciais do movimento ndo sdo exactamente as mesmas € sdo elas proprias
aleatorias, etc.

Deve portanto existir a conviccdo de que todos os fendmenos tém, por
natureza, caracteristicas aleatérias, embora, nalguns casos, se possa com
suficiente aproximag¢do admitir que sejam simulados e estudados assumindo
que possuem um caracter deterministico. E esse o caso em grande parte dos
fendmenos que sdo estudados em engenharia, nomeadamente em engenharia
civil e especificamente em engenharia de estruturas. Em muitas situagdes
assumem-se determinados fenomenos como sendo deterministicos,
considerando na realidade valores estatisticos inferidos através da analise dos
processos estocasticos correspondentes. Exemplos relacionados com a
engenharia de estruturas correspondem a caracterizagdo da resisténcia dos
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materiais € a quantificacdo dos varios tipos de acg¢des: sismos, vento, outras
acc¢oes variaveis e até cargas permanentes.

O estudo dos fendmenos aleatorios, e especificamente das vibracoes
aleatdrias, que sdo o objectivo do presente texto, pressupoe a utilizacao da
teoria dos processos estocasticos, a qual por sua vez se baseia na teoria da
probabilidade.

1.3 Classificacdao de processos deterministicos € estocasticos

Um conjunto de valores fung¢do da variavel tempo e representando um
fendmeno fisico, pode ser classificado, como se viu, como deterministico ou
estocastico.

Um conjunto de valores deterministico, que pode ser descrito atraves de
uma relacdo matematica, pode ser classificado, de acordo com as suas
caracteristicas, em periddico ou ndo periddico consoante os valores se
repitam apos um dado periodo de tempo.

Os fendmenos periddicos podem classificar-se em sinusoidais € ndo
sinusoidais. Os fendmenos sinusoidais sdo aqueles que podem ser descritos
através de fungdes de tipo seno ou coseno. Os peridodicos ndo sinusoidais sao
aqueles que podem ser descritos através de outras fungdes periddicas que nao
as sinusoidais.

Como exemplo de fenomeno periddico sinusoidal pode citar-se a
vibragdo induzida por uma maquina rotativa quando se encontra a funcionar
em regime permanente. Como exemplo de um fendémeno peridodico ndo
sinusoidal pode referir-se a vibracao induzida por um martelo pneumatico em
que as pancadas possuem a mesma amplitude e se encontram igualmente
espagadas.

Entre os fenomenos nao peridodicos podem destacar-se os quase
periddicos e os transitorios. Os fenomenos quase periodicos sao aqueles em
que nado existindo uma periodicidade formal, podem ser analisados
considerando a existéncia de um periodo. Os fendmenos deterministicos
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transitorios sao aqueles em que nao € possivel observar nenhuma repeticao de
valores apo6s um dado periodo de tempo. Um exemplo de fendmeno
transitorio pode ser o das vibragdes induzidas por uma maquina rotativa na
altura do seu arranque.

Um conjunto de valores que ndo possa ser descrito através de uma
relacdo matematica explicita ¢ considerado como estocastico € tem a
propriedade de ser um conjunto Unico.

Uma série de registos dependentes do tempo, [xj(?); i=1,n], denominado
um conjunto de realizagdes, considera-se um processo estocastico quando
pode ser descrito através de propriedades estatisticas apropriadas. Essas
propriedades estatisticas de um processo estocastico sdo obtidas, em geral,
fazendo médias do conjunto considerando todos os registos. Varias
classificagdes sdo possiveis quanto as caracteristicas dessas propriedades.

Assim, o0s processos estocasticos podem ser classificados em
estaciondrios ou nao estacionarios. Os processos estaciondrios sdo aqueles em
que as propriedades estatisticas ndo variam com o tempo. Os processos nao
estacionarios sdo caracterizados por terem as suas propriedades estatisticas a
variar com o tempo e por as propriedades estatisticas conjuntas em dois
instantes diferentes serem fun¢do desses mesmos instantes € ndo da sua
diferenca temporal.

A classe de processos estocasticos estacionarios ¢ caracterizada pelo
facto de as suas propriedades estatisticas serem invariantes relativamente a
qualquer translagdo no tempo. Também as propriedades estatisticas conjuntas
para dois instantes diferentes, ndao sdo uma funciao desses instantes mas sim
da diferenga temporal. Este facto permite que as propriedades estatisticas de
processos estaciondrios sejam muito mais faceis de determinar do que as de
um processo nao estacionario.

Como exemplo de um processo estacionario pode considerar-se as
vibragdes induzidas por uma maquina a trabalhar em regime permanente e
como exemplo de processo ndo estacionario pode considerar-se as vibragoes
induzidas por sismos.

Na Figura 1.1, ilustra-se uma realizagdo de um processo estocastico, que
corresponde a uma sucessao de numeros aleatorios contidos num dado
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intervalo, centrado em zero, ¢ uniformemente distribuidos nesse intervalo.
Como pode inferir-se do tipo de processo em causa € como pode observar-se,
o valor médio e as outras caracteristicas estatisticas mantém-se constantes ao
longo do tempo. No caso apresentado na figura, a estacionaridade pode ser
visualmente observada pelo facto de o conjunto de valores ter
simultaneamente a média e a envolvente a assumir valores constantes ao
longo do tempo. Dada a natureza do sinal pode portanto dizer-se que as
caracteristicas estatisticas sdo independentes do tempo e, partindo do
principio que todas as realizagdes terdo idénticas caracteristicas, o processo
pode ser considerado estacionario.

Y(t)

\/\,A N U
R LK

Fig. 1.1 — Realizacdo de um processo estocastico estacionario.

Exemplos tipicos de processos ndo estacionarios sdo 0s registos
sismicos, nomeadamente os acelerogramas. Na Figura 1.2 pode observar-se
um acelerograma tipico. A ndo estacionaridade ¢ patente, ja que as
propriedades estatisticas variam com o tempo. Embora o valor médio do sinal
seja constante, ja a envolvente, que esta relacionada com os valores maximos
¢ com a variancia do sinal, assume diferentes valores em funcao do instante
em que ¢ determinada.
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Fig. 1.2 — Realizagdo de um processo estocastico ndo estacionario — Acelerograma tipico.

O conjunto que pode ser observado na Figura 1.3, ¢ constituido por uma
série de realizacoes y;(?), todas elas semelhantes a exibida na Figura 1.1. O
processo pode ser interpretado como um processo bidimensional ou seja,
cOmo um processo y(i,z).

Se por um lado, se fixar um dado i=i’, entdo a fungdo y(?) para i=i’ ¢
chamada uma realizacdo do processo ¢ os valores que assume podem ser
definidos através de uma fun¢ao densidade de probabilidade.

Para um dado valor de t=t’, y(i,t’) ¢ uma funcdo do espago de
realizagdes i, ou seja, y(i) para t=¢t’ ¢ uma variavel aleatoria unidimensional
definida através de uma fun¢ao densidade de probabilidade (por exemplo o
conjunto de valores indicado para ¢ igual a ¢; ou ¢, na Figura 1.3).

Uma subclasse dos processos estacionarios sdo os processos ergodicos.
Estes processos sdo caracterizados pelo facto de as médias de qualquer uma
das realizagdes desse processo serem iguais. Daqui resulta que as médias
temporais de todas as realizagdes sdo iguais as médias de qualquer uma das
realizagdes.

No caso da Figura 1.3, o processo ¢ dito um processo ergodico, ja que
cada um dos sinais x;(?) (realizagdes do processo estocastico estacionario) tem
um valor médio que, dadas as caracteristicas das realizagdes € o mesmo para
todos os sinais. A estatistica de um conjunto de valores ¢ igual quer a
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amostragem seja efectuada numa so6 realizagdo para todos os valores de ¢,
quer o seja para um dado valor ¢’ para todas as realizagdes.

Como se pode concluir, um processo ergodico € necessariamente um
processo estaciondrio (o inverso nao ¢ verdadeiro). Tal verifica-se porque, se
num instante genérico (na Figura 1.3 para ¢ igual a ¢; ou ¢,), a média dos
valores registados para cada realizacdo for igual a meédia dos valores
registados ao longo do tempo para cada uma das realizagdes, entdo a
estatistica de cada uma das realiza¢des nao € dependente do tempo.

A grande vantagem de lidar com processos ergodicos € a de bastar uma
realizacdo do processo para se poder inferir propriedades estatisticas sobre
todo o processo.

A possibilidade de assumir a estacionaridade e a ergodicidade de
processos ¢ pois de vital importancia para a analise de processos estocasticos.

Finalmente refira-se que, consoante o conjunto de valores de uma dada
realizacdo ¢ finito ou ndo, assim se pode classificar um processo como
discreto ou continuo. De um ponto de vista pratico, muitos dos processos
continuos sdo transformados em processos discretos, ja que, pela necessidade
de digitalizar a informagao obtida, se torna obrigatério discretizar o processo
através de uma amostragem de valores.

Como processo estocastico continuo pode-se por exemplo referir a
variagdo da temperatura ao longo de um ciclo diurno. Cada realizagdo do
processo corresponde assim a um registo continuo de temperaturas durante
um dia, € o processo consiste na conjugagdo da informacao relativa a todos os
dias em que exista um registo continuo.

Como processo discreto pode-se referir a precipitagdo diaria ao longo de
um ano num dado local. Nesse caso cada realiza¢do consiste num conjunto de
365 valores referente as precipitacdes didrias durante um ano € o processo
consiste no conjunto de realizagdes para todos os anos em que tal informagao
esteja disponivel.
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t=t,

f‘/A”/\.ﬂf\f\- M\
TR

Fig. 1.3 — Multiplas realizagdes de um processo estocastico estaciondrio.
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1.4 Estatistica de processos

Considere-se um processo estocastico x(?), por exemplo, os valores de
aceleragdo medidos num acelerografo. Num dado instante ¢;, essa aceleracao
assume um valor aleatério, que tem uma certa probabilidade de ocorréncia.
Essa probabilidade pode ser expressa em termos da fun¢do densidade de
probabilidade ou em termos da fun¢ao cumulativa.

A func¢do densidade de probabilidade expressa a probabilidade do valor
registado estar contido num intervalo elementar Dx.

Plx <x() £ x+Dx] = p, (x;) Dx (1.1

a qual ¢ igual arazio entre o periodo de tempo em que x (?) se situa entre x €
x+Dx e o periodo de tempo em que se procedeu ao registo do acelerograma.

A funcdo cumulativa define a probabilidade de o valor registado ser
inferior a um dado valor x

P[x(t) £ x] = F, (x;t,) =0, p.(x,4,) dx (1.2)

a qual ¢ igual arazao entre o periodo de tempo em que x(?) [ x e o periodo de
tempo em que se procedeu ao registo do acelerograma.

Finalmente, a probabilidade de o valor de x(?) estar situado entre dois
valores x e x;, ¢ dada pela seguinte expressao

Pl x, <x()£x]=F(x;t)-F (x;t,) =9 p.(x.1)dx (1.3)

Para se compreender a caracterizacdo probabilistica de um processo,
atente-se ao indicado na figura 1.4.

10
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X(t)

x +dx A
X
/AN A JAN
< | > S
dt; dts dts
i R —>
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Fig. 1.4 — Avaliacdo da fun¢do densidade de probabilidade de um processo

Nessa figura pode observar-se que os valores registados assumem, em
seis zonas do registo, valores situados no intervalo entre x e x+Dx. Assim
sendo, uma forma simplificada de calcular a probabilidade de os valores
registados se situarem nesse intervalo ¢ calcular o quociente entre a soma das
duragdes desses intervalos e a duragao total do registo.

dt +dt, +dt, +dt, +dt_+dt, (1.4)

p(X)=P[x <x(t) £ x+Dx] = -

Suponha-se que se pretende calcular a funcdo densidade de
probabilidade da historia de deslocamentos descrita pela fungdao periddica

(periodo T)

2t (1.5)
) = —- —
*(© T T

cuja representacdo grafica ¢ efectuada na figura 1.5, para o intervalo
correspondente a um periodo 7.

11
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X(t)

< T >

Fig. 1.5 — Fung@o periodica definida para o periodo T

Nesse caso, pode-se inequivocamente calcular o valor de x em qualquer
instante e também determinar a fun¢do densidade de probabilidade dos
valores de x.

Diferenciando a fun¢ao x(z) obtém-se:

(1.6)

5
dx = gz;- 2;2 Tdt
@
ou seja
dt & T O (1.7)

+dx
T~ &(T- 0o
Assim sendo, e dado que
£ = p(x)dx (L8

(1.9)

funcao que se representa na figura 1.6.

12
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Fig. 1.6 — Fun¢do densidade probabilidade da fungdo perioddica definida na Figura 1.5

Como pode observar-se, a probabilidade de se verificarem valores da
fun¢do perto de zero ¢ muito menor do que a probabilidade de se obterem
valores perto da unidade.

Entre os valores estatisticos de uma fun¢do mais relevantes podem citar-
se o valor esperado de um dado processo num dado instante e a média
temporal de uma dada realizagdo desse processo. Obviamente, no caso de
processos ergodicos estes dois valores sdo coincidentes.

O primeiro pode ser calculado através da expressao
E[x(t)]= E)x p.(x,0)dx - (valoresperado) (1.10)
O segundo pode ser calculado através da expressao
E L] =lim,, , 2 0x (0 dr - it i

Outros parametros estatisticos que interessa determinar sdo o valor
quadratico médio e a variancia.

B J4 3 J4 I3 . 2
O valor quadratico médio, ¢ o valor médio ou esperado de x° e pode ser
calculado através da expressao

13
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E[xz]z_gx2 p.(x)dx (1.12)

A variancia, por seu lado, pode ser calculada através da expressao
+¥ 11
S’=E [x i E[x])2]= 0 (v E[x])’ p,(x)d (1.13)

e representa o valor médio do quadrado do desvio de x em relacdo ao seu
valor médio. O valor da raiz quadrada da variancia ¢ denominado desvio
padrao (S).

A expressao (1.13) pode ser simplificada como se segue

s =F Yu- Bx)VU=E [¢]- 26wiER + E) = £ [¢]- By (1.14)

0 que significa que a variancia ¢ igual a diferenca entre o valor quadratico
médio e o quadrado do valor médio.

A seguinte expressao

E [x"]: %x" p.(x) dx (1.15)

permite calcular os momentos de ordem superior (neste caso o momento de
ordem 7n) que sdao por vezes importantes para caracterizar estatisticamente um
dado processo. Para n=1] estaremos perante o valor esperado e para n=2
perante o valor quadratico médio.

Uma das fung¢des densidade de probabilidade que ¢ frequentemente
utilizada para caracterizar um dado fendémeno, ¢ a func¢do densidade
probabilidade correspondente a uma distribui¢ao normal ou Gaussiana.

A expressao que caracteriza essa distribuicao ¢

)’ (1.16)

2s

1
Px(x)=m e

em que m € S sdo respectivamente a média e o desvio padrdo do processo.

14
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2. Correlacao de processos

2.1 Correlacao de variaveis

através de uma recta que passe na origem e que fornega uma estimativa de y.

y

Considerem-se a Figura 2.1 onde estdo representadas duas séries de
pontos com coordenadas x ¢ y.

Uma simples inspeccao dos graficos permite ver que nao existe qualquer
correlagdo entre os valores de x e y do gréafico da Figura 2.1a, enquanto existe
uma grande correlacao entre os valores representados na Figura 2.1b.

a) Valores ndo correlacionados

b) Valores correlacionados

Fig. 2.1 — Correlacdo entre variaveis

Supondo que as medias dos valores de x e de y sdo nulas,
desejavelmente, seria interessante poder correlacionar ambos os valores

=ax

15

(2.1)
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Nesse caso, os desvios de qualquer ponto a essa recta poderiam ser
determinados através de

e=y-y=y-ax (2.2)

e o erro quadratico médio, cometido ao considerar a recta interpoladora sera
E[e2]= E[(y- ax)2]=E[y2]- 2aE[xy]+a2E|;x2] (2.3)

64 29

Qual ¢ nesse caso o valor de que minimiza o erro quadratico médio?

A resposta pode ser obtida considerando a condigdo

dle’] 0=-2E[xy] +2aE[x] 4

da

[Y"-2]

Assim o valor de “a” que minimiza o erro ¢

.= Evl (2.5)
E[x’]

e y pode ser melhor estimado através de

— E[xyj (2.6)
CE

Caso os valores médios de x e de y ndao sejam nulos, poderia deduzir-se que

7 - m,) 'E[(x m,)(y- m)]U(x m.) (2.7)

S 7 SS, bS

v

em que m, € m, sao respectivamente os valores esperados de x € y.

Vé-se assim que o desvio de y relativamente a sua média, normalizado
ao seu desvio padrao, pode ser correlacionado com similar valor de x, através
de um coeficiente que ¢ denominado coeficiente de correlacdo e que se pode
calcular através de
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- E[(x' m )y - my)] ] (2.8)

S S coeficiente de correlacao
Xy

Nos casos em que existe uma correlagdo perfeita entre y e x, o
coeficiente I toma um valor igual a + /, sendo que quando r =/ os valores
correspondentes de x ¢ y tétm o mesmo sinal e quando r= -/ os valores
correspondentes tém sinal contrario.

Como exemplo de determinacdo de coeficiente de correlacao,
considerem-se dois sinais sinusoidais, com amplitudes constantes € a mesma
frequéncia, mas com diferentes fases.

x (#) = x,senwt (2.9)
vy (t)=y,sen(wr +f)

Qual ¢ a correlagdo entre esses dois sinais? Se forem obtidos pares de
valores x € y em determinados instantes, ¢ possivel determinar o coeficiente
de correlagdo entre esses valores, podendo para isso observar-se o que se
passa num periodo 7=2p/w.

Dado os sinais serem sinusoidais pode verificar-se que m, = m, = 0 ¢
; 2 2 2 2
poderia demonstrar-se que S,” = x;,/2 € que S,” = y,"/2. Nesse caso, pode-se
determinar o coeficiente de correlagdo, usando a equagdo (2.8), calculando

(= E[(x,senwt,)(y,sen(wt, +f))] _ Oy X,y,sen(Wt, )sen(We, +f ) p(t,)dt, (2.10)
Xo Yo /2 X Mo /2

Considerando apenas um intervalo de tempo correspondente ao um
periodo T e dado que p(t;) é uniforme nesse intervalo e igual a w/2p, resulta
que

17
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W 2.11)
0Yo »

=2 & sentwi,sen(w, + ), =
—0-0

2

22

g sen’(Wt,)cos(f )+ sen(wt,)cos(We,)senf  dt, =

22

g sen’(Wr,)cos(f ) = cosf

T|zET =g

Resulta do obtido, que a correlagdo entre os dois sinais ¢ maxima
quando a desfasagem entre os dois sinais ¢ nula (f =0 ou 2 p) ou quando os
sinais estdao totalmente desfasados (f =p), e minima para f =p/2 ou 3p/2.

2.2 Funcao de autocorrelacao

A fungdo de autocorrelacdo de um processo estocastico ¢ definida como
o valor esperado (ou média para todas as realizagdes do processo) do produto
{x(t).x(t+1)}. Para obter essa funcdo, obtém-se o valor de cada registo num
dado instante ¢ e outra vez num dado instante 7+t. Seguidamente calcula-se,
para cada uma das realiza¢des do processo, o produto desses dois valores (em
fun¢do de t). Finalmente obtém-se (também em fun¢do de t) a média desses
produtos para todas as realizagdes do processo. A fungdo assim obtida ¢
geralmente funcdo das variaveis ¢ € t, mas, caso o processo seja estacionario,
nao depende do instante ¢, e ¢ denominada R, (t ).

R(t) = E [x(t) x(t +1)] (2.12)

A Figura 1.3 ilustra também a forma como um valor especifico da
fung¢do de autocorrelagdo (para um dado valor de t) pode ser obtido.
Multiplicando, para cada realizagdo, o valor da funcdo para #=¢; pelo valor da
mesma funcdo para t=t,, e fazendo a média para todas as realizacdes, obter-
se-ia o valor da funcdo de autocorrelagdo para t=(¢,-f;). Repetindo este
processo para diferentes valores de t, a funcdo de autocorrelagdo seria
determinada.

18
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No caso de os processos serem estacionarios, a média e a variancia do
sinal sdo invariantes com o tempo e assim, o coeficiente de autocorrelacao
(ver equacgdo 2.8) pode ser definido como

o = B[ - m)(x(e+t) - m)] 2.13)
S 2

E[x(0)x(t +t)]- mE[x(t +t)]- mE[x(t)]+m’
S 2

Dado que a média ¢ invariante com o tempo, a equacao (2.13) resulta
em

r :E[X(t)X(t+t )]' m - m +m’ :Rx(t)- m? (2.14)
S 2 S 2

ou seja

R(t)=s’r +m’ (2.15)

Como o coeficiente de correlacao varia entre —/ e /, daqui resulta que a
func¢do de autocorrelacao também esta limitada entre dois valores

-S’+m*ER()ES’ +m’ (2.16)
Parat =0
R.(0)= E[x(t)x(t +0)] = E[x*(1)]=s* + m’ (2.17)

e o valor da fun¢do de autocorrelacdo ndo ¢ mais do que o valor quadratico
médio, igual a soma da variancia com o quadrado da média.

Para t =¥, o coeficiente de autocorrelacdo ¢ igual a zero, pois nao
havera correlagdo entre os sinais e dai resulta que

R(t P ¥)=m’ (2.18)

ou seja, o valor da fun¢do de autocorrelagdo € igual ao quadrado da média.
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Uma outra propriedade da fung¢do de autocorrelagdo para processos
estacionarios, ¢ a de ser uma funcao par, ja que, dado que o valor esperado
ndo varia com o tempo

R(t)= E[x(t) x(t+t)]= E [x(t- t) x(H] =R (-1) (2.19)
Na figura 2.2, apresenta-se uma fun¢do de autocorrelacao tipica de um

processo estacionario, indicando-se os seus valores maximo e assimptoticos
parat =+ ¥,

R(t)
, 2 2
Maximo=s + m
\/ 4 t

Fig. 2.2 — Caracteristicas da fun¢do de autocorrelacao

A fungdo de autocorrelagdo contém, como se pode observar, toda a
informagdo estatistica relevante sobre o processo. Para além disso, permite
conhecer como ¢ que os valores variam com o tempo € como ¢ que se
interrelacionam entre si. E portanto uma forma alternativa de descri¢do dos
processos, com grande utilidade na avaliacdo estatistica dos mesmos.
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2.3 Correlacao cruzada

A fungdo de correlagdo cruzada para duas variaveis x e y € definida
como o valor esperado do produto de x(?) y(t+t) ou y(¢) x(t+t).

R, (t)= E[x(t) y(t +1)] (2.20)
R (t)= E [p(t) x(t +1)]

Pode demonstrar-se que estas fungdes ndo sdo iguais € nao sao fungdes
pares.

Na verdade, se ambos os processos forem estacionarios

R ()= E [x(t) y(t +t)]= E @) x(t- t )]= R (-1) 2.21)

Demonstrar-se-ia da mesma forma que

R.(t)=R,(-1) (2.22)

Finalmente pode dizer-se que as funcdes de correlacdo cruzada sdo
fungdes contidas dentro de limites, sendo possivel provar que

-s, s, +mm ER (t)Es s +mm, (2.23)

e que tendem assimptoticamente para (m, m,) quando t tende para infinito.
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3. Densidade espectral

3.1 Nocao de densidade espectral

Considere-se uma realizacdo de um processo x(?). Note-se que a
condicao

O, r(tlde < ¥ G.1)

que ¢ a condi¢do necessaria para que se possa encontrar a transformada de
Fourier de uma fung¢do, ndo pode ser satisfeita, dado que tal requereria que
x(t) tendesse para zero parat = ¥.

Por outro lado, sabe-se que, se um processo tem média nula, a funcao de
autocorrelacao tende para zero para 1= ¥.

Entdo, se um determinado processo estocastico € estacionario € tem
média nula pode dizer-se que

O: R (t)dt <¥ (3.2)

Nesse caso pode determinar-se a transformada de Fourier da funcao de
autocorrelacao através da expressao

1 \+¥ -t
SX(W):%QRX(t Ye " dt (3.3)

sendo a transformada inversa calculada pela expressao
R.(t)=0,S.w)e" aw G4

Sy (W) , a transformada de Fourier da fung¢do de autocorrelacio ¢
denominada a densidade espectral do processo x(?). A densidade espectral &,
portanto, a transposicao da fun¢do de autocorrelagdo (e indirectamente do
sinal em questdo) para o dominio da frequéncia, com a particularidade de as
suas unidades serem unidades iguais ao quadrado das unidades do sinal, por
unidade de frequéncia.
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Com efeito, relembrando que R.(0) = E/x’] e notando que
R(0)=Q,S,(w) 1 dw (3.5)
pode-se concluir que
0,5.(w) dw = E[x’] (3.6)

ou seja que a area sob a curva que representa a fun¢do densidade espectral ¢é
igual ao valor quadratico médio do processo. Dado que a fun¢do densidade
espectral ¢ definida no dominio da frequéncia conclui-se que as suas
unidades sdo unidades iguais ao quadrado das unidades de x(?) por unidade
de frequéncia. Dessa forma, supondo por exemplo, que o sinal que se analisa
¢ uma aceleragdo, as unidades da densidade espectral serdio em (m’ s /s™) ou
seja (m” s7).

Nesse caso, de o sinal em causa ser um registo de aceleragdes, por
exemplo um acelerograma, a densidade espectral costuma ser designada por
densidade espectral de poténcia, ou vulgarmente espectro de poténcia.

A razao dessa denominacao resulta das unidades da funcao densidade
espectral serem nesse caso aceleragdes® por unidade de frequéncia que,
considerando o produto por uma massa unitaria, sdo unidades de poténcia
(FLT"). Por essa razdo ainda, ¢ vulgar referir-se que a fun¢do densidade
espectral de poténcia contém a informag¢do sobre a energia de um sinal
sismico. Na verdade, para se poder obter a energia, haveria que multiplicar
essa poténcia por um intervalo de tempo e admitir que essa poténcia era
constante durante esse intervalo, o que so seria verdadeiro se o sinal em causa
fosse um sinal estacionario.

Para um dado intervalo de frequéncia (Dw), a area sob a fun¢dao S(w)
representa a poténcia associada a frequéncia central desse intervalo. Este
facto permite que, a partir da fun¢do densidade espectral, seja possivel
“reconstituir”, do ponto de vista estatistico, um dado sinal, desde que seja
possivel admitir a estacionaridade do processo. Um dos métodos para a
geracdo de acelerogramas artificiais a partir de espectros de poténcia recorre
a este facto.
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Entre as principais caracteristicas da funcdo densidade espectral estdo,
para além da ja enunciada de a area sob a sua curva ser igual ao valor
quadratico médio do processo, a de ser uma fungao real, par e ndo negativa.

Como se viu, se se imaginar que um sinal estocastico estacionario pode
decompor-se no somatorio de um namero infinito de sinais com frequéncias
espacadas de Dw, pode dizer-se que a densidade espectral €, para cada
intervalo de frequéncia Dw, a “poténcia” associada com esse intervalo de
frequéncia.

Como exemplo, atente-se na seguinte densidade espectral ilustrada na
Figura 3.1.

\ j

Fig. 3.1 — Densidade espectral de um processo de banda estreita

O valor quadratico médio e a fungdo de autocorrelagdo podem ser
determinados como se segue

E[)C2 ] = Area debaixo de S_(W) = (‘Sij (w) dw=25,(w, - w,) (3.7)
R(t)=Q,5.w)e™ dw =, S.(w) [costwr)+i sentwr)] dw = (3.8)

= (‘fS (W) cos(wt) dw + i(\fo(W) sen(wr) dw
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O segundo termo da expressdo anterior € nulo, ja que sendo S,(W) uma
fun¢do par e o seno uma fung¢do impar, o produto ¢ uma fungdo impar cujo
integral € nulo. Assim sendo, a expressao 3.8 resulta em

25,

R.(t)=25, (5 cos(Wt ) dw = t [sen(w,t) - sen(wt)] = (3.9)
4 -
= % cos(22 = ;W‘ t )sen(— 5 Wit)

Esta fungdo tem um andamento semelhante ao da apresentada na Figura
2.2.

A fungdo densidade espectral representada na Figura 3.1 corresponde a
um processo dito de banda estreita. Um processo de banda estreita ¢ um
processo que recebe contribui¢do de componentes (sinais sinusoidais) com
frequéncias contidas numa zona limitada do espectro, no caso da Figura 3.1
frequéncias situadas numa zona espectral limitada, ja que W; » W,.

Na figura 3.2 pode ser visualizada uma realizacdo do processo que tem a
densidade espectral semelhante a constante da Figura 3.1 Como pode ser
visto, este processo ¢ um processo de banda estreita, j& que o sinal tem
nitidamente uma frequéncia predominante

x(t)

AV/\ AVANIVNA
\/

Fig. 3.2 — Realizacdo de um processo de banda estreita
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Na Figura 3.3 mostra-se a densidade espectral de um processo de banda larga.
Neste caso, as duas frequéncias extremas do intervalo sdo consideravelmente
diferentes uma da outra.

A
S (W)
S
0
w
W2 Wl O Wl W2

Fig. 3.3 — Densidade espectral de um processo de banda larga

Uma realizacao deste processo de banda larga pode ser visualizada na
Figura 3.4. Como se pode ver, este processo ¢ um processo de banda larga, ja
que o sinal tem nitidamente uma contribui¢do de varias frequéncias.

x(t)

—

Fig. 3.4 — Realizagdo de um processo de banda larga
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Um processo de banda larga que interessa conhecer ¢ o chamado ruido
branco (“white noise”), que € caracterizado por ter igual contribuicdo em
todas as frequéncias, pelo que a sua densidade espectral tem um valor
constante entre -¥ e +¥. Note-se que este tipo de processo € meramente
tedrico, ja que o seu valor quadratico médio (area debaixo da linha definidora
da densidade espectral) ¢ infinito. No entanto, o conceito pode, como se vera,
ser por vezes utilizado para inferir caracteristicas da resposta de sistemas a
processos de banda larga.

Poderia mostrar-se que a transformada de Fourier de um processo de
ruido branco com amplitude Sy, € uma fun¢do de Dirac centrada na origem e
com uma “area” igual a 2pS,. Tal significa que a respectiva fungdo de
autocorrelacdo pode ser escrita como

R (t)=2pS, d(t) (3.10)

e que, dado o nimero infinito de frequéncias que contribuem para o sinal, ndo
existe correlacdo do sinal com ele proprio, excepto para t=0, quando a
correlagdo ¢ efectuada com o valor do sinal no préoprio instante, ou seja com o
proprio valor.

3.2 Densidade Espectral de Processos Derivados

Um processo derivado pode definir-se como um processo que pode ser
descrito através de outro por derivagdo deste. Um exemplo de um processo
derivado € um processo relativo a velocidades ou aceleragdes que pode ser
inferido através do correspondente processo relativo a deslocamentos.

Quais sdo entdo as caracteristicas de um processo derivado que podem
ser inferidas ou derivadas do processo original?

Tal como foi ja visto, a fun¢do de autocorrelacio ¢ definida como

R.(t) = E[x(¢) x(t +1)] (2.12 rep.)
e a média para o conjunto das realizacdes

R(t) = %a‘i [xn(t)xn(t+t)] (3.11)
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Como se pode entdo obter a fungdo de autocorrelacdo de processos
derivados?

Diferenciando a equagdo (3.11) termo a termo, em relagdo a t, e
assumindo estacionaridade, obtém-se

d @ (t ))_Lg _[xn(z‘)x”(l‘+t )]—%g [x,,(t)x,,(f"'t )] (3.12)

0O Eha-Ds0]

Se a expressao (3.12) for novamente diferenciada em relagdo a t, obtém-
se por sua vez

(3.13)

dtz(R g ))__g —[x<t 0= & [0 0)=

= E [x(z- t)x(t)] -R(t)

Por outro lado, da relagdo entre a funcdo de autocorrelagdo e a
densidade espectral pode concluir-se que

%(Rx(t )=, 5.w) iw & dw (3.14)
d’ ) it
F(R"(t )):-QW S.(w) e™ dw

Juntando os resultados das equagdes (3.13) e (3.14) pode entdo concluir-
se que

R.(t)= W’ S,(W) ™ aw = ) S, (W) ™ dw (3.15)
Tal permite concluir que
SeW)=w" S, (W) (3.16)

+¥

E[] oS(W)dw (‘yVS(W)dW (3.17)
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S.w)=w" S (w) (3.18)

E [xz] = +(‘) S, (W)dw = +0N4Sx (W)dw (3.19)

3.3 Densidade espectral tedrica e experimental

Sempre que se torna necessdrio determinar experimentalmente uma
densidade espectral, tona-se necessario utilizar limites diferentes dos atras
enunciados e, muitas das vezes expressar a frequéncia em outras unidades
(Hertz em vez de radianos por segundo).

Com efeito, nas defini¢des atras efectuadas, considerou-se que a funcao
era definida no intervalo [-¥;+¥] e que a unidade de frequéncia era expressa
em radianos por segundo.

De um ponto de vista pratico, interessa considerar uma fun¢do que seja
definida para frequéncias positivas € com as unidades expressas em Hertz
(Hz).

Essa nova fungdo que se denominard W(f) pode ser relacionada com
S(w) tendo em conta que o seu integral deve continuar a ser o valor
quadratico médio

E[x']= 0 S.wyaw = o W,.(f)df (3.20)

Considerando a igualdade das areas e a relagdo w=2pf, pode dizer-se
que

W.(f)df = Wx(f)?—g =25, W)dw G21)

de onde resulta que

W.(f)=4p S.(W) (3.22)
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4. Relacoes excitacio-resposta para sistemas lineares

4.1 Introducao

Um dos principais objectivos do estudo de processos estocasticos
aplicados a vibragdes em estruturas ¢ o de conseguir caracterizar a resposta
de um sistema estrutural, através do conhecimento das caracteristicas desse
sistema e das caracteristicas das ac¢gdes que sobre ele actuam.

No estudo que seguidamente se apresenta, considera-se que os sistemas
em analise tétm comportamento fisica e geometricamente linear e invariavel
com o tempo.

Considerar-se-a ainda, que o sistema pode ser actuado por excitagdes
singulares ou multiplas, prevendo-se a possibilidade de analisar uma ou mais
respostas.

Na figura 4.1 apresenta-se um esquema das relagdes que se pretendem
estudar, em que o sistema estrutural ¢ idealizado como um filtro, pelo qual as
excitagdes sdo convertidas em respostas estruturais.

y2(t)
Sl.stemg linear y3(t)
1nvariante
com 0 tempo . >
Excitacao Resposta
(Input) (Output)

Fig. 4.1 — Relagdes excitagdo-resposta para sistemas lineares.
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De um ponto de vista pratico, pode-se idealizar uma situagao em que um
sistema estrutural ¢ actuado por uma ou mais excitagdes, tais como sismo,
vento, vibracdes induzidas pelo trafego, etc. e a sua resposta a cada uma
destas accoes pode ser analisada em varios locais de uma estrutura € em
termos de diversas grandezas, como aceleracdes, velocidades, deslocamentos,
esfor¢os internos, etc.

Nesse caso, cada resposta estrutural (por exemplo deslocamento num
dado grau de liberdade) pode ser relacionado com uma dada excitagdo (por
exemplo uma forg¢a aplicada noutro grau de liberdade) através de leis que se
pretendem conhecer.

O que se analisara de seguida sdo as formas como, conhecida a
excitagdo e as caracteristicas do sistema linear, pode ser conhecida a resposta,
ou, como conhecida a resposta € as caracteristicas do sistema, pode ser
inferida a excitacao.

As técnicas que serdo descritas tém ainda aplicacdo na identificagdo
dindmica de sistemas estruturais ou seja, através do conhecimento da
excitacdo e da resposta proceder a determinagdo das caracteristicas do
sistema. Como se vera depois, tal permitird, por exemplo, determinar as
frequéncias proprias de um edificio, a partir dos registos da resposta
estrutural a uma dada acgcdo para a qual sejam também conhecidas as
caracteristicas.

4.2 Procedimento classico de analise de relacoes excitacao-resposta

Imagine-se um sistema estrutural composto por um sistema de um grau
de liberdade, tal como representado na Figura 4.2.

X(t)r»

k
F(t
e
¢ [OHONONONONO)
x(0) —» |

Fig. 4.2 — Sistema de um grau de liberdade
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Imagine-se ainda que o sistema ¢ sujeito a uma forga exterior F(z) ou a
um movimento do seu apoio, x,(?).

As equagdes de movimento para cada uma das situagdes atras descritas

Sao

mx+cx +kx = F(¢) (4.1a)

mX, +cx, +hkx, =-mX, com X, =x-Xx

, , (4.1b)

As equacdes (4.1a) e (4.1b) sdo equagdes diferenciais lineares, que
permitem determinar x(z), conhecidas as condig¢des iniciais do movimento e
as excitacdes F(?) ou xy(t). No entanto, no caso de se estar perante uma
excitacdo aleatodria, a resolucdo da equagdo ndo serd em principio possivel, ja
que a excitagdo nao pode ser expressa através de uma equagao matematica.

Considerem-se entao as equacoes (4.1a) e (4.1b) rescritas sob a forma

X+2px+p’x = p’f(1) (4.2)
em que

X =

c
km
p:

24/
2ok
m

Flo)

f@= k

na equagdo (4.1)

f(t)=- st na equagdo (4.2)
p

Suponha-se que f(?) pode ser escrito sobre a forma

f(t) = f, sen(Wr) (4.3)
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Entdo, a func¢ao

x(t) = x,sen(wt - ) (4.4)

descreve a resposta do sistema, em que x, ¢ f sdo respectivamente a
amplitude e a fase da resposta.

Define-se “func¢do de transferéncia” como a razdo entre a amplitude do
movimento ¢ a amplitude da forca e a desfasagem entre a excitagdo ¢ a
resposta a qual define as caracteristicas do sistema para uma dada frequéncia
“w*. Nesse caso, em vez de se pensar na razdo de amplitudes e na fase como
duas entidades separadas, pode usar-se uma variavel complexa que represente
ambas as quantidades.

A fungdo de transferéncia, definida no dominio da frequéncia, que
estabelece a relagdo entre a excitacdo e a resposta, ¢ vulgarmente designada
por H(Ww).

Para determinar essa funcdo considere-se que a expressao (4.3) € rescrita
da seguinte forma:

f(0) = f, sen(wt) = f, Im{e™ '} (4.5)

designando “Im” “a parte imaginaria de”.

Nessas condigdes

x(t) = f, Im{HW)e™ '} (4.6a)
x(t) = f, Im{H (W)iwe™ '} (4.6b)
i(0) = f, Im{- H(w) w?e™ '} (4.6¢)

Substituindo as equagdes (4.5), (4.6a), (4.6b) e (4.6¢) na equagdo (4.2)
obtém-se

fo Im{- HWw) w?e™ '} +2xp f, Im{H (W) iw "'} (4.7a)

+p° foIm{HW) "'} = p’ f, Im{e™ "}
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Rescrevendo esta equacdo retirando a referéncia a parte imagindria, mas
sempre tendo em conta que a solugdo para x(?) ¢ ainda a parte imaginaria,
obtém-se a seguinte equagao
- f Hw) w’e™ " +2xpf, HW) iw ™" (4.7b)
+p2 ]((;H(W) eiw = pZﬁ) ezW t

Por sua vez, cancelando os termos f; €™ em ambos os lados da equagio
(4.7b) resulta

- HW) W’ +2XpH (W) iw + p* H(W) = p* (4.7¢)

de onde se pode concluir que

2

p (4.8)
-W? +2iXwp + p’

HW) =

A equagdo (4.8) pode ser escrita sob a forma A(W) - i B(w)

Loawol 1 aavol (4.9)
(- ey il g—%
[ PQa | P
H(W) = N 2 EZ R L2
ool L aavol
(1-c—+y +(2X¢c—=
7 8;@ b 1 8;@%/)
A magnitude e a fase da fung¢ao transferéncia H(w) sao entdo
[H(W)| =/ 4 (W) + B*(w) (4.10)
f = arctanaemg (4.11)
§aw) 5

Como se verd, para além de permitir calcular a amplitude e a fase da
resposta, a funcdo H(w) ird permitir calcular as caracteristicas da densidade
espectral de uma resposta y(w) conhecida a densidade espectral de uma
excitacao x(Ww).

35



Vibra¢des Aleatorias. Dindmica Estocastica IST

4.3 Método da resposta impulsiva

Enquanto a fungdo de transferéncia permite determinar a resposta de um
sistema linear no dominio da frequéncia, ou seja quando a variavel
independente ¢ a frequéncia, o método da resposta impulsiva permite efectuar
essa determina¢do no dominio do tempo.

Um impulso ¢ definido como uma perturba¢do instantdnea de um
sistema, da qual resulta uma resposta transitoria. Este impulso € normalmente
representado através de uma func¢do de Dirac, tal que

x(t) =1 d(,) (+12)

1 = Magnitude do impulso (4.13)
1¥ t=t

d(to) _ para o (4.14)
710 parat? g,

cfd(f) g1 (4.15)

em que / tem unidades de (for¢a x tempo).

Se I tiver um valor unitdrio, a resposta ¢ designada por funcao de
transferéncia a um impulso unitario.

No caso de a excitacdo ser uma fun¢do continua no tempo, a resposta em
qualquer instante “¢”, pode ser calculada como a soma das respostas a uma
série de impulsos que tenham ocorrido anteriormente, sendo no limite o
integral a que se chama o integral de convolucao

W) =Q,x(t) h(t-t) dt (4.16)

em que A(t-t) € a o valor da resposta no instante “¢”, a um impulso unitario
aplicado no instante “t ”, utilizado por exemplo no integral de Duhamel, e
que pode ser calculado através de

o Wt

h(t-t):—zsen( l-sz(t-t)) (4.17)
mp4/1- X
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4.4 Relacao entre H(W) € h(t)

Ja que tanto a fun¢do H(W) como a funcdo /(z) permitem determinar a
relacdo entre uma excitacdo e a correspondente resposta, deve ser possivel

estabelecer-se uma relagdo entre elas.

Atente-se que sendo a excitacdo x(?) um impulso unitario d(z), ¢ a
resposta y(¢) a fungdo A(?), pode mostrar-se que as transformadas de Fourier
de x(t) e y(t), respectivamente X(w) e Y(w), podem ser obtidas da seguinte

forma
X(w) =1 5 x(t) e ™ di= L N d() e ™' dt =
2p Q 2p Q

| | 1
=—q.d - i—o'd =L
T Q, () cos(wr)dt 12p 0, (t) sen(Wr)dt 0
YOW) =— & (t) e " dt = == §h(t) e ™ d
0 QY 20 Q,

Tendo em conta que

Y(W) = HW) X(W)

pode demonstrar-se que H(W) e h(t) estdo relacionados como se segue
HW) = h(t) ™" dt
e consequentemente

1 o .
h(t)=—-Q, HWw) "'
(=5 0, HW) & 'dw

sendo H(W) e A(?) um par de transformadas de Fourier.
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4.5 Transmissao de vibracoes

4.5.1 — Propriedades de h(t)

Conhecendo as relagdes excitagdo-resposta para sistemas lineares, pode-
se estudar o problema da transmissdo de vibracdes aleatorias, ou seja,
conhecendo as caracteristicas das vibracOes, determinar a natureza da
resposta de sistemas lineares.

Interessa assim examinar como determinar as caracteristicas da resposta
de um sistema linear y(?) a uma excitagdo x(?), supondo que se conhece a
func¢do de transferéncia a um impulso unitario A(z).

Comece-se por analisar diferentes formas de rescrever a equacao (4.16).
Com efeito, atendendo a que A(t-t) € a resposta no instante “’ para um
impulso aplicado no instante “t ”’, pode concluir-se que essa funcido ¢ nula
para valores de “#’ inferiores a “t”, ou seja, o impulso nao causa qualquer
resposta antes de ser aplicado. Dada essa circunstancia, os limites do integral
da equacgdo (4.16) podem ser alterados como se segue

W)=, x(t) h(z-t) at (4.22)

Por outro lado, considerando uma nova variavel g=¢-t, que representa o
tempo que decorre entre o instante de aplicagdo do impulso e o instante da
medi¢do da resposta, os limites de integracdo t =-[ e t =¢, transformam-se em
g=L! e g=0, e a equagdo (4.16) pode ser rescrita como

W)= Qx(t- Q) h@) (- da) = 9 x(t- A) h(@) da (4.23)

que tendo em conta o facto de /#(q)=0 para g < 0, leva a que a equagdo possa
ser escrita como

W)= Q, x(t- q) h(@) dg (4.24)

As equagdes (4.16), (4.22), (4.23) e (4.24) sao assim formas alternativas
de determinar a resposta a uma excitagao x(z).
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4.5.2 — Valor médio de resposta

Considere-se um sistema sujeito a duas excitacOes estacionarias x;(?) e
Xz(t).

A sua resposta a essas excitacoes pode ser obtida através de
¥ ¥
W)= @, x (1= 0) K@) dg +§, %, - Q) h,(@) dg (4.25)
Dada a estacionaridade, o valor médio da resposta pode ser calculado por
¥ ¥
E[(0)] = E[x, ], h @) da + E[x,]o, 7.@) dg (4.26)
pelo que se conclui que y(t) € também estacionario.

Se se utilizar o dominio da frequéncia, torna-se mais facil calcular o valor
médio da resposta, ja que, relembrando a equacao (4.20)

Hw =0) = ¢, () dt 4.27)
a equacao (4.26) pode ser rescrita como

E[y] = E[x] H,(0)+E[x,] H#,(0) (4.28)

que mostra os valores médios da resposta e da excitagdo relacionados por
H(0).

4.5.3 — Fungdo de autocorrelagdo e densidade espectral da resposta

A funcao de autocorrelagdo da resposta y(?) € definida como

E[y(0) ya+t)]= E§Y m@) x(e- a)da, (/@) x(e+t - a)dg, Y+ (4.29)

4 ¥ J¥ ¥
ESQ h(@,) x,(- q,)dq, th(qz) x,(1+t - qz)dng"'
4 ¥ J¥ ¥
EgQ h,(@,) x,(t-q,)dq, Qh1(q2) x (@ +t - qz)dqza"'

4 ¥ J¥ y
ESQ h2(q1) xz(t' ql)dq] O¥h2(q2) xz(t +t - qz)dqza
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Poder-se-ia demonstrar que o valor esperado do produto dos integrais da
equacao (4.29) resultam na seguinte expressao para R,(t)

NN 4.30
R ()= 0,0 h@)h@,) R, (t -q, +q,)dq,dq, + (4.30)
+Y +¥
Q,Q, @) @,) R, (t -9, +q,)dq,dq, +
+Y +¥
0,0, @)h@,) R, ( -0, +G,)dq,dq, +

+¥
Y

+¥
Q Q hz(ql)hz(qz) sz (t -0, +q1)dq1dq2

Por outro lado, se esta relagdo for expressa no dominio da frequéncia, a
expressdo (4.30) pode ser muito simplificada, podendo demonstrar-se que
resulta em
S,(W) = H(W)H, (W)S, W)+ H, (W)H,(W)S, (W) + (4.31)

Hy(W)H, (W)S, , (W) +H,(W)H, (W)S, (W)

equacao onde “*” significa “conjugado de”.

Esta equacdo pode ser rescrita para calcular a densidade espectral de
uma resposta a N excitacoes (considerando Sen; = le.)

S,w)=aa HWH W) S, W) (4.32)
ou da resposta a uma excitagdo unica
S,(wW)=H W)HW) S, (W)= |H(w)|2 S_(w) (4.33)

ou ainda a um conjunto N de excitagdes independentes (ndo correlacionadas)

s,w=a [H,wf s,w) (434)

Se se pretendesse, por exemplo, determinar o valor quadratico médio de
um sinal resposta, tal poderia ser efectuado a partir de

E[y*]= 89 (W)dw (4.35)
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0 que, no caso de uma excitacao simples resulta em

+¥
< 4.36
Ely*|= gHW)S, (w)dw (4.36)
-y
ou para N excitagdes independentes (nao correlacionadas)
y (4.37)

E[y’]= & §H,w)’S, (w)dw

i=l .y

E pois evidente que se torna muito mais simples analisar relagdes
excitagdo-resposta no dominio da frequéncia do que no dominio do tempo. A
tarefa de determinar as caracteristicas de uma resposta (através da sua
densidade espectral) reside portanto na determinagdo das caracteristicas da
densidade espectral da, ou das excitagdes, ¢ na determinagcdo das
propriedades da funcio H(w). E este ultimo objectivo que se ilustrara de
seguida.

Considere-se para o efeito o sistema de um grau de liberdade ilustrado
na Figura 4.2. Suponha-se que esse sistema ¢ actuado por uma excitagao
correspondente a uma forga F(t) com contetdo espectral correspondente a um
ruido branco. Nesse caso S,=S, e portanto

S, w)=[HW)|" S, (4.38)

Para determinar H(w), considere-se que a excitacio ¢ da forma x(t)=¢™"
e que a resposta é portanto y(t)=H(w) ¢"".

A equagdo de equilibrio dindmico (4.1) pode assim ser rescrita

- mw? HWw)e™ ' +ciw Hw)e™ ' +k Hw)e™' =" (4.39)
ou
H(W) = 1 (4.40)

- mwW? +k +icw
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Pode entdo calcular-se a densidade espectral, tendo em conta que

S (W)= 1 1
’ - mwW? +k+iew - mw? +k- icw
— SO
- 2\ 20,2
(k- mw ) +cwW

0

(4.41)

Uma vez calculada a densidade espectral, pode, por exemplo, calcular-se
o valor médio quadratico, o qual ¢ esta relacionado com a varidncia do

processo e ¢ igual a
S, dw (442)
0

_ 1
E[yz] - _é- mw® +icw +k|

e pode ser calculado, recorrendo a uma tabela de integrais (ver anexo),

resultando
_PS,
£l

A densidade espectral constante da equacdo (4.41) ¢ apresentada na

Figura 4.3, para valores genéricos de m, k e c.

(4.43)

S(w)

Fig. 4.3 — Densidade espectral da resposta de um sistema a uma excita¢ao ruido branco
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Como pode observar-se, a funcdo € simétrica, pelo que se poderia
analisar apenas os valores correspondentes ao eixo positivo de “wW”.
Apresenta maximos para valores de “w’que correspondem a frequéncia
propria do sistema estrutural. Da equagao (4.43) pode também verificar-se
que o valor quadratico médio da resposta & proporcional ao valor da
densidade espectral da excitacdo (Sy) e inversamente proporcional arigidez e
ao amortecimento do sistema.

No entanto, o valor maximo, que se verifica para valores de “p”
aproximadamente iguais a

k (4.44)
»  |—
P m
¢ igual a
_ hY _ S.m 4.4
500 = = 49

O processo que se acaba de analisar corresponde a “filtragem” de um
ruido branco através de um sistema de um grau de liberdade com frequéncia

“p”
Como pode verificar-se, o grafico da densidade espectral apresentado
na Figura 4.3 aproxima-se de um grafico tipico de um processo de banda
estreita, j4 que a maior parte da “energia” do sinal se centra em torno dos
valores de “p” e portanto numa zona limitada do espectro. E pois quase
irrelevante se a excitagdo ¢ um ruido branco ou um processo de banda larga,
Jja& que o sistema apenas selecciona (ou amplifica) as componentes da
excitagdo com frequéncias proximas da sua frequéncia propria. Tal € o
fendmeno da ressonancia dinamica ja conhecido da dindmica cléssica.

A densidade espectral do processo resposta correspondente ao caso
analisado, tem pois a forma da funcdo |H(W)|’, ja que a densidade espectral da
resposta ndo ¢ mais do que a fun¢do |H(W)|” multiplicada por uma constante.
Assim a forma da funcdo |H(W)|’, apresentada na Figura 4.4, é exactamente a
representada na figura 4.3.

Tal sucede sempre que se analisa uma excitagdio que tenha
caracteristicas de processo de banda larga. Por outro lado, se uma excitagao
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tem caracteristicas de processo de banda estreita, a resposta sera também
tendencialmente um processo de banda estreita que reflectira as
caracteristicas da accao e eventualmente do sistema.

Os pardmetros que podem influenciar a forma da fun¢io |H(W)|° sdo os
parametros estruturais m, k e c. A relagdo entre m e k define o valor de w para
o qual a funcdo apresenta o valor maximo, ou seja, no caso de sistema de um
grau de liberdade, o valor da frequéncia prdopria do sistema. O valor de c,
define a forma da funcdo, ao influenciar a “abertura” da curva que a
representa. Reduzidos valores de “c” fazem com que a funcdo assuma valores
elevados apenas na vizinhanga proxima da frequéncia propria, ao passo que,
para maiores valores de “c”, ou seja para sistemas mais amortecidos, a fung¢ao
ndo apresenta picos tdo pronunciados. A influéncia do amortecimento na
forma da funcdo |[H(W)|° pode observar-se na Figura 4.4, onde o atras descrito
¢ facilmente visivel.

Fig. 4.4 — |H(W)|? de um sistema em fungdo do amortecimento

Observando a Figura 4.4 pode também verificar-se que a resposta a uma
excitagdo com caracteristicas de ruido branco ou de banda larga difere
consoante as caracteristicas do sistema. Assim a resposta de um sistema
amortecido sera certamente um processo de banda estreita (tal como a
correspondente fungdo |H(W)|’, e a resposta de um sistema muito amortecido
sera certamente um processo de banda larga, também de acordo com a forma
da fungdo |H(w)|’.
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4.5.4 - Exemplo de aplicacdo

Considere-se o exemplo de um sistema de um grau de liberdade
representado na Figura 4.5. O sistema ¢ um sistema sem massa, com
comportamento visco-elastico e ¢ actuado por uma excitacao F(t).

[ X(1)

Fig. 4.5 — Sistema de um grau de liberdade, sem massa, com comportamento visco-eldstico

A determinacdo da funcdo de transferéncia do sistema pode ser
efectuada da seguinte forma:

Em primeiro lugar, importa determinar a equacdo de equilibrio
dinamico, a qual neste caso pode ser escrita como

_ 1 _ ck,xx (4.46)
JO=kx+——"F=hkx+ '

—+—
kyx cx

k,x +cx

Fazendo f(t)=f, ¢" e x= f, ¢"" H(W), ¢ substituindo esses valores na

equacao (4.46) resulta

ch, f,e™ TH(W) f,iwe™ H (w) (4.47)
k,f,e" 'H(W)+ cf,iwe™ ' H (W)

f‘oeiwt :klf‘oeith(W)_'_

~ . Wt 4
Cancelando, na equagdo anterior os termos em f; " obtém-se

ck,H(W)iwH (W) _ Hw ) ck,iw 0 (4.48)
sz(W)+ciWH(W) g k, +Cle

1=k Hw)+

pelo que
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k, +ciw (4.49)
kk, +ciw(k, +k,)

H(w) =
Imagine-se agora que a for¢a F(t) corresponde a um processo

estaciondrio com densidade espectral dada pela seguinte equacao

S, (W)= So (4.50)

e que se pretende determinar o valor quadratico médio da resposta x(t).

Para tal, precisa determinar-se a densidade espectral da resposta, da
forma que se segue

‘ 2 4.51
S, (W) =S, w) [Hw)f = SO 0 %kk fzc:\r/vc(ll\:/ +kz)§ ] -
55
2
o 1 | | k, +ciw |
0770 w, +1W‘ ‘kk +ClW(k +k, ‘
Sowg k + ciw 2

W,k k, - wc(k, +k, +zW[kk +ew, (k, +k )”

¢ a partir desse valor calcular

El?]= 5. (wyaw = (4.52)
2
¥ | k, +ciw
A S, W, dw
O, 20l ks - wielk, + ) + ik, +owy (k, +4)]
o que recorrendo atabela de integrais disponivel em anexo, resulta em
w ke + (k, +k, )k, U (4.53)

E[ ] SoW pikk+k [kk +CW(k+k)Jg
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5. Estatistica de processos de banda estreita

5.1 Introducio

Entre os processos estocdsticos, os processos de banda estreita tém
especial interesse, ja que representam grande parte dos processos que
resultam da resposta estrutural a qualquer tipo de excitagdo. Com efeito,
qualquer que sejam as caracteristicas de uma excitacao, seja ela de banda
larga ou estreita, a sua filtragem através de um sistema linear, resulta na
maior parte das vezes num processo de banda estreita. Para tal basta que o
sistema ndo seja altamente amortecido.

Por outro lado, mesmo sistemas muito amortecidos, quando actuados
por excitagdes de banda estreita, originam respostas de banda estreita.

Considere-se entdo um processo de banda estreita caracterizado por uma
densidade espectral com valor igual a S, para frequéncias num intervalo Dw
centrado em W, e valor igual a zero em toda a restante zona do espectro, tal
como ilustrado na Figura 5.1.

Fig. 5.1 — Densidade espectral de um processo de banda estreita.

A
S W)
_Dw_ ) ow_
T T |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| | W
“Wo 0 Wo j

Nesse caso poderia mostrar-se que a fun¢ao de autocorrelacdo pode ser
obtida pela seguinte expressao
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sen(ﬁ)wtzg CRY
R (1) =4S, et—gcoswot

Assuma-se agora que o processo ¢ (Gaussiano e que portanto sdo
conhecidas a funcdo densidade de probabilidade relativa ao parametro em
questdo (suponha-se que um deslocamento) e ainda dos processos derivados
(neste caso a correspondente velocidade) e ainda a fun¢do densidade de
probabilidade conjunta.

Sao portanto conhecidos, a média dos deslocamentos, o desvio padrao
do deslocamento, os correspondentes valores de velocidades e o coeficiente
de correlacao entre deslocamentos e velocidades.

A média do processo ¢ nula dado que

Rt ® ¥)=m, =0 (5.2)

Relembrando que

S, (W) =wS (W) (5.3)

pode-se concluir que a média das velocidades sera também nula.

Por outro lado

s2=£[y]= 69 (W)dW » 2.5,Dw (5.4)
-¥
+¥
s;=E [y'z] = V'S, (W)dw » 28w Dw (5.5)
-¥
Pode ainda mostrar-se que
E[yy] :%[Ry(t )] para t =0 (5.6)

:i(‘fw S, (W) dw =0
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pelo que
=il (5.7)
s,S,

nao existindo portanto correlagdo entre y e a sua derivada e sendo

Py =p,(») p;(¥) (5.8)

Assim sendo, e relembrando a equacdo (1.16), as distribui¢des dos
deslocamentos e velocidades podem ser escritas como

o (5.9)
PN LI
: J2p s
y
1 (L)Z (5.10)
e

p,(y)= Wsy

5.2 Caracterizacdao de processos

Imagine-se uma realizacdo de um processo de banda estreita, com
densidade espectral semelhante a indicada na Figura 5.1 e com expressdo no
dominio do tempo tal como representada na Figura 5.2.

Para caracterizar o processo, pode tentar-se responder a algumas
perguntas:
Quantas vezes, durante um certo periodo 7, se ultrapassa um dado nivel
pré-definido “y=a"?
Durante quanto tempo, nesse periodo T, se ultrapassa o0 mesmo nivel?
Qual a distribuicao estatistica dos valores maximos ou “valores de pico™?
Qual a frequéncia com que esses “valores de pico” ocorrem?
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y(t)

[\ fal A y—a /\

A NAN AN
v\/u\/ \/\/

S/
t

>

Fig. 5.2 — Realizacdo de um processo de banda estreita

De um ponto de vista visual, seria facil responder a questdoes acima
colocadas. Como pode verificar-se, para a funcao representada na Figura 5.2,
o nivel “a” foi ultrapassado por quatro vezes, sendo também facil quantificar
o tempo durante o qual a fun¢do se situou acima desse nivel. Ainda facil ¢
por exemplo verificar que ocorreram 9 maximos positivos € 9 negativos, pelo
que a frequéncia de maximos seria de 18/T. Ja ndo seria possivel de uma
forma simples responder a ultima questdo, ou seja qual a fun¢do densidade de
distribui¢do dos valores maximos.

E portanto necessario encontrar uma forma de responder de uma forma
sistematica a essas questdes, ja que sdo questoes de ordem pratica que se
podem colocar se se pretender por exemplo verificar a fiabilidade de uma
resposta estrutural, avaliando por exemplo a probabilidade de se ultrapassar
um determinado nivel representativo do colapso, ou por exemplo num
processo que possa envolver colapso por fadiga, avaliar quantos maximos se
verificam durante um dado periodo e qual a sua amplitude.
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5.2.1 Passagem ascendente de um dado nivel

Qual ¢ entdo o namero de vezes que € ultrapassado um dado nivel “a”
num processo de banda estreita?

Denomine-se por 1, (T), o nimero passagens ascendentes do nivel “a”
durante um periodo 7, numa dada realizacdo do processo. Nesse caso, a
y q° + r
média para todo o processo, N, (T), ¢ dada por

N (1) = E|n: (7)) (5.11)
Caso o processo seja estacionario, essa média € proporcional a 7' e pode

definir-se a frequéncia com que se verificam passagens ascendentes de “a”,
+
V, , COMO

N (T) (5.12)

que ¢ também a frequéncia com que a funcdo cruza o nivel “a” com derivada
positiva.

Considere-se entdo um pequeno intervalo de tempo “df”, durante o qual
se verifica uma passagem ascendente de “a”.

Se “dr” for suficientemente pequeno, havera uma passagem ascendente
do nivel “a” se, no inicio do intervalo,

Y, ay

<a e
Y dr . dt

A probabilidade de tal acontecer pode ser determinada através da fungao
distribui¢do conjunta de y e da sua derivada, da seguinte forma

P[cruzar y=a com derivada positiva durante dl‘]: (5.13)

+ ¥\a\ . O .
v, dt = (govyy(y,y)dy ~dy
0ey 1]

Para que se verifique uma passagem ascendente do nivel “a”, terd que se
verificar a seguinte condi¢dao
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Sy (5.14)

dt

Y b ysg- g dr

pelo que, o limite inferior do integral em dy na equagao (5.13), “y”, pode ser
substituido pelo correspondente valor, resultando

=L QoL@ o 0. " (5.15)
K Sy 3)dy Sy == 8, (. 9) L diSdy = Yp (@, 5)9 )5
D G OO Dy = G (@) Gy Odpyy( )y M

que ¢ o valor da frequéncia de passagens ascendentes do nivel “a”, qualquer
que seja a funcao densidade probabilidade conjunta de y e da sua derivada.

Supondo que o processo ¢ Gaussiano, € que ndo existe correlacdo entre
y € a sua derivada

. AW (. (5.16)
v, = dpyy(a,y)y)dy =p, (a)dpy(y)y)dy
0 0
_L22¥& LZZ 9
- 1 2s p \(; 1 e 25 y _dy

@s ) Ooé 2ps =
’ 7]

que, resolvendo o integral, conduziria ao resultado final

L (5.17)

2s 2
¥

- y
v, =——e

ps,

Um caso particular da expressdo anterior (a=0) conduz ao valor da
frequéncia de passagens ascendentes do nivel “0”, ou seja uma indicagdo
aproximada da frequéncia do processo. Nesse caso, esse valor aproximado ¢
obtido através da expressao

o lss (5.18)

ps,

Como exemplo de aplicagdo, analise-se a frequéncia com que a resposta
de um sistema de um grau de liberdade ultrapassa um dado nivel “a”, quando
sujeito a uma excitagdo de caracteristicas Gaussianas, tipo ruido branco com
densidade espectral S).
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Nesse caso, como se demonstrou para y (equagao 4.43) e se poderia
demonstrar para a sua derivada

s :% e s; :%
pelo que
e : (5.19)
295,
V= % g L
(5.20)

1 [k _w
v(;' =— ; =0 (W0 emrad./seg.e v, em Hz.)

sendo W, a frequéncia angular e resultando portanto que v, ¢é a frequéncia
circular.

A equagdo (5.18) pode ser rescrita tendo em conta que

, .
s, =R, (0) e s:=-R/(0)

pelo que
(i} =-2L8 RO (5.21)
’ é20 g R, (0)

e, atendendo arelagio entre vy* e W, € arelagdo entre R (t) e S, (W)

A ) (5.22)
o iéy(O) i _99y(w)w dw
0o~ ~ 0 Ty
R (0) S5, (W)dw
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5.2.2 Distribui¢do dos maximos (valores de pico)

O conhecimento da estatistica dos valores maximos ou de pico ¢
extremamente importante, j& que, a maior parte das vezes, sdo os valores
maximos de um processo que caracterizam e€ss€é Mmesmo processo ou
condicionam a sua seguranca.

Conhecidas as frequéncias de passagem do nivel “a” e a frequéncia de
passagem do nivel “0”, torna-se possivel determinar a fun¢do densidade de
probabilidade dos valores maximos ou de pico.

Com efeito, dado estar-se perante um processo de banda estreita e
portanto a cada ciclo corresponder um valor maximo, pode afirmar-se que
durante um certo intervalo “7”, ocorrerdo aproximadamente “v," T valores
maximos positivos e “v,” T valores maximos superiores a “a”.

Assim sendo, a percentagem de ciclos que excedem “a” pode calcular-se
através de

“ ¥ v (5.23)
1- op,(@)da = qp,(a)da = —
0 a Vo

de onde resulta que

p,(@)=- V_{%(‘;) (5.24)

a

expressao geral que permite calcular a fungdo densidade de probabilidade dos
valores maximos ou de pico.

No caso de o processo ser Gaussiano, € tendo em conta as equagdes
(5.19 € 5.20), pode afirmar-se que essa fungdo ¢ dada pela seguinte expressao

®&. <0 il (5.25)
_ d C 2s;+_4d 252
p(a)=-—fe " _=—e para 0E£af¥
dag * s
(%]

que ¢ conhecida como distribui¢do de Rayleigh e se representa na Figura 5.3.
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Py(a)

S, a

Fig. 5.3 — Fung¢do densidade de distribui¢dao de Rayleigh

Como pode observar-se na Figura 5.3, a funcdo tem o seu maior valor
para a=S,, o que significa que a maioria dos valores de pico terdo valores
proximos do desvio padrao do processo. Existirdo assim poucos valores de
pico de reduzido valor (» 0) e de elevado valor (>>s,).

Para obter a probabilidade de um valor de pico exceder um dado valor
“a”, basta integrar a expressdo da equagdo (5.25) ou utilizar a expressao da
equacao (5.23) obtendo-se

2 2

‘ - (5.26)

2

_N A T,
l-l’p(a)—();e da=e

y
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5.2.3 Frequéncia de mdximos

Outro aspecto importante da andlise de qualquer processo ¢ a
determinacdo da frequéncia com que ocorrem valores maximos.

Se o processo for um processo Gaussiano de banda estreita, sabe-se que
a funcao densidade de probabilidade dos valores de pico ¢ dada pela equacao
(5.25). Para tal assumiu-se que a cada ciclo corresponde um valor méaximo,
pelo que se pode esperar que a frequéncia de méaximos corresponda a
frequéncia do sistema em ciclos por unidade de tempo. Verifique-se até que
ponto tal assuncao € valida.

[Y32]

Se um dado valor de “y” € um valor maximo ou de pico, entdo, tera de se
verificar “dy/dt=0" e “d y/df’<0”. Consequentemente, a frequéncia de
maximos sera a frequéncia com que a derivada de “y”, “dy/dr”, tem ela
propria passagens descendentes do valor “0”, ou seja com derivada negativa.
Dado que para cada passagem descendente de “0” existe uma passagem
ascendente, a frequéncia de maximos pode ser calculada como a frequéncia
com que “dy/dt”, cruza o valor “0”, com derivada positiva. Esse valor pode
ser calculado, por semelhanca com a expressdo (5.18), através de

(5.27)

que ¢ a expressao geral para a frequéncia de maximos.

Para um processo de banda estreita, tal como o ilustrado na Figura 3.1, e
fazendo “Dw = w,-w;” e “W, = (W,+W,)/2”, pode mostrar-se que a frequéncia
de maximos € obtida atraveés de

(5.28)
. V'S, (W)dw
v+_1sy_1\/Ey_ 25, WiDw _
. ; 2p 2SW Dw 2p

\/@vS()dW

que ¢ um valor igual ao da frequéncia de ciclos, tal como se obteve na
equacao (5.20).

Caso o processo nao seja de banda estreita, pode mostrar-se que
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w

(0]
I
lm 1
\<N
T
G

e y(W)dW = 2S0(W2 - W, )

-¥
Z_E--Z-_¥ ZS d _2S 3 3
Sy"_ _y_—dv y(W) W_E o(Wz'W1)
-¥
2 [..5] ) 4 2 5 5
Sy =EP|= dv S, (W)dw :gSO(W2 -W,)
¥

e portanto a frequéncia de maximos

1 B wy) (5.29)

= 2p s - w]

¢ diferente da frequéncia de passagens ascendentes do nivel “0”

. 1w -w (5.30)

vV _
y=0
2p \ 3w, - w,
Tal diferenga deve-se ao facto de nao existir necessariamente apenas um
maximo por cada passagem ascendente do nivel “0”, tal como pode verificar-
se observando a Figura 5.2, onde sdo visiveis dois picos positivos sem que se
tenha cruzado o eixo das abcissas.

Como exemplo, suponha-se um processo de banda larga em que a
frequéncia inferior seja igual a /0Hz (W;=2p x 10) e a superior igual a 20Hz
(W,=2p x 10). Nesse caso, a frequéncia central ou aparente do processo seria
15 Hz, enquanto a frequéncia de passagens ascendentes do nivel “0” seria
15,3 Hz e a frequéncia de maximos /6,3 Hz.

5.2.4 Valor esperado do maximo

O valor esperado do maximo valor observado num dado intervalo “Drf”,
“M”, pode ser obtido assumindo que tal ¢ o valor de “a”, para o qual, em
média, se verifica durante esses intervalo apenas uma passagem ascendente.

Nesse caso, usando a equagdo (5.17)
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I 1S, = Ds, M (5.31)
—e

(5.32)

5.2.5 Outras caracteristicas de processos

Considere-se

I, = Bv"sy(w)dw (5.33)

que se denominard por momento espectral de ordem “k” do processo € em
que, por exemplo, o momento espectral de ordem 0 “l ,” é o valor quadratico
médio, ou, para processos de média nula, a variancia de y.

Poderia demonstrar-se, tendo em conta o descrito em 3.2, que o
momento espectral de ordem “k+2n” ¢ 0 momento espectral de ordem “%k” da
n®"™ derivada do processo, pelo que, por exemplo, o0 momento espectral de
ordem 2 “| ,” ¢ o valor quadratico médio (ou varidncia para processos de
média nula) da derivada de y.

Assim sendo pode wusar-se essa notagdo para definir outras
caracteristicas de processos, tais como a largura de banda, envolvente e
duracdo de uma excursao acima de um dado nivel.

Assim, a largura de banda de um processo, que caracteriza a dispersao
da funcao densidade espectral em torno da sua frequéncia central, ¢ definida
como

|2 (5.34)
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podendo demonstrar-se que assume valores entre 0 e /. A titulo indicativo,
pode considerar-se que para processos de banda estreita 0,/£ L, £ 0,25 e para
processos de banda larga 0,5£ L, £1,0.

Considere-se por envolvente de um processo, o conjunto de duas curvas
simétricas, cujos valores sdo, em valor absoluto, sempre superiores ou iguais
aos valores da funcao que traduz o processo.

Poderia demonstrar-se que o desvio padrdo da envolvente “s,,,” pode
ser obtido multiplicando o desvio padrdo da derivada do processo pelo valor
da largura de banda.

S,., =S, Lb (535)

No que respeita a duragdo de uma excursdao acima de um dado nivel “a”,
o seu valor esperado pode ser obtido através de

1 s2 s* s (5.36)
E[T,]= e )

Vo
y

e o valor esperado da duragdo de uma excursao da envolvente acima desse
mesmo nivel através de

s (5.37)

v

glr]= 20

"
vea L,
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Anexo I — Tabelas de integrais para calculo de valor quadratico médio

A seguinte tabela, permite calcular o valor de integrais da forma

¥ 2
= \W W
1, =Q,H,w) d

cm que
+ (7 + (7 2 + + (7 n-1
HH(W):BO (’W) B, (’W) 1232 (’W) an-l
Ay +(w) 4, +(w) 4, +..+(iw) 4,
Tabela A-1 — Tabela de integrais
B B
HI(W)Z—OD ]lzp_o .
4, +(iw) 4, A4, o
B, +iw B A,B} + A,B;
H, (W) = o TIW - ) Izzp{ 0B 2By} =2
Ay +iw A - WA, A4, A,
B, +iw B, - W’B
H,w) = —— 0 T
A, +iW A4, - W A4, - iW 4, =3
p I = p{AoA3 (23032 - Blz)- AoAle2 - A2A3B§}
3
AA; (4, 4; - A 4,)
B, +iw B, - W’B, - iw’B
H4(W): o TIW 12W 23lW 34
Ay +iw A4, - W A4, - iWw A4, +W A4,
n=4
p{AoBf(AoAz - A 4,) + A4 A, (2B,B; - Bzz)
b J == "40143144(312 - 2BoBz)+A4B§(A1 A4, - A2A3 )}
) A()A4(A<)A32 +A12A4 - 4,4, 45)
4 -wW2B. - W3R +w?
H.(w) = B.O lWB]2W1’3.231WB34WB.45
Ay +iW A, - W A4, - iW A, +W A4, +iW A,
p{Aij(AoAzz +A12A4 - AgA A5 - A A, Ay) + Ay A (2B, B, - B32)(A1 A4, - 4,4 =5

+A0A5 (2BOB4 - 2B, B, +B§)(A0A5 - 4, A4) +A0A5 (2BOB4 - Blz)(A3A4 - 4,
— +ASB§(A1 Af +A22A5 - Ay A A - A, A3 4,))
S AA(ARAY - 2A A A A - AJA A A+ A AP A, + APAE + A ARA, + A A, A
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