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Osciladores Lineares Continuos

Osciladores lineares continuos

1. Introduciao

A andlise dinamica de estruturas ¢ normalmente realizada com base em modelos
discretos. Estes modelos, que apresentam a grande vantagem de permitir realizar a
analise com base num numero limitado de varidveis, conduzem sempre a solugdes
aproximadas por mais refinado que o modelo seja, pois estaremos sempre a representar
uma realidade continua através coordenadas discretas.

Uma alternativa possivel ¢ a representagdo da realidade através de modelos com
infinitos graus de liberdade ou seja através de modelos continuos. A formulagdo
necessdria a andlise de modelos continuos pode ser obtida a partir do estabelecimento
das equagdes de equilibrio duma porcao infinitesimal do oscilador. Desta forma sao
estabelecidas as equagdes diferenciais de equilibrio, através das quais se podem obter as
frequéncias e as configuragcdes modais dos infinitos modos de vibragao do oscilador.

Nesta sec¢ao sdo analisados essencialmente trés problemas: a vibracao longitudinal de
barras; a vibracao transversal de barras e a vibracao de lajes.

2. Vibracao longitudinal de barras

Considere-se uma barra com alinhamento recto, de seccdo A(x), densidade de massar e
modulo de elasticidade E. Se se admitir que N € o esfor¢o axial que actua uma seccao
transversal genérica da barra recta e que u representa o deslocamento dessa seccdo ao
longo do alinhamento da barra, entdo pode-se estabelecer a equagdo de equilibrio de
forcas segundo este alinhamento. Na figura 1 estdo representadas as forcas envolvidas
no equilibrio duma por¢ao infinitesimal da barra.

u(x,t) ulx,t)+ ﬂ—bﬁ(i_’tl dx
*—h *—h
q? u(x,t)
Next) mx) e A | N+ ﬂ—];()’c‘—’l dx
S — S — —
- dx . o X

Figura 1 — Equilibrio de um elemento infinitesimal de barra.
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2
“N(x.1) - m(x)—(—Z dx+N(xt)+ﬂX—Q dx=0

ﬂ [ ﬂ X - (1)
u(x,) - deslocamento ao longo do eixo X;
N(x,t) - esforgo axial;
m(x) - massanasec¢do x [m(x)=r A(x)];
q2
5
m(x) —ﬁt(x—l - forca de inércia.

Simplificando a equag¢do e introduzindo a relagdo forca-deformagdo expressa na
equagao (2) obtem-se uma nova representagao da equacao de equilibrio.

NGy = E A g @)
N(x, ,

=L pma 12 G)
ey TR Ly T060,_ @

Uma forma simples de resoluciao da equagdo de equilibrio (4) e que permite determinar
as frequéncias e os modos de vibragdo, passa pela separagao da varidvel u(x,z) em duas
componentes, representando uma delas a configura¢do deformada e a outra a variagdo
no tempo que se admite harmonica.

ut)=ux) Y(t) (5)
Y(t)=sen(pt) (6)
Y(t)=p cos(p t) (7)
Y =-pPsen(p ) = - 2 Y (0 ®)
2
82— 0 ¥ =069 2 Y00 ©)
T —ag vy (10)
() 1) p7 Y () + [ EAG) 18) Y (0] - (1)

Se se resumir o problema a andlise da vibracao longitudinal de barras uniformes (barras
com densidade e caracteristicas mecanicas constantes ao longo do eixo) e com sec¢do
transversal constante, entdo a equacao (11) toma a seguinte forma:

mu) p° Y1)+ EA u2(x) Y(1)=0 (12)
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Eliminando a varidvel Y(?) da equacao (12) obtem-se uma nova equacao, s6 dependente
da varidvel que representa a configuracdo deformada da estrutura.

m u(x) p> + EA 12(x) =0 (13)
2
©() + £h 1) =0 (14)

Se tivermos em consideragdo que a velocidade de propagagdo de ondas eldsticas em
barras uniformes ¢ traduzida pela equacdo (15) [Clough e Penzien, 1993], pode-se
escrever a equacdo (14) em fun¢do deste novo parametro.

o\ (15)

w2 (x) + gg ax) =0 (16)

Esta equacdo traduz um problema de valores e vectores proprios com a seguinte solugcdo
geral:

o ) g 0
- T+ -
U(x) = A sen g;xg B cos X (17)

Na equacgdo (17) as constantes A e B dependem das condi¢des de fronteira. A titulo de
exemplo comecemos por resolver o problema em que ambas as extremidades sdo fixas.
Posteriormente serdo abordadas outras situagdes mas de forma abreviada.

Barra com ambas extremidades fixas
Condicdes de fronteira para ambas extremidades fixas:
D u@©)=0

2)u(l)=0

e @D & 0
Solugdo geral: G(x) = A sen &, xg-i- B cos - Xy

Substituindo nas condi¢des de fronteira:

a0 =0 b B=0

a7 ) = —0U<en & ,0_
2)ul)=0 P A OUsene:Oxg 0

Se A e B forem simultaneamente nulos seremos conduzidos a solug@o trivial, pelo que interessa reter a
condi¢do que anula a fung@o seno, ous seja:

b, _ p_np
coL—np b o L

A solucdo tera entdo a seguinte forma:

T(x) = A sen géigxg
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A equagdo solugdo obtida representa o conjunto de modos de vibragdo longitudinais de
uma barra uniforme com alinhamento recto e com ambas as extremidades fixas. Como
acontece sempre que se resolve um problema de valores e vectores proprios, as
configuragdes do modos (vectores proprios) estdo definidos a menos de uma constante.
Esta constante pode ser definida através de uma qualquer condi¢do imposta como por
exemplo definir que a maxima amplitude deve ter valor unitario. A semelhanca do que
se faz frequentemente quando se trabalha com sistemas discretos, também nos sistemas
continuos ¢ possivel normalizar os modos de vibragdo em relacdo a massa. Neste caso a
expressao a utilizar tomara a seguinte forma:

L
gm [z(x)]* dx =1 (18)
0

z(x) — configuracdo normalizada dos modos

Aplicando esta regra de normalizacdo ao modos de vibragdo representados através da
solucdo indicada, obtem-se a seguinte representacdo modal:

5 )
209 ="\ [=or sen%gx% (19)

No Quadro 1 estdo indicadas, além da equagdo caracteristica que representa o problema
das vibragdes longitudinais de barras uniformes de seccdo constante, as solucdes para
varias condigdes de apoio.

E possivel demonstrar que os modos de vibragio obtidos apresentam relagdes de
ortogonalidade equivalentes as apresentadas pelos modos de vibragdo em modelos
discretos. Para o caso dos osciladores continuos a condicdo de ortogonalidade em
relacdo amassa ¢ representada através da seguinte expressao:

L
Bm Tu(x) Un(x) dx=0 m?n (20)
0

Recorrendo ao teorema de reciprocidade de Betti pode-se afirmar que o trabalho das
forgas de inércia fy,, calculadas com base no modo n, na deformagao correspondente ao
modo m ¢ igual ao trabalho das for¢as de inércia fi, na deformagao do modo n:

L L
8 fin(x,2) um(x,2) dx = §fim(x,2) un(x,t) dx (21)
0 0

2
fin(x,2) = m(x) ﬂ—;nt(zx—lz (forca de inércia) (22)
Un(x,2) = TUn(x) Yn(t) (com Yp(2) = A, sen (p, 1) (23)

Substituindo na equagdo (21) a definicdo de for¢a de inércia traduzida pela relagdo (22)
e fazendo a separacdo de variaveis indicada em (23), temos:
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L L
Yn(?) Ym(?) pfl B M Un(X) Un(X) dx = Yu(t) Yin(?) pj, Bm Un(x) Un(X) dx (24)
0 0

Eliminando a variavel dependente do tempo e agrupando os termos da equacao de outro
modo, obtem-se:

L
(.- p2) §m TUn(x) Um(x) dx =0 (25)
0

Como, para modos diferentes temos frequéncias diferentes, para que a igualdade se
verifique ¢ necessario que o integral indicado se anule. Desta forma se traduz a
condi¢do de ortogonalidade dos modos de vibracao em relacdo a massa.

No caso do integral atras indicado envolver o mesmo modo, ou seja, na hipdtese de m
ser igual a n, entdo define-se a seguinte grandeza:

m Uy(Xx) Ty(x) dx = M, (26)

> @ ~

Existe também, a semelhanca do que acontece com osciladores discretos, ou
descontinuos, uma segunda condi¢cdo de ortogonalidade, envolvendo a rigidez da
estrutura. Comecemos por considerar a equacao de equilibrio dindmico representada em

(4).

2
-m T A 1~ 0 @

Se se considerar apenas a contribui¢do do modo de vibracao n, a equacao atras indicada
pode ser apresentada na seguinte forma:

un L0 un(x t)

m(x

Fazendo a alteracdo de variaveis indicada em (23) e eliminando a variavel que depende
do tempo, temos:

P2 ) tu) + 2= [ EAG) T2 =g 8)

Multiplicando toda a equagdo pela configuragdo do modo m, e integrando ao longo do
comprimento da barra obtem-se:

L L
: d (%)
8 P Un(®) m(x) Ua(x) dx +§ Un(x) 3 - [ EA(x h dx 1dx=0 (29)
0 0

Como devido a propriedade de ortogonalidade dos modos de vibragdo em relacdo a
massa o primeiro termo da equacdo ¢ nulo, resta a seguinte igualdade que traduz a
segunda condicao de ortogonalidade:
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L

8 ﬁm(x)% [ EA(x)dL(ilx@Z] dc=0 se mln (30)
0

Em geral ndo ¢ esta a forma de apresentar esta condi¢do de ortogonalidade. A equagao
normalmente utilizada para exprimir esta condi¢do pode ser obtida a partir da equagado
(30) fazendo uma integragao por partes:

L
6 0 (o) 3y [ BAG) 457 ) e =

0

L
duy(x) 2 dup(x) EAG) duélx(xg b0

=) EAG) G 1) 8 gy G1)
Recordemos que:
EA(x) dun) _ Nu(x) (32)
Assim, recorrendo a esta igualdade a equacdo (31) pode ser simplificada:
) Mot -8 28 ) 2 g 33)

0

Note-se que na maioria dos problemas estudados as condigdes de fronteira sdo de tal
forma que o produto representado na primeira parcela da equacdo (33) ¢ nulo. Deste
modo a condi¢do de ortogonalidade pode ser apresentada na sua forma mais corrente,
que se indica de seguida:

L
6EA ufx)ufx) dx=0 m?!n (34)
0

A partir da equacdo (29) e se considerarmos dois modos iguais, ou seja m igual a n,
obtem-se a seguinte igualdade:

L
§EA ufx)ufix) dx = - p. M, (35)
0

Se representarmos as configuracdes modais z(x) normalizadas em relagdo a massa, de
acordo com a expressao (18), entdo esta expressao pode ser simplificada:

L

§EA [z4x)] dx = p; (36)
0

Existem outros problemas de vibra¢do de barras cujo movimento ¢ regido por equagdes
semelhantes aquela que se obteve neste caso (16). Nestas situagdes as solucdes serdo
semelhantes as apresentadas para o problema das vibragdes longitudinais. Um dos casos
em que se verifica esta semelhanca ¢ no estudo da vibragdo transversal duma barra
apenas com deformabilidade por corte.
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Considere-se uma barra caracterizada por uma seccao transversal A, massa m, modulo
de distorcdo G e area de corte A¢ Sendo u(x,t) o deslocamento transversal da barra
obtem-se a seguinte equacdo de equilibrio para forgas transversais abarra (V):

2
“me 1 E Ll [agy TEE 10 67

Admitindo a separacdo da variavel u(x,t) em duas componentes a semelhanga do que se
fez anteriormente, serdo validas as relagdes expressas nas equagdes (5) a (10) e a
equagdo de equilibrio pode tomar a seguinte forma:

m u(x) p> + GA&2(x) =0 (38)

Também aqui se pode fazer referéncia a velocidade de propagacdo de ondas elésticas
(transversais neste caso), cuja equacdo ¢ apresentada em (39). Assim a equagdo de
equilibrio reduz-se a forma expressa pela equacao (40) e que ¢ idéntica a equacao obtida
para o estudo das vibragdes longitudinais (16).

o=\ (39)

w@2(x) + gg ax) =0 (40)

Um exemplo de um fendmeno que pode ser simulada através duma barra uniforme com
deformabilidade apenas de corte ¢ a vibragdo horizontal de uma coluna de solo brando
assente sobre uma camada de rocha ou de solo muito rigido. Neste caso as condi¢des de
fronteira a considerar seriam as de apoio fixo numa extremidade (extremidade de
contacto com a rocha) e de livre na outra extremidade.

De acordo com as solugdes apresentadas no Quadro 1, as frequéncias proprias seriam
traduzidas pela seguinte expressao:

@n-Dpe,
P A= 1,23, 1)

Através desta forma é possivel obter para o periodo fundamental de vibragdo duma
coluna de solo com a altura L e velocidade de propagacao das ondas de ¢, uma valor de:

4L
Co

T= (42)

Este resultado ¢ por vezes utilizado para calcular a ordem de grandeza do periodo de
vibragdo duma coluna de solo nas condi¢des apontadas [Duarte,1983].

Outro problema que conduz a uma equagdo semelhante a equacao (16) € o problema da
analise de vibragdes transversais duma corda vibrante. Se considerarmos uma corda
com massa m (por unidade de comprimento) e admitirmos que a sua tensdo se mantém
constante ao longo do seu cumprimento (hipotese valida se as amplitudes de vibragao
forem pequenas), entdo podemos considerar o diagrama de equilibrio de forgas
representado na figura 2.
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Figura 2 — Equilibrio de um trogo de corda vibrante.

Sendo u(x,t) o deslocamento segundo a direc¢do perpendicular a direccdo X, obtem-se a
seguinte equacao de equilibrio:

ey | 1% ufx.t)

2
Tuy | Fus)

x mg 2 dx- N x Tx =0 (43)
Simplificando esta equagao obtem-se:
2 2
) )
mL 20 (i) _, (44)

17 1x°

Fazendo a separagao de varidveis ja varias vezes mencionada, e eliminando a variavel
dependente do tempo, a equacdo toma a seguinte forma:

mu(x) p2 +N©w?x)=0 (45)

Fazendo a substitui¢ao indicada na equagao (46), obtemos finalmente uma equagdo que
¢ identica a obtida para o estudo das vibragdes longitudinais (16).

Co=\ = (46)
w2 (x) + gg ax) =0 (16)

As solugdes desta equacdo obedecem aequacao (17), que se reproduz novamente:
_ ) 0
u(x) = A sen ngvLBcos ng (17)
o 9 o @
As constantes A e B dependem das condigdes de fronteira. Neste tipo de problema as

diferentes condicdes de fronteira correspondem apenas a diferentes “cotas” das
extremidades da corda vibrante.

8 Dinamica e Engenharia Sismica, IST, 1999
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Quadro 1 — Vibragoes longitudinais de barras uniformes de secgdo constante.

Vibragdes longitudinais de barras de sec¢do constante

Equagao caracteristica £-2 EA
=2 O5/) — _ LA
w?(x) + ecOgu(x) 0 com Co m
Solucdo e & 0 a8 0
TG(x) = A sen &, xz-i- B cos &, Xy
Barra com ambas extremidades fixas
Condigoes de fronteira 40)=0;4L)=0
Frequéncias proprias o= n QLCQ n=1.2.3. .
C(inﬁgurago'es dos modos a6t) = A sen agigxo n=1.2.3. .
(ndo normalizadas) eL "o
Configuracoes dos modos 2 A
g . ¢ z(x) = —senﬂxo n=1,2,3,...
(normalizadas) mL™"eL g
Barra com ambas extremidades livres
Condigoes de fronteira N(@©)=0;N(L)=0
Frequéncias proprias Py = n QLco n=1.2.3, ...
C(inﬁgurago‘es dos modos (%) = B cos gengxo n=1.2.3, ..
(ndo normalizadas) eL "o
Configuracoes dos modos 2 o
g . ¢ z(x) = —cosaé‘gxo n=1,2,3,...
(normalizadas) mL ™" eL g
Barra com uma extremidade livre e outra fixa
Condigoes de fronteira 40)=0;N(@L)=0
éncias propri 2n-pe,
Frequéncias proprias o= n L) CQ 12,3,
~ - 1 .
C(inﬁgurago'es dos modos () = A sen £ HZ_LEL O n=1,2.3,
(ndo normalizadas) € g
Configuracoes dos modos 2 -1 A
g . ¢ z(x) = senMxo n=1,2,3,
(normalizadas) mL™e 2L @
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3. Vibracio transversal de barras

Considere-se uma barra com alinhamento recto, com momento de inércia I(x), massa
por unidade de comprimento m e modulo de elasticidade E. Se se admitir que M ¢ o
momento flector que actua uma seccdo transversal genérica da barra recta e que u
representa o deslocamento transversal dessa sec¢do, entdo podem-se estabelecer as
equacdo de equilibrio de for¢as e momentos dum troco de barra de comprimento
infinitesimal. Na figura 3 estdo representadas as for¢as e os momentos envolvidos no

equilibrio duma porgao infinitesimal da barra.

AY
Tuix)
u(x,t) I ulx, )+ x dx
T Vixt
Vixy) t Vo g+ L)
m(x) —€SX—Z dx 9 Tx “
Mix,t
M(x,t) M(x,t)+ ﬂ—ﬂ(x—l dx
> X
Figura 3 — Equilibrio de um elemento infinitesimal de barra.
q2
TVt
Vino) - m(x)—."t(—Z dy - Vix1) - 411:—2 dx=0 (47)
u(x t) I M(x,t B
M(x,t) + V(x,t) dx - gn(x) b 2 -M(x,t) - T x dx=0 (48)
u(x,t) - deslocamento transversal ao eixo X;
V(x,t) - esforgo transverso;

M(x,t) momento flector;
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Tendo em conta que na equagdo (48) o termo que envolve a forga de inércia pode ser
desprezado, pois multiplica pelo quadrado do comprimento infinitesimal dx, e apos
alguns arranjos numéricos, as equacdes (47) e (48) tomam o seguinte aspecto:

V(x,t ETe))
! ‘ﬂ: -m(y) ﬁlzx (49)

Vi) = acD l\%;t (50)

Substituindo em (49) a equacdo do esforco transverso obtido em (50) obtem-se a
seguinte equagao:

2 M(x,t 12 uint
! T = m(x)—.”ut(x—Z (51)
Como,
2
M =EI (x)—ﬂu(x—Q (52)

entao temos:

@I () u(x ) u(x t} —0 (53)

5+ () ﬂ[

Se a barra for uniforme, isto €, as suas caracteristicas mecanicas € a sua massa nao
variar ao longo do comprimento da barra (El=constante e m=constante), entdo a
equacao (53) pode ser simplificada ficando com o seguinte aspecto:

ﬂ u(xt) q2 u(xt)
> ™ g7

=0 (54)

Facga-se agora a separacdo da varidvel u(x,t) em duas parcelas, representando uma delas
a configuragdo deformada e outra a variacdo no tempo que se admite harmoénica. Esta
separacdo da varidvel inicial ¢ semelhante a que foi utilizada no estudo das vibragdes
longitudinais de barras.

u(x, ) =1u(x) Y(t) (5)

Y (1) =sen(p 1) (6)

Fazendo as devidas substituicdes na equacdo (54) tendo em conta as expressodes (5) e
(6), obtem-se:

4 _
El dd—‘;(%l Y(1) - muge) o2 Y() =0 (55)

Eliminando a varidvel dependente do tempo Y(t), obtem-se uma nova equacao sO
dependente da variavel que representa a configuragdo da deformada da estrutura.

Dinamica e Engenharia Sismica, IST, 1999 11
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d4t1(x) m
dx WP g =0 (56)

Esta equacdo traduz um problema de valores e vectores proprios cuja solugdo tem a
seguinte expressao geral:

t(x) = A cosh (a x) + B senh (a x) + C cos (a x) + D sen (a x) (57)

com,
4
[ ,m
a= p2 El (58)

As constantes que A, B, C e D dependem das condi¢des de fronteira. O calculo dos
modos de vibragdo e das respectivas frequéncias proprias resume-se a determinacdo dos
valores das referidas constantes para cada tipo de condi¢des de fronteira.

A titulo de exemplo apresenta-se de seguida e resolucdo do problema para uma barra
encastrada numa extremidade e livre na outra (consola).

Barra encastrada-livre

Condig¢des de fronteira:

1)ag0) =0
2)uq0) =0

IML)=0 b w2(L) =0
HYWVIL)=0 b 2¢L) = 0

Solugdo geral : Ti(x) = A cosh (a x) + B senh (a x) + C cos (a x) + D sen (a x)
u¢x) =a Asenh (ax)+aBcosh(ax)-aCsen(ax)+aDcos(ax)
#2(x) = a’ A cosh (a x) + a> B senh (a x) - a’ C cos (a x) - a> D sen (a x)

#2¢x) = a’ A senh (ax)+a’Bcosh(ax)+a’Csen(ax)-a’D cos(ax)

Substituindo nas condi¢des de fronteira:

u@) =0 b A+C=0 b A=-C
2)uq0) =0 P B+D=0 P B=-D
3)ur) =0 p A cosh (aL)+ B senh (aL) - Ccos (aL)-Dsen (al)=0
4) w?qL) =0 p A senh (aL) + B cosh (aL)+ Csen(al)-Dcos(al)=0

12 Dinamica e Engenharia Sismica, IST, 1999
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HA=-C
2)B=-D
3) A [cosh (aL) + cos (aL)] + B [senh (aL) + sen (aL)] =0
4) A [senh (al) - sen (aL)] + B [cosh (al) + cos (aL)] =0

[senh (al) + sen (al)]
[cosh (aL) + cos (al)]

3)A=-B (note-se que [cosh (aL) + cos (aL)]* 0, para qualquer al)

[senh (al) + sen (al)]
[cosh (aL) + cos (al)]

[senh (aL) - sen (aL)] + B [cosh (aL) + cos (aL)] =0

4) B {[cosh (aL) + cos (aL)]’ - [senh® (aL) — sen” (aL)]}=0
Esta equagdo tem duas solugdes possiveis:
B=0 (solugdo trivial)
ou [cosh (aL) + cos (aL)]* - [senh® (aL) — sen® (aL)] = 0
Somente a segunda solugéo nos interessa, pelo que se considera:
4) [cosh (aL) + cos (aL)]* - [senh® (aL) — sen’ (aL)] =0
4) cosh? (aL) + cos® (aL) + 2 cosh (aL) cos (aL) - senh” (aL) + sen’ (L) =0
4) [cosh? (aL) - senh” (aL)] + [cos® (aL) + sen” (aL)] + 2 cosh (aL) cos (aL) = 0
4)2+2cosh(al)cos(al)=0

cos (al)

4) cosh (al) =

As solugdes desta equagdo encontram-se indicadas no Quadro 2. Como se pode
observar neste quadro, as frequéncias de vibrag@o associadas a cada modo sdo obtidas a
partir das solucdes da equagdo atras representada.

Para obter as configuragdes modais, tem que se proceder a substituicdo, nas vdrias
equagdes, do valor de a, correspondente a0 modo em estudo, calculando deste modo os
valores das constantes presentes na equacdo geral. Como seria de esperar a configuragdo
modal obtida ¢ indeterminada, ou seja, depende duma constante, que pode ter um valor
arbitrario. No Quadro 2 estd indicada a expressdo geral para todas as configuragdes
modais. Neste caso optou-se por normalizar todos os modos considerando unitario o
valor do deslocamento maximo. No mesmo quadro encontram-se representados os trés
primeiros modos de vibragao.

Nos quadros 3 a 5 encontram-se indicadas as solugdes correspondentes a outras
condig¢des de apoio da barra.

Também na andlise da vibracao transversal de barras continuas se pode considerar a
normalizacdo dos modos em relagdo a massa, utilizando para isso a expressdo de
normaliza¢do apresentada anteriormente (18).

L
gm [z(x)]> dx =1 (18)
0

z(x) — configuracdo normalizada dos modos
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A condi¢dao de ortogonalidade dos modos em relacio a massa também se mantém
equivalente a que foi apresentada no caso das vibragdes longitudinais de barras (20).

L

Bm Uy(x) Un(x) dx=0 mln (20)
0

A condi¢do de ortogonalidade, envolvendo a rigidez da estrutura, pode ser obtida a
partir da equacao de equilibrio dindmico representada em (53), considerando somente a
contribuicdo do modo de vibracao n:

g’fsl(x) ““’”°+ ()M 0 (53)

Fazendo a alteracdo de variaveis indicada em (23) e eliminando a variavel que depende
do tempo, temos:

e Fowod
o 10 S e ny9=0 (59)

Multiplicando toda a equagdo pela configuragdo do modo m, e integrando ao longo do
comprimento da barra obtem-se:

L 2 2 L
8 ﬁm(x)(%(z g;%l (x) %@Z gdx -8 pfl OUm(X)m(x) Un(x) dx =0 (60)
0 0

Como devido a propriedade de ortogonalidade dos modos de vibragdo em relacdo a
massa o segundo termo da equacdao ¢ nulo, resta a seguinte igualdade que traduz a
segunda condi¢do de ortogonalidade:

Lo de dunwbd, .
8 um(x)d—xz 8EI (x) dx !-adx =0 se m!n (61)
0

Em geral ndo ¢ esta a forma de apresentar esta condi¢do de ortogonalidade. A equagao
normalmente utilizada para exprimir esta condi¢ao pode ser obtida a partir da equacao
(61) fazendo uma dupla integrag@o por partes:

L 2 2 ”
Un(x) O

< e d .
8 um(x)d—xz 8EI (x) dx de =
0
d & d?a,(x) 6L U d & x) O
= (%) g EI®) Tlxzu 30 ; —(—Z 8EI (x) de =0 (62)
Recordemos que:

2 ..
8 T v (63)

Assim, recorrendo a esta igualdade pode-se simplificar a equagdo (62) executando
posteriormente a segunda passagem na integragao por partes:
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L duy dz_n L f dz_m dz_n
i) Vatol, - o B 9 (g S B -0 (@
0

2 _
EI (x) d%;ﬂ = Ma(x) (65)

Recorrendo aequagao (65) ¢ possivel simplificar a equacdo (64) para a seguinte forma:

L

() Vo], - 1) Ma@)], +6 03 El(x) Ba(x)elx = 0 (66)
0

Note-se que na maioria dos problemas estudados as condigdes de fronteira sdo de tal
forma que o produto representado nas primeira parcelas da equagdo (66) sdo nulos.
Deste modo a condicdo de ortogonalidade pode ser apresentada na sua forma mais
corrente:

L
§EI(x) B3(x)ud(x) dx=0 m’n (67)
0

A partir da equacdo (60) e se considerarmos dois modos iguais, ou seja m igual a n,
obtem-se a seguinte igualdade:

L
§EI(x) B3(x)u3(x) dx = - p; M, (68)
0

Verifica-se também que, se representarmos as configuracdes modais z(x) normalizadas
em relacdo amassa, de acordo com a expressdo (18), entdo ¢ valida a seguinte relacao:

L

§EI [3(x)] dx =p, (69)
0
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Quadro 2 — Vibragdes transversais duma

barra encastrada-livre.

Barra encastrada numa extremidade e livre na outra

Condigoes de fronteira

W(0)=0;u(0)=0;ML)=0;V(L)=0

m

Equagao das frequéncias __ -l
cos (aL) = cosh (al)
. , [EI 1.875 4.694 7.855 10.996 2n-1)p
Frequen01as_pn:an —_— a;= 17 s Ay = 17 s Az = 17 s Ay = 7 S ap» Y

Configuracdes dos modos
(ndo normalizadas)

t(x) = cosh (a,x) — cos (a,x) — b, (senh (a,x) - sen (a,x))

_ cosh a,L+cos a,l
" senh a,L +sen a,L

Determinacgao das frequéncias
1.5
1.0 1
0.5 - 4694 7.855]  [1099] cos(x)
0.0 ‘ g— \ -1/cosh(x)
-0.5 ¢ 12 16 o solugdes
-1.0
-1.5-
Valores de aL
Modos de vibracao
Modo 1
T T T 1 Modo 2
0 0.2 0.4 \96\ : 1 Modo 3
x/L

16
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Quadro 3 — Vibragdes transversais duma barra encastrada em ambas extremidades.

Barra encastrada em ambas extremidades

Condigoes de fronteira 0(0)=0;0 (0)=0;u()=0;u(L)=0
Equagao das frequéncias cosh (aL) cos (aL)-1=0

. 5 E| 4.730 7.853 11.00 14.137 2n+1p
Frequéncias-p,=a, \ |75 | @17 [ &~ [ s&T T T T &> oy

Configuracdes dos modos | a(x) = cosh (a,x) — cos (a, x) — G (senh (a,x)- sen (a,x))

(ndo normalizadas) cosh &L - cos a.L
_ n n

%= Senh a,L - sen a,L

Determinacgao das frequéncias
1.5
1.0
0.5 4 \4.730\ ‘7.853‘ ‘10.996‘ \14.137\ cos(x)
0.0 \ 2 ) g— o ‘ 1/cosh(x)
-0.5 0 \/ ;\/ 12 16 | © solugdes
-1.0 ~
-1.5 -
Valores de aL
Modos de vibragao
Modo 1
T Modo 2
0 0.2 Modo 3
x/L
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Quadro 4 — Vibragdes transversais duma barra encastrada-rotulada.

Barra encastrada numa extremidade e rotulada na outra

Condigoes de fronteira 0(0)=0;0()=0;u(0)=0;M(L)=0

Equagao das frequéncias tg (aL) = tgh (aL)

o . [El 3.927 7.069 10.210 13.352 (4n+1)p
Frequéncias-p,=a, - a=", s@&=" &=~ ; sa4=" [ ..am. 47

Configuracdes dos modos | a(x) = cosh (a,x) — cos (a, x) — ¢ (senh (a,x)- sen (a,x))

(ndo normalizadas) cosh &L - cos a.L
_ n n

%= Senh a,L - sen a,L

Determinacgao das frequéncias

7.068 \10.216\ 113.352| tg(x)
——=0"—_ o ‘ tgh(x)
r ( 12 16 O solugdes

_20 i
Valores de aL
Modos de vibragao
Modo 1
T Modo 2
0 0.2 Modo 3

x/L
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Quadro 5 — Vibragdes transversais duma barra rotulada em ambas extremidades.

Barra rotulada em ambas extremidades

Condigoes de fronteira 0(0)=0;ua()=0;M@0)=0;M(L)=0
Equagao das frequéncias sen(al)=0

2 : _ 2 E = n_E
Frequéncias-p,=a, \/; an ="

Configuracdes dos modos | t(x) = sen (a, x)
(n2o normalizadas)

Determinacgao das frequéncias
1.5
10 i /\
0.5 /\3.142 ‘6.283‘ \9.425\ ‘12.566‘
0.0 R - S— s ‘ sen(x)
O solugdes
050 v 8 \/ 16
-1.0 A
-1.5 -
Valores de aL
Modos de vibragao
Modo 1
T Modo 2
0 0.2 Modo 3
x/L

Dinamica e Engenharia Sismica, IST, 1999
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4. Vibracao de lajes

Nesta sec¢do pretende-se dar uma breve panoramica do problema da determinagdo das
frequéncias proprias e dos modos de vibragdo de lajes. O objectivo ¢ somente fornecer
alguma informagdo que permita fazer uma estimativa das frequéncias fundamentais de
lajes com diversos tipos de apoio.

Considere-se uma laje de espessura uniforme h, composta por um material homogéneo
e isotropico, com mddulo de elasticidade E, coeficiente de Poisson n, e densidade de
massar .

Nestas condi¢des a equacdo que traduz o equilibrio dinamico da laje, para forgas
actuando na direc¢do perpendicular ao seu folheto médio toma o seguinte aspecto:

Vuopng  Tueeang Tueno) rhifu oy

Tx/ w2 T Tx’ Tx* D 17 0 (70)
Eh’
b=1a-m (71)

u(x;, x2, t)- deslocamento perpendicular ao plano da laje

Fazendo a separacdo de varidveis de modo a isolar a componente dependente do tempo
temos:

U.(X], X2, l): ﬁ(x;, Xz) sen (p f) (72)

T uk, x2)  Thag, xo)
ﬂ )CJ2 ﬂ Xzz ﬂ X24

T4 ages, xy)
ﬂ X14

rh
+2 =5 pluxs, x2) (73)

Esta equacdo diferencial de 4* ordem a duas dimensdes traduz um problema de valores e
vectores proprios cujas solucdes sdo, respectivamente, as frequéncias proprias e os
modos de vibracao da laje. Para resolver o problema ¢ necessario, em cada caso, definir
as condigdes de fronteira adequadas as condi¢des de apoio da laje em estudo. Recorda-
se que, no caso das lajes, as condi¢des de fronteira correspondentes as condi¢des de
apoio mais frequentes tém o seguinte aspecto:

Bordo encastrado - u=0; Tu =0
ﬂyJ
2 2
Bordo simplesmente apoiado - u=0; % +n 1111 y; =0
. T°u T°u 1 o8°u T°u 6
Bordo 1 - +n =0 P +(2-n +=0
ordo livre ﬂy;z ﬂyzz Ty &W ( ) ﬂyzz p

Nas equagdes atras indicadas considerou-se um referencial local (y;, y2), definido de
forma a que a direc¢do y, coincida com o alinhamento do bordo.

20 Dinamica e Engenharia Sismica, IST, 1999



Osciladores Lineares Continuos

Para lajes rectangulares com todos os bordos simplesmente apoiados obtém-se as
seguintes expressoes, respectivamente para as frequéncias e para as configuragdes
modais (Duarte,1983):

2 n26 D

aan
AN (74)
anpPx; 0 anpx; 0
Umn = S€n g—% zsen 8_%_25 (75)
com OEx;Ea e 0OEx>ED

Na figura 4 estdo representados 4 modos de vibragao, correspondentes as combinagdes
possiveis dos parametros m e n para valores entre 1 ¢ 2.

Laje com bordos simplesmente apoiados — Modos de vibragao

S
4 S
RN
ISR T
B 4‘-’-‘-'.'::5@;%\\\@.

3
PR,

e\
"@\\‘\t}}g’llul y
N

S

n=2:m=1 n=m=2

Figura 4 — Modos de vibragdo de uma laje rectangular com os bordos simplesmente apoiados.

No quadro 6 encontram-se tabelados os valores das frequéncias de vibragdo para lajes
rectangulares com varios tipos de condi¢cdes de apoio e para algumas relacdes de
dimensao entre lados.
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Quadro 6 — Frequéncias proprias de lajes rectangulares.

I D
=3 h
Condic¢des de fronteira Valores de |
a b Modos de vibragao
s

1° 2° 3°
1 14.1 20.5 23.9
1 6.96 24.1 26.8
2 3.51 5.37 22.0
1 3.49 8.55 214
0.5 3.47 14.9 21.6

2 17.3 - -
“—“““—-; 1 23.7 51.7 58.7

0.5 51.7 - -

2 23.8 - -
1 29.0 54.8 69.3

0.5 54.8 - -
1 36.0 73.4 108.3

2 24.6 - -

3 23.2 - -

8 22.4 - -

(adaptado de Duarte, 1983)
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5. Resolucido das equacoes de movimento

Existe um grande paralelo entre a metodologia utilizada para a andlise modal de
sistemas discretos e aquela que ¢ aplicavel a sistemas continuos, tema abordado neste
texto.

De acordo com o conceito de andlise modal, qualquer campo de deslocamentos
admissivel na estrutura pode ser obtido através da sobreposi¢do dos deslocamentos
obtidos em cada modo de vibragao:

uxy) = g ai(x) Yi(?) (76)

i=1

A partir da igualdade estabelecida em (76) ¢ possivel calcular a contribui¢do de cada
modo de vibragdo numa determinada configuragdo deformada recorrendo para tal as
condi¢des de ortogonalidade referidas anteriormente. Assim, se se pretende calcular a
participagdo do modo n, deve-se multiplicar ambos os membros da equagdo (76) pela
configura¢do do modo em estudo e pelo termo que representa a massa (m(x)) e integrar
em ordem avariavel de posi¢ao x:

é o) M) uled) di— & Y0 é () M(x) 0i(%) dx (77)

0 i=1 0

O segundo termo da igualdade representada em (77) de acordo com as propriedades da
ortogonalidade sera nulo excepto quando i for igual a n, situagdo em que o integral
conduz ao parametro M;,.

é () M(x) ufc.t) dx = Yo(t) My (78)
0

é Un(x) m(x) u(x,t) dx
Ya(t) =~

. (19)

A grandeza Y(?), representa a participacdo do modo n na resposta global da estrutura ao
longo do tempo.

Da mesma forma como acontece com os osciladores discretos, também no caso do
osciladores continuos ¢ possivel, a partir das condi¢cdes de ortogonalidade, transformar
as equacdes de movimento num sistema de equacdes independentes. Nesta forma cada
uma das equagdes que se obtem exprime a resposta de um determinado modo de
vibragdo. Para, finalmente, obter a resposta global a partir da resposta em cada um dos
modos basta aplicar entdo a expressdo (76), que traduz a sobreposicdo modal da
resposta.
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5.1.Vibragdes longitudinais

A equagdao do movimento de um oscilador continuo sujeito a vibracdes longitudinais
sem amortecimento pode ser obtida a partir da equagao (4):

mig T8 L gy L0y (%0)

q(x,t)- forca aplicada no ponto de coordenada x no instante t

Fazendo a substitui¢dao indicada em (76) e que traduz a sobreposi¢ao modal, fica:

f .. f d dg
& me 069 Vi)~ & 3o TEAG el 1Y) = aten &)

1 1

~
Il

~
Il

Multiplicando ambos os termos da equacdo (81) pela configuracio do modo n e
integrando ao longo da barra obtem-se:

¥ .
6 108 mw) 0w Vi dv- g 0w & S [EAG T )Y de=
0 i=1 0 i=1
= é Un(x) q(x,t) dx (82)
0
¥
& v (t)@ o) M) ) dr- & Yi(0) - g () dx[EA(x)—dx(—Z] dy =

1 0 i=1

~
Il

= é Un(Xx) q(x,2) dx (83)
0

Recorrendo as propriedades da ortogonalidade de modos e recordando as relagdes que
se obtém quando as integragdes representadas se referem ao mesmo modo de vibracao e
que estdo traduzidas nas equagdes (26) e (35), entdo pode-se escrever a equacdo de
equilibrio dindmico correspondente ao modo n.

Mo ¥a(0)+ 2 My Yalt) = g 1) () di (84)
0

Para simplificar a notagdo considere-se o seguinte parametro que representa a
participacdo da for¢a de excitagdo no correspondente modo de vibragao n:

6 Tn() a(st) d = Po(t) (85)
0

Utilizando esta notacdo a equagdo do movimento referente ao modo n fica com a
expressdo final que de seguida se apresenta e que ¢ em tudo semelhante a equagdes
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obtidas para sistemas discretos, ou, duma forma mais geral, semelhante a equagdo de
movimento de um sistema de um grau de liberdade.

M, Yn(t) +p§ Mhi Yu(2) = Pu(2) (86)

5.2.Vibragdes transversais

Como se pode verificar de seguida a equagdo de equilibrio dindmico que se obtem para
cada modo de vibracdo no caso do estudo das vibracdes transversais ¢ idéntica a
equagdo obtida para as vibracdes longitudinais.

A equacao do movimento de um oscilador continuo sujeito a vibragdes transversais sem
amortecimento pode ser obtida a partir da equagdo (53):

2
Ly TR0 0, M) )

p(x,t)- forca aplicada no ponto de coordenada x no instante t

Fazendo a substituicdo indicada em (76) e que traduz a sobreposi¢cdo modal, fica:

d 2 —
me) 069 ¥+ & 3 0BI09 g 1V = pee (89)

1 i=1

Qo «
0 4K

Multiplicando ambos os termos da equacdo (88) pela configuracio do modo n e
integrando ao longo da barra obtem-se:

; L d’ d* m(x)
Y n 1 dx + Yi n EI dx =
l_f"il[ (f)% TUn(x) m(x) Ui(x) dx la[ i) % Tn(x) dx2 [El() —g 7~ ] dx =
B é Un(X) p(x,2) dx (89)

0

Recorrendo as propriedades da ortogonalidade de modos e recordando as relagdes que
se obtém quando as integracdes representadas se referem ao mesmo modo de vibragdo e
que estdo traduzidas nas equagdes (26) e (68), entdo pode-se escrever a equagdo de
equilibrio dindmico correspondente ao modo n.

M ¥a(0) + 2 My Yalt) = g (%) pl) d 90)
0

Mais uma vez para simplificar a notagdo considere-se o seguinte pardmetro que
representa a participacao da forca de excitagdo no correspondente modo de vibracao n:

§ To(%) P(51) d = Po(t) o1
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Utilizando esta notacdo a equacdao do movimento referente ao modo n fica com uma
expressao idéntica aindicada atras para o estudo das vibracoes longitudinais de barras:

M, Yn(t) +p§ Mhi Yu(2) = Pu(2) (86)

5.3.Movimento com amortecimento

Nas secgOes anteriores foi apresentada a formulacdo para a resolugdo da equagdo de
movimento desprezando o amortecimento.

Para considerar o efeito do amortecimento no movimento pode-se definir um
amortecimento modal, proporcional a velocidade, e traduzido através de uma constante
de amortecimento Cy:

M, Yn(t) + G Yn(t) +p,21 Mi Yu(?) = Pu(2) 92)
Co=2) M, +a; p. M, (Clough, 1993) (93)

Introduzindo o conceito de coeficiente de amortecimento modal, temos:

G ay aipy lame o}
LSO Mup, 2pn T 2 T 28&, TPy (94)
My Ya(®) + 2 2o My po Ya(®) + 2 My Ya(t) = Pa(2) (95)

A solucao desta equacdo de movimento, ou deste conjunto de equagdes de movimento,
pode ser obtida através de qualquer método conhecido para o estudo de osciladores de
um grau de liberdade.

5.4.Resposta a um movimento do solo

Um tipo particular de solicitacdo dindmica que interessa considerar ¢ o caso da ac¢do
sismica. Esta solicitagdo ¢ traduzida pela imposicdo dum movimento nos pontos de
ligacdo da estrutura ao exterior pelo que € necessario fazer algumas adaptacdes a
formulacao atrés indicada.

Para ilustrar a forma como deve ser abordado o problema da ac¢do sismica serd referida
somente o problema das vibragdes transversais embora os resultados aplicaveis também
ao caso das vibragdes longitudinais.

Considere-se a hipdtese da ac¢do sismica corresponder a um movimento uniforme do
solo, ou seja, com igual movimento em todos os pontos de ligacdo ao exterior. Desta
forma pode-se descrever o campo de deslocamentos da barra da seguinte forma:

u'(x0) =ufxy) + uy(t) (96)

u'(x,#) - deslocamento total da barra
u(x,t) - deslocamento em relagdo ao solo
us(?) - deslocamento do solo

26 Dinamica e Engenharia Sismica, IST, 1999



Osciladores Lineares Continuos

Substituindo a igualdade indicada em (96) na equagdo de equilibrio dindmico duma
barra sujeita a vibragdes transversais obtem-se:

m() “(’”) g’f-:l() ““g o 1L -

om0 Ly L0010l ©7)

Como o campo de deslocamentos do solo ndo depende da posic¢ao x, o segundo membro
da equagao (97), que por simplificacdo se designa por carregamento efectivo (Pey), terd a
seguinte forma:

2
Per=-m(x) 'ﬂﬂﬂ/z e ﬂqlf c (98)

Na maioria dos casos de aplicagdo pratica a contribui¢do das forcas de amortecimento
para o carregamento efectivo ¢ desprezavel face a contribuicdo das forgas de inércia
(Clough, 1993) pelo que se considera somente:

2
Po=-m@) “ﬂﬂ/i (99)

Assumindo este carregamento, entdo o termo correspondente ao carregamento associado
a cada modo de vibragao sera:

Petn(?) = -é Un(X) m(X) Us(?) dx = - Uy(2) é Uy (x) m(x) dx (100)
0 0

A equagdo de equilibrio dindmico para o modo n passara a ser escrita da seguinte
forma:

My Ya(®) + 2 2o My po Ya(®) + p2 My Ya(t) = - is(2) é Un(x) m(x) dx (101)
0

Se se dividir toda a equagdo pelo termo M, teremos:

é Un(x) m(x) dx

Y0 +220p, Y0+ p] i) = - () (101)

O termo que, no segundo membro da equacdo, multiplica a aceleracdo do solo terd o
efeito dum factor de participagdo modal, tal como ¢ definido na formulagdo para
osciladores discretos.

é Tn(x) m(x) dx
0

Fpy = (102)

M,
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Utilizando este novo parametro a equagdo de equilibrio dindmico para o modo de
vibragdo n, quando a estrutura ¢ solicitada por um movimento no solo pode ser escrita
na seguinte forma:

Yn(t) +2 2,y pn Yn(t) +pf, Ya(t) = - us(t) Fpn (103)

Tal como foi referido anteriormente, esta expressdo ¢ valida quer para movimentos
vibratdrios transversais quer para movimentos longitudinais.

Esta equagdo ¢ formalmente idéntica a equagdo de um oscilador de um grau de
liberdade pelo que a sua solu¢do também pode ser obtida através de qualquer método
aplicavel aresolugdo do problema de um oscilador de um grau de liberdade.
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